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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 96 (1971), Praha 

K ZÁKLADNÍ VĚTĚ n-ROZMĚRNÉ CENTRÁLNÍ AXONOMETRIE 

VÁCLAV PECINA, Liberec 

(Došlo dne 13. listopadu 1969) 

Označme Ew n-rozměrný rozšířený eukleidovský prostor a L(<xu oc2,..., ar) lineární 
obal lineárních prostorů au <x2,..., ar. 

Definice 1. Nechť k, n jsou přirozená čísla (2 — k — n, n _ 3). Konfiguraci navzá­
jem různých bodů O, Al9 A2,..., An9 Bu B2, ...,Bn nazveme n-ramenná, k-rozměrná 
polyedrická konfigurace a označíme K* = {0, Ah B j , jestliže: 

1. O, Ah B{ (i = 1, 2,..., n) je trojice kolineárních bodů, body O, v4ř jsou vlastní. 
2. Pro přímky xt = OAt (i = 1, 2, ..., n) platí L(x1? x2, ..., x„)'-= E*. 

Definice 2. Konfiguraci K£ = {O, At-, Bř} nazveme souřadnicovou, jestliže: 
1. body B( (i = 1, 2, ..., n) jsou nevlastní, 
2. soustava vektorů OAt (i = 1, 2,..., n) je ortonormální. 

Definice 3. Konfigurace Kr
q = {O, Ah B^ (2 ̂  q < n, 2 = r = k) ]t částečnou 

konfigurací konfigurace Kn = {O, .4,, B j , jestliže body O, Ař, Bř (i = 1, 2,..., #) 
jsou oběma konfiguracím společné; Kq c Kn. 

Definice 4. Nechť ̂  je centrální projekce v E" s basí [Er, E*] (tj. z centra Er do pros­
toru E*, přičemž r = n - k - 1, 2 ^ k < n, Er n E* = 0). Konfigurace XÍQ == 
= {lO, lAh

 xBi} je centrální projekcí ^(Kp) konfigurace Kp == {O, A,, B;}, jestliže 
lO = ^(O), % = 0>(AÍ), lBi = ^B, ) , i = 1, 2, . . . , n. 

Definice 5. Simplex s vrcholy Vu V2,..., F w + 1 nazveme n-rozměrný a označíme 
S ^ i , V2,..., Vrt+ 0, jestliže L(Vl5 V2,..., Vn+ x) = E». 

Pomocná věta. Nechť jsou dány konfigurace Kn = {O, Ah Bt} v En (n = 3) 
a °Kn

n~
i = {°0, °Ař, °Bfj v 0 E W - 1 . Nec/u' ( O A ^ ) * ^OU^B), i = l , 2 , . . . , n 

a S--1(F1,Ka,...,K l l) popr. °Sn-1(°řV1, °JV2,..., °Wn) je simplex tvořený úběžníky 
přímek xt popř. °Xi (i = 1, 2,.. . . n) t? projektivnostech bodových řad x{(0,Ah 

Bh..) -K °Xi(°0, °Ah °Bh . . . ) , i « 1,2,..., n. 

81 



Nutná a postačující podmínka pro existenci bodu S a prostoru "E" - 1 (Se E", 
1 E" _ 1 c E",St ^--^Jež tvoří basi [S, ^"-^ centrální projekce 0> tak, že &(K«) _ž 
S ° O S " - ' ~ 0 S " " 1 . 

Důkaz, a) Nechť S""1 ~ os""1. Označme E""1 = L(xu x2,..., *„_,), kde xř = 
= 04,. Projektivnosti " x ^ o , °A„ °Bt,...) A x,(o, A„ _?„...), i = I, 2,..., n - 1, 
stanoví projektivní zobrazení Hi : °E"_1 -» E""1. Sestrojme 

(1) xH(0, X„ B„ ...)«. J 7 , ( V O . °4,. °B„...)). 

Pak je 

(2) x„(0, An9 Bn9 Vn9 W„,...) A xn(0, A„, B„, V„, »;<",...), 

kde Vn = H^ 0 ^ 0 0 ) , Wn = ^ ( X ) a °VII
00 je nevlastní bod přímky °x„. Jistě je L(Vl9 

Vi> •••> /̂i) ^ 2 E"" 1 . Bod O je samodružný v projektivnosti (2) a (2) je tedy perspek­
tivností se středem S, přičemž S c 2 E"" 1 je vlastní bod (v opačném případě by byl 
nevlastní i bod Vn a platilo by (OAnBn) -= (°0°An°Bn)). Vezměme nadrovinu 1 E"" 1 

rovnoběžnou s 2 E"" 1 (S£ 1E"~1), zvolme [S, ^ " " ^ za basi centrální projekce 9 
a sestrojme £*(K£) = ^J"*1 = {10, ^ ^ J . Pak v důsledku perspektivnosti (2) je 

(3) 9(xn(09 An, Bn, Vn, W?,...)) = 9(x„(09 An9 Bn9 Vn9 Wn9 ...)) = 

~xxJílOMm
lBm

lV?.lW».-), 
přičemž 

(4) *xn(
l0, Un9 >Bn9 *V?9 *Wm...) A °x„(°0, °An, °Bn, ° C X . . . ) . 

Dále je 9{xip9Ai9Bi9Vi9 PV,00, ...)) = 'x^O, lAi9
 1B„ ^ ^ ...) pro i = 

= 1,2,..., n - 1, přičemž 

(5) xxťO, Ui9
 xBh *Vt«9 *Wi9...) A Ox,(00, °Ai9 °Bi9 °Vř°°, °Wi9...) 

pro i = 1, 2,..., n - 1. Projektivnosti (5) stanoví projektivní zobrazení 772 : °E"-1 -> 
~> 1E"~x. Z (1) a (3) plyne x KJ~* = # 2 ( ° K r X ) . VH2 si odpovídají nevlastní podpros-
tory °E^~2 a 1En~2 nadrovin °E"_1 a 1 E"" 1 a i7 2 je tedy afinita. Poněvadž simplex 
iS*-1(1Wu

1W29.,., * WH) je řezem trsu přímek S(SW?9 SW?,..., SW™) nadrovinou 
1 E"~i a simplex Sn^1(Ví9 V2,..., Vn) je řezem trsu přímek 0(x l 5 x2,..., xn) nadrovinou 
2E"- 1, přičemž Síp* || x,(i « 1, 2,..., n) a 1E"- 1 || 2E"~J, je S""1 - 1 S"" 1 . Poněvadž 
OS""1 -S"- 1 , jetaké°S"- 1 - 1 S"" 1 a 772 je podobnost. Pak je °K;"1 - 1KT 1-

Nabývá-li nadrovina 1 E"" 1 (S $ 1E"~1) všech možných poloh rovnoběžných s nad­
rovinou 2 E"" 1 , jsou při pevném S konfigurace 1KJ~1 = 9(Kn) homotetické (koeficient 
homotetie nabývá všech nenulových hodnot) a lze vybrat 1E"~1 tak, že lKn~

i s 

b) Nechť 1Kn
H-1 «_. <?>(/(£) _* ofCJ"1. Pak nevlastní body W? přímek xř = 0A£ se 

promítají přímkami S ^ f l x , (i = 1,2,..., n). Poněvadž simplexy 1S""1(1fV1, 
1 JV 2 , . . . , 1 ^), S"- 1 ^,^, . . . ,^) jsou řezy trsů přímek 0(xl9 x2,..., x„), S f S 1 ^ , 
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SlW29..., SlWn) rovnoběžnými nadrovinami, jsou podobné. Z 1K% x £ °Kn l pak 
p l y n e š " 1 ~ S^1 . 

Věta 1- Nechť je v nadrovině °En-1 (n ^ 3) dána konfigurace 0Kn"1 = {°0, M (, 
°J8I} 5 vlastními body °Bh pro něž platí L(°BU °B2, ..., °B„) = 0 E n " 1 ; označme 
X. = 1 - (°O0Ař

0Bt), i = 1,2,..., n. Pafc ex/sfti/7 prostory E° = S cr En, 1En~1 c 
c En, jež tvoří basi [5, 1En-1*] centrální projekce @> vEn a souřadnicová konfigurace 
Kn ~ {0,Ai9B?} <= En tafc, že ^(Kn) s 0 KT l - prdi;ě íefcd>>, když hrany °B°Bj 
simplexu °S»-\°Bl9 % , . . . , °Bn) mají velikosti °B°Bj = k J(\\k2

t + 1/Aj); fc > 0, 
i * I ; i,i = 1,2,....n. 

Důkaz, a) Nechť existuje centrální projekce 9 s basí [S, 1 E n _ 1 ] tak, že &(Kn) =* 
S °f<n""1. Sestrojme úběžníky Vf přímek xt v projektivnostech bodových řad °xt(°09 

°Ah°Bt9...) A xt(09AhB?,...), i = l,2,..., n. V důsledku pomocné věty je 
S"* 1 ^, V2,..., V„) - °Sn-l(°Bl9 % , . . . , X ) . Z rovnosti dvojpoměrů 
(°O0At

oBt°V?) = (0 .4,8^) , i = 1, 2,..., n, postupně plyne 

( o o o 4 ' ° s ' ) - ( ^ ' i- ,'2' :""-

1 - A , = ^ , i = l,2,. . . ,«. 
oF, 

Odtud po dosazení AtVt = OK, — OAt a úpravě obdržíme Ai = OAtjOVt, i = 
= 1, 2,..., n. Vzhledem k | o l , | = 1 platí \OVt\ = l/|A,|. Pak je VtVj = V(l/Af + 1/Aj) 
(i * j ; i,j = 1, 2,..., n). Z S""1 ~ °S"-1 pak plyne °B°Bj = fc V<-Mf + -MJ). 

b) Nechťv 0 ^- 1 platí 0Bi°By.= fc V(-M? + -/**)(* > <M * M j = 1,2,...,n). 
Zvolme libovolně souřadnicovou konfiguraci K" = {o, A„ B?3} a sestrojme body Vř 

na přímkách xt = o/1, tak, aby (OAtV.) = 1/(1 - A,) (i = 1,2,...,«). Odtud ana­
logicky jako v první části důkazu nalezneme vy} — VOM? + *Mí) (i * JJ i> J — 
= 1, 2,..., n), a tedy platí S " " 1 ^ , V2,.... V„) ~ "S""1. Z 

(04y,) = 
1 - A, ( 0 o% 0 B,) 

plyne ( o ^ W ) = (°O0At°V? °B,) pro i = 1,2,..., n, a tedy body V °̂B,) jsou 
úběžníky přímek Xi(0x,) v projektivnostech bodových rad °x,(°0, °At, °Bt,...) X 
A x,(o, At, Bf,...), i = 1, 2,..., n. Jistě je (°o °Ař°B,) * (OAfif), i = 1, 2,..., n. 
Pak podle pomocné věty existuje centrální projekce 0> tak, že &(K%) ~ °KJ-1. 

Věta 2. Nechť t> °Em c °E" (m 1 2, n ^ m + 1) je dána konfigurace °K% = 
s {°o, °Ai,°Bi} s vlastními body °Bt (i = 1,2,..., m + 1). Nechť A, = 1' -
- (°o %°B,), i = 1, 2,..., m + 1 a L(%, % , . . . , °Bm+1) = "E"-

83 



Postačující podmínka pro existenci souřadnicové konfigurace K£ == {O, At, Bf) c 
c En a prostorů En'm~i a E", 1Em c E", jež tvoří basi [E w " m _ 1 , xEm] centrální 
projekce & v En tak, že 0>(KTn) s °Km je: strany °Bi

0Bj simplexu °Sm(°Bu °£2 , . . . 
..., °Bm+i) mají velikosti °Bi°JBJ. = k V(l/A? + \\k)\ (k > O, ř + j ; í,f = 1, 2,..., 
m + 1). 

Důkaz, a) Nechť n > m + 1 a platí ^ B , = Jk V(l//l? + l/Aj) (fc > O, / + ;; 
i,j = 1, 2,..., m + l). Zvolme souřadnicovou konfiguraci Kn = (O, Aj, BJ°} cz En 

a uvažujme částečné konfigurace K^} c K£, °K^+1 c °Km Poněvadž Km+1 c 
c: Em + 1 = L(xl9 x2, ..., xm + 1), kde x, = OA, a °Km

+1 c °E* existuje podle věty 1 
v prostoru Em + 1 c: E" bod S a prostor JEm tak, že v centrální projekci & s basí 
[S, JEm] (v prostoru Em+1) je &(KlX\) = JKm

+ 1 s °Km
+1. Sestrojme nyní v JEm 

konfiguraci lKm s ^ O , % , *B,} shodnou s °KJ tak, aby ^ c 1 ^ , Poněvadž 
dvojice přímek Am+i

iAm+h Bm+i
lBm+i (/ = 2, 3,..., ti — m) jsou tvořeny mimo-

běžnými přímkami, ležícími vždy v témž trojrozměrném prostoru s bodem S, existují 
jejich příčky qt (i = 2, 3,..., n — m) procházející bodem S. Zřejmě platí L(q2, q3,... 
••.>4„-w) = E r t"m-1, E"-"-1 n JEm = 0. 

Zvolíme-li nyní [E"~m~\ JEm] za basi centrální projekce 0> v E", je &(KmX\) = 
= ^m+i (je totiž lA{ = 5A ř n 1E"\ 'Bj = SB,. n 1Em, / = 1, 2,..., m + 1). Ozna-
číme-li i4J = <?,• n Am+iUm+/, B? = qř n B m + i

J B m + i (i = 2, 3, ..., « - m), je 
M m + i = >4m+iA? n 1E",_ 1 5 m + i = Bm+iB? n JEm, i = 2, 3, ..., n - m. Pak je ovšem 
^(Af) = M,, ^(B,) = lBt pro i = m + 2, m + 3, ..., w. Je tedy ^(K£) = rKm s 
= ,x»* 

b) Je-li n = m + 1, plyne tvrzení bezprostředně z věty 1. 
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Zusammenfassung 

ZUM FUNDAMENTALSATZ 
DER n-DlMENSIONALEN ZENTRALAXONOMETRIE 

VACLAV PECINA, Liberec 

In der Arbeit wird zuerst die notwendige und hinreichende Bedingung für die 
Existenz der Projektion aus einem Punkt in eine Hyperebene (im n-dimensionalen 
(n ^ 3), ergänzten, euklidischen Raum Ew) gefunden, bei der die Projektion der n-
schenkeligen, n-dimensionalen Koordinatenkonfiguration Kn

n mit gegebener n-schen-
keliger, (n — l)-dimensionaler polyedrischer Konfiguration °Kn

n~
l kongruent ist. 

Die hinreichende Bedingung ist dann für den Fall der Zentralprojektion von dem 
(n — m — l)-dimensionaIem Zentralraum in den Unterraum Em c En (2 ^ m < n) 
verallgemeinert. 
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