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C&asopis pro péstovini matematiky, rot. 96 (1971), Praha

K ZAKLADNI VETE n-ROZMERNE CENTRALNi AXONOMETRIE

VAcrAv PeCINA, Liberec
(Doslo dne 13. listopadu 1969)

Oznaéme E” n-rozmérny roziifeny eukleidovsky prostor a L(a,, ay, ..., a,) linedrni
obal linedrnich prostorlt «,, a5, ..., a,.

Definice 1. Nechf k, n jsou pfirozend &isla (2 < k < n, n 2 3). Konfiguraci navzd-
jem riznych bodt O, 4,, A4,, ..., A,, By, B,, ..., B, nazveme n-ramennd, k-rozmérna
polyedrickd konfigurace a ozna&ime Ki = {0, A4,, B}, jestliZe:

1. 0, A;, B; (i =12,..., n) je trojice kolinedrnich bodi, body O, A, jsou vlastni.
2. Pro pfimky x; = OA; (i = 1,2, ..., n) plati L(x,, x5, ..., x,) = E%

Definice 2. Konfiguraci K} = {0, A;, B;} nazveme souradnicovou, jestliZe:
1. body B; (i = 1,2, ..., n) jsou nevlastni,
2. soustava vektorti OA; (i =1,2,..., n) je ortonormdlni.

Definice 3. Konfigurace K} = {0, 4,, B} 2=qg<n2
konfiguraci konfigurace K" {0, 4;, B}, jestlize body O,
jsou obéma konfiguracim spole¢né; K; < K~

i (i = 1, 2,..., q)

Definice 4. Necht 2 je centrdlni projekce v E” s basi [E", E¥] (tj. z centra E" do pros-
toru E*, pfidemZ r=n—k -1, 2 <k <n, E'nE* = 0). Konfigurace 'K =
= {'0,'4,, 'B;} je centrdlni projekci 2(K?) konfigurace K& = {0, 4,, B}, jestliZe
10 = #(0), '4; = P(4), 'B, = P(B), i = 1,2, ..., n

Definice 5. Simplex s vrcholy V1, V,,...,V,,; nazveme n-rozmérny a oznadime
$'(Vis Vi « v Vauo), Jestlize L(Vy, Va, ooy Viasyq) = EN

Pomocna véta. Nech? jsou ddny konfigurace K! = {0 A, B} v B (n2 3)
a 9Kt = {°0, %4, B} v °E"!. Necht (0A,B) + ("0°ASB), i=1,2,.
a S""(V,, Vas «.s V) popF. °S""Y(°Wy, °W,, ..., °W,) je simplex tvoFenyp tibé!m’ky
piimek x; popF. °x; (i = 1,2,...,n) v projektivnostech bodovych #ad x(O0, A4,
B, ..) A %x(°0,°4,°B;,...), i=1,2,...n

81



Nutnd a postacujici podminka pro existenci bodu S a prostoru 'E""! (S < E*,
B! < B S ¢ 'E"TY), jeZ twoFi basi [S, *E"~"] centrdlni projekce P tak, ze #(K) ~
= OK T, ge ST~ Ot

Dikaz. a) Nechf §*~! ~ °§"~1. Oznaéme E"~! = L(x,, X5, ..., X,_,), kde x; =
= OA,;. Projektivnosti °x,(°0, °4;,°B;,...) A x(0,4,,B,,...), i=1,2,..,n — 1,
stanovi projektivni zobrazeni IT, : °E"~! — E"~!, Sestrojme

(l) J_C,,(O, Zns Ens . ”) = Hl(oxn(oo, OA", OB,‘, . .4)) .
Pak je
(2) in(o’ Zm Em T/-m Wm . ) A X"(O, Am Bm ‘/m ana . ) s

kde V, = I1,(°V,”), W, = I1,(°W,) a °V je nevlastni bod pfimky °x,. Jist& je L(V;,
Va, ..., V,) = 2E""1, Bod O je samodruzny v projektivnosti (2) a (2) je tedy perspek-
tivnosti se stfedem S, pfitemZ S < 2E*~! je vlastni bod (v opa¢ném ptipadg by byl
nevlastni i bod ¥, a platilo by (04,B,) = (°0°4,°B,)). Vezméme nadrovinu 'E*~*
rovnob&Znou s 2E""* (S ¢ 'E*!), zvolme [S, 'E"™'] za basi centrdlni projekce 2
a sestrojme 2(K}) = 'K}~' = {'0, '4,, 'B;}. Pak v disledku perspektivnosti (2) je

) P(x(0, Ay By Vy W2, ..)) = P(5,(0, A, By, Vs Wy, ..)) =

= lxn(lor IA," le an"O’ lan’ "~) ’
pti¢emz

@4  'x('0,'4, 'B, V>, W, ..) & °x(°0,°4,, °B,, °V,", °W,, ...).

Déle je #(x(0, 4, B,V, W7, ...)) = 'x('0, ‘4, 'B, 'V>, 'W,, ...) pro i=
=1,2,....n — 1, pfitemz

6] 'x/(10,14,,'B, 'V°, 'W,, ..) & °x(°0,°4,,°B, °V>, °W,, ...

proi = 1,2,...,n — 1. Projektivnosti (5) stanovi projektivni zobrazeni IT, : Opr-1
- 1B 1. Z (1) a (3) plyne 'K}~ ' = IT,(°K;™"). V II, si odpovidaji nevlastni podpros-
tory °E*"% a 'E">2 padrovin °E*~! a '""! a IT, je tedy afinita. Pon&vadZ simplex
11 W,, 'W,, ..., 'W,) je fezem trsu pfimek S(SW°, SW;°, ..., SW,”) nadrovinou
1E"~1 a simplex $"~!(Vy, V,, ..., V,) je fezem trsu pfimek O(x;, X3, ..., X,) nadrovinou
2", ptiCemz SW | x; (i = 1,2,...,n)a 'E""! | 2E"7, je S"! ~ 1$"" 1. Pon&vady
0§"=1  §"~1 je také °S""1 ~ 1§"~1 3 7, je podobnost. Pak je °KI ™' ~ 1KET!,
Nabyvid-li nadrovina 'E"~* (S ¢ 'E"~*) vSech moznych poloh rovnob&znych s nad-
rovinou 2E"~*_ jsou pfi pevném S konfigurace 'K} ™! = 2(K?) homotetické (koeficient
homotetie nabyvd viech nenulovych hodnot) a Ize vybrat E""! tak, e 'K;™! =
> OKn-1, . '
b) Necht 'K}~ = #(K?) = °K}~'. Pak nevlastni body W;° pfimek x; = 04, se
promitaji ptimkami S'W, | x, (i =1,2,...,n). PondvadZ simplexy 'S""'(*W,,
Wa o 'W), STV, Vs, .., V) jsou Fezy trst pEimek O(xy, X, ..., X,), S(S'W,,
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S'W,, ..., S'W,) rovnob&znymi nadrovinami, jsou podobné. Z 'K7~' = °K;™" pak
plyne 5"~ ! ~ §" 71,

Véta 1. Nech? je v nadroviné °E"™' (n = 3) ddna konfigurace °K:™' = {°0, °4,,
°B;} s vlastnimi body °B,, pro néf plati L(°B,, °B,, ..., °B,) = °E""'; oznadme
4, =1—(°0%°4B), i = 1,2, ..., n. Pak existuji prostory E®° = S < E*, 'E*"! <
< E7, jez tvofi basi [S, 'E"~ "] centrdIni projekce 2 v E" a souradnicovd konfigurace
K* = {0, A;, B} < E" tak, ¥e P(K) = °K}™", prdvé tehdy, kdy? hrany °B°B;
simplexu °S"~!(°By, °B,, ..., °B,) maji velikosti °B°B; = k \/(1/A} + 1]A}); k > 0,

i¥ji,j=12..,n

Ditkaz. a) Nechf existuje centrdlni projekce 2 s basi [S, 'E""!] tak, ze 2(K}) =
& OKn~1, Sestrojme ub&Zniky V; pfimek x, v projektivnostech bodovych fad °x,(°0,
°4,,°B;,...) " x{0, A, BY,...), i=1,2,...,n. V dasledku pomocné véty je
"1V, Vay ooy Vo) ~ %" Y(°By, °B,, ..., °B,). Z rovnosti dvojpomérii
(°0°4,°BOV°) = (0A;BYV), i = 1,2, ..., n, postupng plyne

) .
°0°4,°B)) = , i=1,2,..,n,
1 —2,= AV‘ i=1,2...n.

OV:

Odtud po dosazeni ZI—; = 6(7 - EZ a upravé obdrzime A; = OA /OV}, i=
=12,..,n VzhledemklOA[ = 1plati [0V = 1]|4]. Pakje V¥, = J(1)2? + 1/27)
(i*j;i,j=12,..,n). ZS"" ~ %" ! pak plyne °B,°B; = k\/(lfllz + 1/43).

b) Nechfv °K};~! plati °BB;.= k (1A} + 1]A})(k > 0,i * j,i,j = 1,2, ..., n).
Zvolme libovoln& soufadnicovou konfiguraci K} = {0, 4;, B{"} a sestrojme body ¥,
na pfimkéch x; = 0A, tak, aby (04V) = 1/(1 — ;) (i = 1,2, ..., n). Odtud ana-
logicky jako v prvni &sti dikazu nalezneme ViV, = J(1/A7 + 1/23) (i # j; i,j =
=1,2,...,n), atedy plati " '(V,, V,, ..., V,) ~ °""1. Z

1
1-2, (°0°4,°B)

(04V) =

plyne (0AV,BY) = (°0°4,°V;* °B;) pro i = 1,2,...,n, a tedy body V,(°B;) jsou
Ub&Zniky pfimek x,(°x;) v projektivnostech bodovych fad °x,(°0,°4, °B, .. ) x
A~ x{0, 4, BY,...), i =1,2,...,n Jisté je (PO °4,°B)) + (04,B7), i = 1,2,.
Pak podle pomocné véty existuje centrdlni projekce 2 tak, Ze .W(K") > oK1,

Véta 2. Necht v °E" = °E" (m 2 2, n 2 m + 1) je ddna konfigurace °K" =
= {°0,°4,,°B;} s vlastnimi body °B, (1 =1,2,...,m+1). Necht },=1—
—(°0°4B), i = 1,2,...,m + 1 a L(°B,, °B,, ..., °B,,,,) = OE™



Postacujici podminka pro existenci souradnicové konfigurace K, = {0, A, BY} <
c E" a prostorq E""™"! < E", 'E™ < E", jeZ tvori basi [E""™"1 'E™] centrdlni
projekce @ v E" tak, ze P(K}) = °K}' je: strany °B°B; simplexu °S™(°B,, °B,, ..
eees B,y 1 1) maji velikosti °B°B; = k \J(1[A} + 1]23), (k > 0, i % j; i,j = 1,2,...,
m + 1).

Diikaz. a) Nechf n > m + 1 a plati °B°B; = k \J(1/A] + 1JA3) (k> 0, i * j;
i,j =1,2,...,m + 1). Zvolme soufadnicovou konfiguraci K} = {0, 4,, B{"} < E"
a uvazujme &dstedné konfigurace Kii; < K&, °KZ,, < °K™ Pon&vadz K"}l c
< E™ = L(xy, X3, ...y Xpyy), kde x; = 04, a °K},, < °E™, existuje podle véty 1
v prostoru E™*! < E" bod S a prostor 'E™ tak, Ze v centrdlni projekci # s basi
[S, *E™] (v prostoru E™*1!) je P(Kni]) = 'Kn,, =~ °K™,,. Sestrojme nyni v 'E™
konfiguraci 'K = {10, '4,, 'B;} shodnou s °K7 tak, aby ‘K7, , < ‘K. Ponévadz
dvojice ptimek A,.;'Ap+i, Busi'Bpns:i (i =2,3,...,n — m) jsou tvofeny mimo-
b&Znymi pfimkami, leZicimi vZdy v témZ trojrozmérném prostoru s bodem S, existuji
jejich p¥igky q; (i = 2, 3, ..., n — m) prochdzejici bodem S. Zfejmé plati L(g,, g3, ...
cis Qpop) = E""TL BT A TET = 0,

Zvolime-li nyni [E""™~', 'E™] za basi centrdlni projekce 2 v E”, je Z(K71}) =
='KP,, (je totiz '4; = SA, n'E", 'B; = SB; " 'E", i = 1, 2,...,m + 1). Ozna-
gime-li A5 = ;N Apyi'Apenn Bi =qi0 By !By (i=2,3,..,n—m), je
Ui = Aps i AS 0 'E™ !B, i = B, B 0 'E™, i = 2,3,...,n — m. Pak je oviem
PA) =4, P(B)="B,proi=m+2, m+3, .., n Je tedy K} = 'K~
~ oK™,

b) Je-lin = m + 1, plyne tvrzeni bezprostiedng z véty 1.
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Zusammenfassung

ZUM FUNDAMENTALSATZ
DER n-DIMENSIONALEN ZENTRALAXONOMETRIE

VAcLAvV PECINA, Liberec

In der Arbeit wird zuerst die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Existenz der Projektion aus einem Punkt in eine Hyperebene (im n-dimensionalen
(n = 3), ergiinzten, euklidischen Raum E") gefunden, bei der die Projektion der n-
schenkeligen, n-dimensionalen Koordinatenkonfiguration K} mit gegebener n-schen-
keliger, (n — 1)-dimensionaler polyedrischer Konfiguration °K}™' kongruent ist.
Die hinreichende Bedingung ist dann fiir den Fall der Zentralprojektion von dem
(n — m — 1)-dimensionalem Zentralraum in den Unterraum E™ < E" (2 < m < n)
verallgemeinert.
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