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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha
SVAZEK 96 * PRAHA 17.2.1971 =* CIsLO 1

POZNAMKA K FAVARDOVE VETE

Jitf BRABEC, Praha
(Doslo 11. ledna 1966, pfepracované 4. zafi 1968)

V teorii ortogondlnich polynomi se dokazuje, Ze ortogondini polynomy vyhovuji
rekurentnri formuli

(1) Poyi(x) = (% = @yy ) Po(x) — 4 Po_y(x), (n=0,1,2,..)

kde a,4 1, 4, jsou jistd redlnd &sla, 4, > 0 (pro n = 0 klademe P_, = 0).
J. FAVARD [1] dokdzal v r. 1935 ndsledujici vétu.

Véta 1. Necht {P,(x)} (n = 0, 1, 2, ...) je systém polynomii, v ném P,(x) jest poly-
nom n-tého stupné s koeficientem u nejuysst mocniny rovnym jedné. Plati-li rekurent-
ni vzorec (1), pficemz A, > 0, pak existuje takovd neklesajici funkce v(x) s nekonec-
nym pocltem bodii ristu, Ze pri i + k jest

f " pi(x) Py(x) dofx) = 0,

- o0

jinymi slovy, e systém {P,(x)} jest ortogondini vzhledem k vdze v(x) na intervalu
(=0, + ).

V této pozndmce dokdZeme analogickou vé&tu nezdvisle na vét& 1 pro libovolny
interval (a, b), kde a, b jsou budto konednd &isla nebo jedno z nich je nevlastni.
Vedle podminky (1) budeme ptedpoklddat, %e je spln&na je$t€ ndsledujici podminka

(2 sign P,(a) = (—1)*, sign P,(b) =1 .

pro vechna n = 1, 2, ... DokdZeme pak tuto vétu:

Véta 2. Nech? {P,(x)} (n = 0,1, ...) je systém polynomi, v némz P,(x) jest poly-
nom n-tého stupné s koeficientem u nejvy$si mocniny rovnym jedné. Plati-li reku-
rentni vzorec (1), kde 4, > 0, a plati-li (2), pak existuje na intervalu (a, b) takovd
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neklesajici funkce v(x) s nekonenym poctem bodi ristu, ¥e pFi i + k jest

0) j "P(x) Pi(x) do(x) = 0,

nebo-li systém {P,(x)} je ortogondini vzhledem k vdze v(x) na intervalu (a, b).

Pozndmka 1. Viude v daliim, kde budeme mluvit o vdze v(x), budeme mit na
mysli funkci, kterd je v uvaZovaném intervalu neklesajici a md v ném nekoneény
podet bodt ristu. '

Pozndmka 2. Podminka, e je splnéno (1) a (2) je ekvivalentni s podminkou, Ze
je spin&no (1) a polynomy P,(x) maji viechny kofeny v intervalu (a, b).

Pozndmka 3. Provedeme-li linedrni transformaci x = kz + q (k # 0), pak pro
polynomy Q,(z) = k™" P,(kz + q) budou platit zfejm& vztahy (1), (2). To nim
umoZiiuje omezit se v diikkazu véty 2 na intervaly (0, 1) a (0, + o). Budeme tedy
v dal3im pfedpoklddat, e @ = 0, b = 1 resp. b = + o0. '

Nésledujici dvé véty uvedeme bez dikazu.

Véta 3. Nutnd a postalujici podminka pro to, aby na intervalu (a, b) existovhla
vdha v(x), pro ni¥
b

@ J ¥ do(x) = gy (n=0,1,2,..)

a
jest, aby posloupnost {u,} byla positivni na intervalu (a, b).

Dukaz viz napt. [2].

(Posloupnost redinych isel {u,}& se nazyvd positivni na intervalu (a, b), jestlize
pro kaZdy polynom

Q(x) = aox” + a1x"~l + ...+ a,,
ktery je nezdporny na (a, b), jest funkcionsl
v ¢(Q) = Ao, + Agl,—y + ... + Ay,
positivni.)

Vita 4. (LUKACs) Necht Q(x) jest polynom stupné n-tého, nezdporny na intervalu
(0, 1). Pak Q(x) miiZe byt vyjddien ve tvaru

A%(x) + x(1 — x) B¥(x), je-lin sudé,
) o) = {1+ 301 =0 B), elins
‘ x C*(x) + (1 — x) D*(x), je-lin liché.
Pfitom A(x), B(x), C(x), D(x) jsou takové redlné polynomy, %e stuperi vyrazi, které
stojf v pravé &dsti (5), neni vy3si nez n.
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Je-li Q(x) = 0 na intervalu (0, + o), pak jej Ize vyjddFit ve tvaru

(6) 0(x) = A%(x) + x BX(x).
Ditkaz viz napt. [3].
Lemma 1. Nech?a;, A, jsou éisla z rekurentniho vztahu (1) a nechf plati (2) (a =0,

b = 1). Pak ndsledujici determinanty D,, D,, D, jsou vesmés kladné. Je-li a = 0,
b = oo, pak je kladny determinant D,.

¢
«, 4,0, 0, ..., O 11— a, 44, o, 0 .., 0
l, az, ).2, 0, ey 0 1, 1— az, lz, 0, ey 0
0, 1, a3, 43 ..., O o, 1, 1—ay, A3 <. o» (]
D=7 1 ™ Di=| SR
0, ...... S T P T 0, e WL l—a_ g, Ay
0, ...... ,0, 1,  a 0,  iiiieeiiia... ,0, 1, 1—a,
®
D=
ay—a2—2, 1—a —a, —1, 0 0
M — oy —a,y), ay— a3 — A, — Ay, 1 — 0y — a3, -1, 0
— Ay, Al — ay — ay), a3 — a3 — A3 — Agy 1 — a3 — @y, e 0
=10, —Ayxdy, Al —ay3—a), xg—af—Ag— 43 ..., 0

0, ..oy Ay gl — @y g — Gy ), Gy — @2y — Ay — Ayp, 1 — Ty~
0, ceey — "_21,,_1, }vn—l(l—an—j_"—an)’ an—all—)'ﬂ_ln“l

Diuikaz. UkdZeme, Ze
o) P.0) = (=1 D,
pak bude D, > 0 vzhledem k podmince (2). Diikaz provedeme tplnou indukci. Pro

= 1 zfejmé plati P,(0) = — D, pfedpoklddejme, Ze (9) plati pro vSechna k < n.
UkdZeme, Ze (9) platiipro k = n + 1. Rozvedeme-li determinant D, ; podle posled-
niho sloupce a ndsobime-li jej (—1)"*! dostaneme (—1)"*! D,,; = (—1)"*'.
. (an+1Dn - j’nDn—l) = _an+1('—'1)" Dn - 1’»(—'1)”--l Dn-—l = —Oy4q Pn(o) -
— Ay P,—4(0) = P,+4(0) (podle (1)).

Zcela analogicky lze ukdzat, Ze D, = P,(1) > 0.

Nyni ukdZeme, Z¢ D, = D,D,,, + D,D,,; > 0. Pfedeviim plati D,D,,, +
+ D,D,,, = D,D, — A(D,_,D, + D,_,D,), coZ vyplyvd okamZité ze vztahu

P,,(O) PnH(l) - Pn(l) P, 1(0) = P,,(O) Pn(l) + l,,(P,,(l) Pn-l(o) - P,,(O) Pn-l(l)) ’
ktery snadno dostaneme z rekurentniho vzorce (1). Sta&i tedy dokdzat platnost vztahu

D; = D,D; = 4D},

kde poloZime Dy = 1.



Pfedevsim se snadno ukdze, Ze

al—-af——ll, 1 —a; —a,, —1, 0, , 0
MU —ay —ay), ay— a3 — A — Ay, | — a, — as, —1, . 0
—Asd,, L —ay—ay), az3—oad—Ay—2,, 1—ay—a,, ..., 0

DD, =

0 - .1,, _2 ( 1 - a" —2 - a,,_ 1) a" - .1. - a}_ 1-— ).,, -l - ).,,__ 2 o a,,_l = .
0, ¢y =4y ody_y, Ay gl — &y — o), oy — 0 — Ay_y
Odedéteme-li od tohoto determinantu

n-1 10
4Dy = E °

0, ...,0, —4, 24,4, 4 (A —0,_; —a,), 4,

dostaneme vskutku determinant D;. Lemma je dokdzdno.
Definujme nyni posloupnost {u,}§ takto: uo = 1 a je-li

P(x)=x"+bx""' + ... + b,,
poloZme

(10) "n+bl”n-—l+°"+bn”0=0’ (n= 1,2,...).

Rovnice (10) uréuji posloupnost {u,,} jednoznaéné. Definujme déle aditivni a homo-
genni funkciondl #(Q) na prostoru viech polynomi takto: Je-li

Q(x) = ¥ ax",
k=0
poloZme
di(Q) = Z Aplly— -
k=0
Jest tedy ®(P,) = O pro viechna n = 1,2, ... ®(Py) = &(1) = po = 1.

Lemma 2. Pro funkciondl & plati tyto vztahy:

(11) &(x"P,) =0 pro 0<m=<k-1

(11,) D(x*P) = A2y ... 4

(11,) B(xPy_ P) = Ayhy ... &y

(11,) B(xP2) = tyyrAids ... A

(11y) B(x(L — x) P}) = Ada ... A0kss — Yoey — Axsr — M)
(11y) D(x(1 — x) Pu—yP) = 2A, ... A1 — o — 044q)

(11,) B(x(1 — x) PooyPy) = —A4hy ... A4

0
(Je-li ve vztazich (11,), (115) k = 0, klademe Ay = 0, [ 4; = 1).
i=1 :

4



Dukaz. (11,) se dokdZe tplnou indukci, pouZijeme-li rekurentni formule (l)
Z formule (1) a z aditivnosti a homogennosti funkciondlu @ plyne

&(x*"'P,, 1) = dj(kak) = Ok g ¢(xk—lpk) - A ‘p(xk_lpk"‘)
neboli

¢(kak) = j’k ¢(xk_lPk_l) >
z &ehoZ plyne (11,). (11,) dostaneme ihned z (11,) a z (11,). Ndsobme vztah

Pk+1(x) = (x — Qg4 1) Pk(x) - A Pk—l(x)

polynomem P,(x), dostaneme

x P§(x) = Py(x) Py y(X) + tess PE(x) + A Pi(x) Py y(x),
odtud »

¢(XP:) = ak‘l'l ¢(P:) = “k‘*’l Q(xkpk) = ak+1}'llz e Ak ’
coZ je vztah (114). Z (1) dostaneme ddle

X2P} = xPyPyyy + %y 1XPy + A4xPy_ Py,
tedy

D(x2PE) = Ay .o Aldiss + Gier + 4),
odtud a z (11,) dostaneme (115). Ddle plati '

X2Py_ 1Py = XPy_(Pyyy + %y 1 XPiy Py + hxPi_y
tedy

d)(sz,‘_ lPk) = (a,‘ﬂ + ak) 1112 eee }'k
Odtud a z (115) dostaneme (115). Koneén&
45(x(1 - x) Pk—ZPk) = ——@(szk_sz) = _¢(kak) = _AIAZ oo Ak .

coZ je vztah (11,). Lemma je dokdzéno.

Lemma 3. Funkciondl @ je positivni na téchto polynomech

(124) 0*(x)

(12, ¥ Q') (x 2 0)

(125) 1-x)0%x) (x=1)

(12, x(1 = %) ') 0 S x < 1)

Diikaz. Necht Q(x) je polynom n-tého stupné, pak jej miiZzeme jednozna¢n& vyjdd-
fit jako linedrni kombinaci polynomit Po(x), Py(x), ..., P.(x)

0(x) = & Po(x) + & Pi(x) + ... + &uy Pofx) .



Jest

Q) = g&,c,, Pi_y(x) Pe_y(x).
(12y) je ztejmé, nebot

n+1 n+1
(Q?) =k21¢2 B(PE_,) = Ady... Ay E2 > 0
= k=1
. n+1 n .
¢(xQ2) = ‘Zkfifk ¢(xP‘_1Pk_l) =kZ ak)»l e }’k—léz + 2 lelz e A’kék"#l ék .
) =1 k=1

Na pravé stran& mdme kvadratickou formu v &,, hlavni minory jeji matice jsou aZ na
kladné &initele rovné determinantdm D, > 0, jest tedy podle Sylvestrovy podminky
positivng definitni, tedy ®(xQ?) > 0. '

(12,) se dokdZe zcela analogicky (minory budou rovné aZ na kladné faktory
determinantdm D;).

Zcela stejné se pfesvédeime, Ze kvadratickd forma pfislu$nd funkciondlu @*[x(1 —
— x) Q%] mé koeficienty, které jsou vyjadfeny vzorci (115)—(11,). Matice této
formy md za hlavni minory determinanty, které jsou aZ na kladné ¢initele rovné
determinantéim Dy, jest tedy tento funkciondl rovné&Z positivni. Lemma jest dokdzdno.

Lemma 4. Funkciondl @ je positivni na mno¥iné vSech polynomii nezdpornych
v intervalu (0, 1), resp. (0, + o).

Diikaz vyplyva okamZité z lemmatu 3 a z véty 4.

Véta 5. Existuje vdha v(x), kterd md za posloupnost momentii posloupnost {y,}3,
definovanou vztahem (10).

Diikaz. Podle lemmatu 4 jest posloupnost {u,,} positivni, ddle sta¢i pouZit v&tu 3.

Nyni uZ mZeme piejit k diikazu véty 2.

Vezméme véhu o(x) z véty 5, jest [z x"dv(x) = p, (n = 0,1,2,...), tedy [2 Q(x).
.dv(x) = ®(Q) pro libovolny polynom Q(x). M&me nyni dva libovolné, réizné
polynomy P,, P, ze systému {P,(x)}, necht napt. i < k, pak

f P i(x) P(x) dolx) = B(P,P,) = B(x'P,) = 0

(podle (11,)), tim je diikaz proveden.

Poznamenejme jest& na zdvér, e je-li systém {P,(x)} polynomi s koeficientem u nej-
vy$8i mocniny rovnym jedné ortogondlni na intervalu (a, b), pak jak zndmo plati (1),
(2). MaZeme tedy vyslovit tuto vétu:

'Véta 2'. Nutnd a postaujici podminka, aby systém {P,(x)}& polynomi s koefi-
cientem u nejvyss mocniny rovnym jedné byl ortogondini na intervalu (a, b) (vzhle-
dem k néjaké vdze v(x)), jest, aby byly splnény podminky (1), (2).
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Summary
NOTE TO FAVARD’S THEOREM
Jikf BRABEC, Praha

In literature, the following assertion is usually presented as Favard’s theorem:
If the system of polynomials {P,(x)}>,, P,(x) being a polynomial of the n-th degree
with the coefficient at the n-th power equal to one fulfils the recurrent relation (1),
then this system is orthogonal on (— o0, c0) with some weihgt v(x). In the present
paper this theorem is proved for an arbitrary interval under the additional assumption
that condition (2) is fulfilled. (2) may be replaced by the assumption that all roots of
P,(x) are included in the interval (a, b).



		webmaster@dml.cz
	2012-05-12T03:32:41+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




