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Casopis pro pistovéni matematiky, rok. 95 (1970), Praha

SLABE HOMOGENN{ GRAFY

BOHDAN ZELINKA, Liberec

(Doslo dne 17. ¢ervna 1968)

Na konferenci o teorii grafi ve Smolenicich v ervnu 1966 uvedli M. FIEDLER
a V. KNICHAL problém zkoumat tak zvané homogenni grafy.

Homogennim grafem nazyvdme pravidelny neorientovany graf G, ktery md tuto
vlastnost: budteZ u, v uzly grafu G a ogislujme libovolnym zptsobem hrany incidentni
s u a hrany incidentni s v; pak existuje automorfismus ¢ grafu tak, Ze ¢@(u) = v
a obrazem i-té hrany incidentni s u (v na¥em o&islovani) je i-td hrana incidentni s v.

Zde se nebudeme zabyvat pfimo homogennimi grafy, nybrZ pon&kud §ir§im pojmem
slab& homogenniho grafu.

Slabé homogennim grafem nazyvdme neorientovany graf G o mnoZiné uzl U
a mnoZiné hran H, ktery md tyto dvé& vlastnosti:

(2) je-li u € U, ve U, pak existuje automorfismus ¢ grafu G takovy, Ze ¢(u) = v;
(b) je-liue U, hy € H, h, € H a u je spoledny koncovy uzel hran k, a h,, pak existu-
je automorfismus y grafu G takovy, Ze Y(u) = u, Y(h,) = h,.

Bezprostfedn& z definice plyne, %e ka¥dy slab& homogenni graf je pravidelny
a kazdy homogenni graf je slab& homogenni. Plyne z ni rovnéZ, Ze jsou-li hy, h, hrany
slab& homogenniho grafu G a u, u, uzly incidentni po fad€ s hranami h,, h,, existuje
automorfismus grafu G, ktery pfevddi hranu h; v hranu h, a uzel u, v uzel u,. Snadno
bychom se rovn&% presv&ddili, Ze nesouvisly graf je slabé homogenni prdvé tehdy,
jestlize vSechny jeho komponenty jsou navzdjem isomorfni a kaZdd z nich je slabg
homogennim grafem. Omezime se tedy v dal§im pouze na souvislé grafy.

Jako ptiklad homogenniho grafu uvedl M. Fiedler jednak libovolny uplny graf,
jednak libovolnou kruZnici. Ddle lze uvést graf d-rozmérné krychle pro libovolné d —
z toho vidime, ¥e existuji homogenni grafy libovolného kone&ného stupng, nebof
kaZdy vrchol d-rozmé&rné krychle je incidentni prdvé s d hranami (jednorozmérnymi).
Zde si v§imneme nékterych slab& homogennich grafi, které obecné nejsou homogenni.
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Véta 1. BudteZ n, k nesoudélnd pFirozend Cisla, k < n, a nechf a je nejmensi
pfirozené Cislo takové, Ze bud k* = 1 (mod n), nebo k* = —1 (mod n). Pak existuje
slabé homogenni graf stupné 2o o n uzlech.

Dukaz. Pfedpoklddejme nejprve k* = 1(mod n). M&me n uzld u, ..., u,_;.
V3iechny dolni indexy v ndsledujicim textu berme modulo n. Pro viechna i = 0, ...
..on — laviechnal =0,...,a — 1 spojme uzly u;, 4,2 hranou h{¥, Kromé& takto
sestrojenych hran neobsahuje nd§ graf Zddné dal§i hrany. VSechny horni indexy
budeme brt modulo a. Zfejmé pro ka¥dé pevné A hrany h{* pro vSechna i tvofi
kruZnici KW, Definujme nyni n&které automorfismy grafu G. Automorfismus ¢ budiz
definovdn tak, Ze (p(u,) =uj, proviechnaj=0,...,n — 1. Ddle proka?déi =0, ...,
n — 1 definujme automorfismus y, tak, Ze Y (u;) = u;4x¢j-1) Pro viechnaj =0, ...,
n — 1 a kone&n& definujme jesté 3, pro i =0, ..., n — 1 tak, Ze 8(u;) = u,,_, pro
j=0,...,n — 1. DokdZeme, Ze jde skutetn& o automorfismy. Dvojice uzli spojend
hranou musi mit tvar {u;, u;.,,}. Zobrazenim ¢ pfechdzi tato dvojice v dvojici {u;,,,
U142}, COZ je dvojice spojend hranou h{Y,. Zobrazenim y, pfechdzi v dvojici
{Ui+aij= iy Yisr(j—iy+ia+1})> COZ je dvojice spojend hranou k(i )_ ;). Kone&n& zobraze-
nim 9, pfechdzi dvojice {u;, u;,xa} v dvojici {uz;— j, 3, j_a}, coZ je dvojice spojend
hranou h$})_;_,4. Ze jde o zobrazeni vzdjemng jednozna&nd, je zfejmé.

Ovéfime nyni, Ze jsou splnény podminky (a) a (b). Jsou-li u,, u,, uzly grafu G, pak
existuje automorfismus @™}, ktery p¥evddi u, v u,,. M&me nyni uzel u; a hrany h’, h”
s nim incidentni. Je-li b’ = h{®, h” = h{"), pak hranu h’ pfevddi v h" automorfismus
Yi A Jeli i = bV, " = h{",,, pak zfejm& h” = h{. = 9(h{") a tedy h’ prevddi
v h” automorfismus 4% Je-li ' = h{¥,s, h" = h{, pak h” = Y4 *3(h’) a ko-
nedn& je-li b’ = M, h” = h{®,,, pak hledanym automorfismem - pfevad&jicim h’
v h” je 30%~*9,. Graf G je tedy slab& homogenni. S kaZdym uzlem u, je incidentnich «
hran k¥ pro A =0,..., ¢ — 1 a « hran h®,, rovn&% pro 1 = 0, ..., « — 1. DokdZe-
me, Ze tyto hrany jsou viechny navzdjem riizné. Je-li h{¥ = h{®, znamend to, Ze
k* = k* (mod n). Pfedpoklddejme bez Gjmy na obecnosti, 76 0 S A S pu < a — 1.
Cislo k a tedy i k* je nesoud&lné s modulem n, tedy kongruenci miZeme timto &islem
dglit. Dostdvame k*~* = 1 (mod n). Je zfejm& u — A < a, tedy vzhledem k minima-
lit€ &isla a musi byt p — A = 0 a tedy p = A. Podobn¥ dokd¥eme, Ze h{¥,, = h{¥,.
pravé tehdy, je-li A = pu. Necht nyni Y = h{¥,.. Znamend to, Ze u; ;2 = U;_4u
atedy i + k* = i — k* (mod n). Po Gprav& dostdvdme k* + k* = 0 (mod n). P¥ed-
poklddejme opét 0 < A £ u < « — 1. Vydé&lime kongruenci &islem k*; dostivdme
1 + k*~* = 0(mod n) a tedy k*~* = —1(mod n). Je op¥t u — A < « a to je oviem
spor s tim, Ze « je nejmenii pfirozené &islo takové, Ze k* = 1 (mod n) nebo k* =
= —1(mod n). Analogicky bychom postupovali v pfipadé¢ 0 S p <A<« — 1.
Tedy v pfipad€ k* = 1 (mod n) je graf G pravideiny stupné 2a.

Vezméme nyni ptipad k* = —1 (mod n). Umocnénim této kongruence na druhou
dostdvdme k** = 1 (mod n). Sestrojime nyni graf G jako v pfedeslém pfipadg, pouze
misto @ uZivime vidy 2«. Graf G mé tedy hrany h{) pro i =0,..,n—1a i =
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=0,...,2a — 1. Pfitom pro kazdé i =0,...,n —1a 0 < 1 < pu < 2« — 1 (analo-
gicky vySe dokdzanému) lze dokdzat, e h“’ = h{®,. privé tehdy, je-li k*~* =
= —1(mod n), tedy p — A = a(mod 2¢). Protoze 0 S p — A S 2a— 1, jep — A =
= a. To znamend, Ze proka?dé 1 = 0, ...,a — 1je h{? = KA1 D a W+ = pP, ...
Tedy s uzlem u, je incidentnich prdv& 2« hran a G je stupn& 2.

Véta 2. Graf G vznikly z dipiného grafu o sudém poctu uzlii vétsim ne# 2 vynecha-
nim hran linedrniho faktoru je slabé homogenni.

Duikaz. BudiZ G graf s uzly u,, ..., 4,, vy, ..., v,(n 2 2) a necht jsou v ném spojeny
hranami viechny dvojice uzli s vyjimkou dvopc {u;, v;} proi =1, ..., n. Jde zfejmé
o graf vznikly z tplného grafu o sudém poétu uzld vynechdnim hran linedrniho
faktoru. Definujme nyni automorfismus ¢ tak, Ze ¢(u;) = u;iq, @(v;) = v;4,
(indexy se berou modulo n). Ddle budiZ y definovdno tak, Ze pro i =1,...,n — 2
je 'l’(“t) = Uirqs ‘I’(”i) = V14, ddle Y(up_ ;) = uy, Y(v,-1) = 01, Y(u,) = u, 'ﬁ(vn) =
= v,. Konetn& definujme automorfismy 3; pro i = 1,...,n tak, Ze 3(u;) = v,
8,(vy)) ="u;, 94(u;) = uy, 9(v;) =v; pro 1 £j =< n, j+ i Ze jde skutetn& o auto-
morfismy, je zfejmé. DokdZeme, Ze ke kazdym dv&ma uzlim grafu G existuje auto-
morfismus tohoto grafu pfevddéjici jeden v druhy. Jsou-li tyto uzly u;, u; nebo v;, v,
pak tento automorfismus je ¢/ =%, Jde-li o uzly u;, v;, pak pfislu§ny automorfismus je
¢’~'9;. M&me nyni uzel u; a dv& hrany s nim incidentni. Jde-li o hrany uu, uu,
(1£jsn 1 £k<n,j+ k), pak prvni z nich pfevddi v druhou v pfipadd j <
<i—1<knebo k <i— 1< jautomorfismus ¢'y* i~1p" "% v ostatnich ptipa-
dech automorfismus ¢'y*~Jp"~'. Jde-li o hrany uu, uuv,, pak pfislu$ny automor-
fismus v pfipad® j < i — 1 < knebo k < i — 1 < jje ¢'y*/~19""'9,, v ostatnich
pfipadech ¢'y* /" "'9,. Kone&n& mdme-li hrany up; uw, jde v pfipadd j <
<i—1<knebo k <i—1<jo automorfismus 3,0%* 7/ 1p" 19, v ostatnich
ptipadech o automorfismus 9,0%* /9"~ '9,. Analogicky bychom uvaZovali, kdyby
§lo o uzel v; a dv€ hrany s nim incidentni.

Zivé&rem poznamenejme, Ze slab&é homogenni jsou rovnéZ tak zvané Platonovy
grafy [1], to jest grafy pravidelnych mnohosténi. Pfitom grafy &tyfsténu, krychle
a dvandctisténu jsou homogenni (diikaz je zndm z geometrie), kdeZto grafy osmisténu
a dvacetisténu nikoliv. Z definice homogenniho grafu Ize totiZ snadno dokdzat, Ze
homogenni graf obsahujici trojihelnik je vZdy uplnym grafem.

Literatura
[1] O Ore: Theory of Graphs. Providence 1962.

Adresa autora: Liberec, S\gudentské 5 (Vysok4 8kola strojni a textilni).

250



Summary
WEAKLY HOMOGENEOUS GRAPHS
BOHDAN ZELINKA, Liberec

The concept of the weakly homogeneous graph is a generalization of the concept
of the homogeneous graph used by M. Fiedler and V. Knichal. The weakly homoge-
neous graph is a regular non-directed graph G(U,H) with the following two properties:
(a) if ue U, veU, then there exists an automorphism ¢ of the graph G such that
¢(u) = v;(b)ifue U, hy € H, h, € H and u is the common end vertex of the edges h,
and h,, then there exists an automorphism  of the graph G such that y(u) = u,
Y(h,) = h,. The following two theorems are proved.

Theorem 1. Let n, k be relatively prime positive integers, k < n, and let o be the
least positive integer such that either k* = 1 (mod n) or k* = —1(mod n). Then
there exists a weakly homogeneous graph of the degree 2o with n vertices.

Theorem 2. The graph G created of a complete graph with an even number of
vertices greater than two by omitting the edges of a linear factor is weakly homo-
geneous. :

At the énd Author remarks that all graphs of regular polyhedra are weakly homo-
geneous and among them the graphs of the tetrahedron, of the cube and of the
dodecahedron are homogeneous.

251



		webmaster@dml.cz
	2012-05-12T03:13:50+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




