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Casopis pro pistovéni matematiky, rok. 95 (1970), Praha

POZNAMKA K TEORII INTEGRALU

_ Lupik ZAJyCEK, Praha

(Doslo dne 4. &ervna 1968)

V &ldnku je na zdklad® postupu prdce [1] dokdzdno n&kolik v&t pro jisty abstraktni
integrdl, z nichZ jednoduse plynou n&které véty o Riemannovu integrdlu.

Pfipomeiime n&které definice a tvrzeni préce [1]:

Definujme systém 2 takto: Funkce f patfi do 2, prdvé kdyZ existuji redlnd &isla
O0=yp<..<y,<+walisla0=<a,<..=a; < +oo takovd, Ze f(x) = 0 pro
X > yp f(x) = a;4q Pro x€ (¥, ¥is1D» i =0,1,...,n — 1. Funkce ze systému 2
jsou tedy definovany na intervalu (0, + o0).

Systém Z bud mnoZina viech nerostoucich nezdpornych funkci na intervalu
(0, +0). Ztejmé 2 < Z.

Soustavu intervalit {I} nazveme d&lenim D intervalu (0, o), jestliZe intervaly I
jsou kompaktni, leZi v (0, ), nepfekryvaji se, pokryvaji (0, o) a krajni body inter-
vald I (d&lici body d&leni D) nemaji v (0, o) hromadny bod. Je-li I uzavfeny interval,
oznatme a, (resp. b;) jeho levy (resp. pravy) koncovy bod. Bud fe Z, D déleni
intérvalu (0, o). Oznadme S(f, D) = Y. d(I) f(a;), s(f, D) = Y. d(I) f(b)), kde d(I)

IeD IeD

znadi délku intervalu I. V [1] je dokdzdno, Ze inf S(f, D) = sup s(f, D), tuto spole-
D D

nou hodnotu zna&ime Af. Z vlastnosti funkciondlu A dokdzanych v [1] budeme ddle
potfebovat:

(1) Necht f,geZ a necht munoZina {x € (0, ), f(x) = g(x)} je hustd v (0, o).
Potom Af = Ag. " n
(2) Jelli feZ konetnd, je Af =Y ay(yx — Vi-1) = Y. ¥i(@x — apyy), kde &isla
k=1 k=1
@1y -.es Gt Yoo s Yu Maji ty% vyznam jako v definici systému 2.
(3) f,9€Z, fSg=Af < Ag.
Ddle budeme potfebovat jestg toto tvrzeni:

Lemma 1. Budte f,geZ, f < g, Ag < + . Potom je Af = Ag prdvé tehdy,
kdyz f(x) = g(x) pro x € (0, ©)\ S, kde S je spodetnd mnoZina.
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Ditkaz. 1. Dopln€k spotetné mnoZiny v (0, o) je v (0, c0) husty, midZeme proto
pouZit (1).

2. Necht existuje nespodetnd mnoZina bodi x, v kterych f(x) < g(x). Funkee fi g
jsou nerostouci, tedy a% na spofetné mnoho bodd v (0, o) spojité, takZe existuje
bod xo, Ze f(xo) < g(xo) a fi g jsou v x, spojité. Existuje tedy interval I < (0, o)
a &slo ¢ > 0, Ze f(x) + ¢ < g(x) v I. Z definice funkciondlu A4 je pak vidét, ¥e
Af < Ag, a to je spor.

V daldim bud X pevné zvolend, neprdzdnd mnoZina. Je-li M < X, pak necht C,,
ozna&uje charakteristickou funkci mnoZiny M, tj. Cp(x) = Oprox e X \ M, Cy(x) =
=1 pro xe M. Je-li f funkce definovand na mnoZin& X, pak klademe f*(x) =
= max (f(x),0), f~(x) = max (—f(x), 0). Je tedy f(x) = f*(x) — f~(x).

Definice 1. Systém & podmnoZin mnoZiny X nazveme télesem, jestliZe:

1. Xe 4.
2. Ae ¥, Be ¥ = A\Be &.
3.Ae ¥, Be = AuBe%.

Télesem s mirou nazveme dvojici (.9’, p), jestlize u je nezdpornd koneénd aditivni
funkce definovand na %, tj.:

1. Ae ¥ =0 < p(A4) < +oo. _
2. Ae ¥, Be ¥, An B =0=pu(A v B) = u(4) + uB).
V dal§im bud na X dédno t&leso s mirou (&, p).

Definice 2. Pro M < X bud /,‘Z(M) = inf p(A), uM = sup p(A).
‘ ASM, Ay A=M Ay

Poznimka. Zfejms je 0 < ji(4) < ji(B) < 0, 0 < p(4) < u(B) < w0 pro 4 <
< B < X. Ziejmé fi(4) = p(4). Je-li Ae &, je u(A) = @(A) = p(A).

Definice 3. Funkci f definovanou na X nazveme jednoduchou, existuji-li 4;€ &,

vi€E, (i=1,..,n) takové, Ze f =) y;C,,. Systém jednoduchych funkei na X
ozna¢me T. =1

n k
Pozndmka. Je-li Y y,C,, = ¥ yiCyp kde 4;€ & (i=1,..,n), 4ie¥ (i=
i=1 i=1

n k
=1,..,k)je zi‘ejmt‘é‘z1 yi w4y = Zly} u(A4).

Definice 4. Pro fe T, f = ¥ y,C4, 1€ & (i =1,...,n), bud Rf = ¥ y, (4)).
i=1 i=1

Pozndmka. Je-li fe T, ce E,, je |f| € T, ¢f € Ta R(cf) = cR(f). Jsouw-lify, f,€ T,
jefi+ f,beTa R(fl +f2) = Rf, + Rf,. Je-li fi £ f3, je Rfy £ Rf,.
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Definice 5. Bud f omezend funkce na X. PoloZme Rf = inf Rg,Rf= sup Re.

SeT. 02/ oeT,p<f

Pozndmka. Je-li fe T, je Rf = Rf = Rf. To umoZiiuje ndsledujici definici.

Definice 6. JestliZe Rf = Rf, ozname Rf = Rf = Rf a fikejme, Ze Rf existuje.
Pozndmka. Jsou-li g, h omezené funkce na X, jest zfejmé:

—o0 < Rh =Rh < +, R(g + h) < Rg + Rh, R(g + h) = Rg + Rh. Existu-
ji-li tedy Rg a Rh, existuje i R(g + h) = Rg + Rh. :

Lemma 2. Bud f omezend funkce na X. Pak Rf = Rf* — Rf~,Rf = Rf* — Rf".

Dikaz. 1. Nechf e T, 0 = f. Pak 0" €T, 9~ €T, Rop* = Rf*, Ro™ <Rf".
Jest Rp = Rp™ — Ro™ = Rf* — Rf ™ atedy Rf 2 Rf* — Rf".

2.Bud ¢>0, ¢,€T, 0,€T, 9, £f7, 022 /%, Rpy £ Rf™ £ Ry, + 1z,
R, 2 Rf* 2 Rg, — 3e. Potom ¢, — ¢, 2 f a Rp, — Ro, 2 Rf, tedy Rf* —
— Rf™ + ¢ > Rf,tak¥¢e Rf* — Rf~ = Rf. Druhou rovnost lze dokdzat analogicky.

Poznﬁmka. Bud f omezend funkce na X. Pak plati:

1. Jestlife ¢ 2 0, pak je R(cf) = cRf a R(cf) = cR(f).

2. R(=f) = —Rf, R(~f) = —Rf.

3. Existuje-li Rf, pak existuje R(cf) = cRf pro c € E, libovolné a také existuje
R(|£))-

Dikaz.

1. Plyne pfimo z definice Rf a Rf.

2. Plyne rovnéZ z definice nebo z lemmatu 2.

3. Prvni &4st plyne z bodt 1. a 2. Druhd &4st: Existuje-li Rf, pak lemma 2 snadno
ddvd, Ze existuje Rf ™ i Rf ™. ProtoZe |f| = f* + f~, existuje tedy i R(|f]).

Pozndmka. Ozname &* systém mnoZin M < X, pro které uM = M. Pro
M e &* polozme p*(M) = pM = M. Pro M < X lze snadno dokdzat, Ze iM =
= RCy, uM = RCy. Je tedy M € &* prdvé kdyz existuje RCy,. Z jiz dokdzanych
vlastnosti funkciondlu R snadno plyne, Ze (¥*, u*) je na X télesem s mirou a je
(&%, u*) rozsifenim (&, p), tj. ¥ = F* apro Ye & je y(Y) = u*(Y).

Dile Ize snadno dokdzat, Ze je-li (&, p) o-aditivni téleso se o-aditivni mirou, je
rovnéz (.SP * u"‘) o-aditivni téleso se g-aditivni mirou.

Definice 7. Bud f funkce na X. Oznadme E} = {ye X, f(») > x}, *E} = {ye X,
f(y) =2 x}. Pro xe(0,0) definujme hy(x) = @(E}), hgx) = u(E}), *h/(x) =
= Ji(*E}), *hy(x) = u(*E}). Funkce hy(x), h/(x), *h(x), *h/(x) jsou zfejmé ze Z.
Pro nezdpornou f na X poloime Lf = Ah,, Lf = Ahf.

Pozndmka. Jest zfejm& K (x) < *h (x), h(x) < *h(x), B(x) < h(x), *h(x) <
< *hy(x).
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Lemma 3. Jest *h(x) = hy(x) v (0, ©)\ S, kde S je spocetnd mnoZina. Stejné
tvrzeni plati pro *h, a h,. :

Dikaz. DokdZeme jen prvni &dst. Necht h(x) < *h(x) pro nespoetn& mnoho x.
Funkce hj, *h, jsou nerostouci, tedy spojité aZ na spoetné mnoho bodi. Tedy
existuje xo, Ze h(xo) < *h(x,) a hy i *h; jsou v x, spojité. Tedy existuje x; > xo,
e *h(x,) > hy(xo), tj. A(*E}') > iA(E}°). Ale *E' < EJ°, coZ je spor.

Pozndmka. Je-li 0 < feT, je Rf = Lf = Lf. Je totiz h; = h,, *h, = *h,,
tedy Lf = Lf. Lemma 3 a lemma 1 ddvaji Lf = Ah, = A*h,. Zfejm& *h,e Z a pouZi-
jeme-li vlastnost (2) funkciondlu A, snadno dostaneme Rf = A*h,.

Véta 1. Budi? f omezend nezdpornd funkce na X. Potom Lf = Rf a Lf = Rf.

Dukaz. DokdZeme prvni rovnost, druhou Ize dokdzat obdobnég.

1. Necht pe T, ¢ 2 f2 0. Pak h, = h, tedy Ly 2 Lf. Plati Ly = Ro, takZe

¢ = Lf. Pfechod k infimu ddvd Rf 2 Lf.

2. M&me d&leni D intervalu (0, o) ddno soustavou intervald {I}. Bud & > 0.
Existuje délici bod y, déleni D, Ze y, < ¢. Oznalme y, < y, < ... ostatni délici

body v&tsi nez y,. Potom je |S(hy, D) — ¥ (yi+1 — i) B (¥)] < euX.
i=o0
Existuje k > 0, Ze E* =0 pro i 2 k. Je ddle Ef o ... > E} = 0. Existuji

M, e, M;> E}, uM; — iE}' <, i= ., k. Definujme N; = nM,, i=
=0,...,k'—1 Nk‘_‘w

Je pak uN; — [QE} <eg, E,cN,,i=0 wky NyoNiyyy, i=0,.0,k—1.
Pro jednoduchou funkci g = Zy,“CM\Nm + y(,Cx\,,,0 plati g = f a je IRg -

k-1

- z Yis1(uN; — #Nx+1)l <e. NX Dile plati IZ(yi+l - .Vi)#Ni Z.Vin(ﬂNz -
- uN.H)l = |yo u(No) — ¥« #(Nk)l <e.pX. Protofe e I Z(y.+1 yi) BE} —

- ~Zo(y'+l yt)AuNll < yk .ea ._Zo(y:+l yl) hf(yx) = izo(yH-l y;) ﬁEh, dOSta’»‘

vdme srovndnim nerovnosti |S(k,, D) — Rg| < e(3uX + y). Z libovolnosti & plyne
S(h;, D) 2 Rf a tedy Lf 2 Rf.

Pozndmka. Bud X kompaktni interval v E,. Vezméme za & systém téch Y < X,
pro které plati Y = O Dy, kde D, =1,y X ... x I,, k=1, ..., n, D, disjunktni,
pfiCemz I, < E, jso::slouvislé mnoZiny. Pro takto vyjddfené Ye & poloZme p(Y) =
=kil 11'_[1 d(I;) kde d(I) zna&i délku I, je-li I interval a d(I) = 0, je-li I mnoZina jedno-

bodovd nebo prdzdnd. Potom je (&, p) na X télesem s mirou, pfisluiny Rf je Rieman-
nuv integradl, i a y je horni a dolni Jordanova mira.

Nyni jiZ snadno dokdZeme vétu, kterd je zobecnénim jedné nutné a postadujici
podminky pro existenci Riemannova integrdlu, kterd je dokdzdna napf. v prdci [2]
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Véta 2. Necht f je omezend funkce na X. Potom existuje Rf prdvé tehdy, kdy#
Ef e * prox e E{\ S, kde S je spocetnd mnoZina.

Dtkaz. Z lemmatu 2 snadno plyne, Ze Rf existuje, pravé kdyZ existuje Rf*
i Rf".Rf" existuje, pravé kdyz Lf* = Lf*, tj. Ah,. = Ah,., coZ nastane podle
lemmatu 1 prévé tehdy, kdyZ h,.(x) = hs+(x), tj. E;+(x) = E{x)e &* pro xe
€(0, )\ §’, kde S’ je spodetnd.

Podobn¥ Rf-" existuje pravé tehdy, kdyZ hf~(x) = hf ~(x) pro x e(0, 0)\ ",
kde S” je spo&etnd, coZ je podle lemmatu 3 ekvivalentni s rovnosti *hf ~(x) = *hf ~(x)
pro x € (0, c0)\ S”, kde S” je spoetnd, tj. Ze *E} € #* pro x € (0, )\ S”. Plati
ale *E7. = X\E;" pro x > 0. Tedy *E}- € ¥* <> E;* € &*, takZe existence Rf~
je ekvivalentni s tim, Ze E} € #* pro x € (— o, 0)\ S’”’ kde S" jest spo&etnd. Tim je
dikaz proveden.

Véta 3. Necht' & je o-téleso a u nezdpornd o-aditivni mira. Necht existuje Rf.
Pak Ef € ¥*, *E; € &* pro vSechna x € E,.

Dukaz. Bud xo € E;. Z véty 2 plyne, Ze existuje v (— 0, X,), (resp. v (xo, + o))
tam hustd mnoZina bodd x; (resp. y)), i = 1,2,..., takovd, Ze E}'e #* (resp.

-] -}

*E}' € #*). Pak je *E}* = () E}* (resp. E}° = U *E}). Ze o-aditivity &* pak plyne
naSe tvrzeni. i=1 =1

JestliZe R znadi Riemanniiv integrdl na kompaktnim intervalu I < E,, pak plati, jak
zndmo, tato véta (Arzelaova):

(A) Nechf c e E,, necht existuji Rf a Rf, a necht |f,| S ¢, (n =1,2,...) f, > f.
Pak Rf, - Rf.

V obecném pfipadg véta (A) platit nemusi, jak ukazuje ndsledujici tvrzeni.

Véta 4. Torzeni (A) plati prdvé kdy? téleso s mirou (&, p), kterym je R na X urcen,
Ize doplnit na o-aditivni téleso se o-aditivni mirou (¥, }),1j. ¥ <« & apd = W'A
pro Ae %.

Dikaz. 1. Necht (¥, p) je doplnéno na (&', y). Existuje-li Rf = Rf* — Rf ™ =
= Lf* — Lf~, je Rf = Lf, kde Lnyni zna&i funkciondl vybudovany nad (&', i) ve
smyslu préce [1]. Je tedy (A) zvldStnim p¥ipadem véty 6.3 z [1].

2. Necht plati tvrzeni (A). V préci [3] je provedeno rozsifeni systému Z funkci na X
a funkciondlu J definovaného na Z, jestliZe plati:

(@) Z je linedrni prostor;

(b) feZ,ceEy,c 2 0=>min(c, f) e Z;

(c) J je linedrni nezdporny funkciondl na Z;

@) o€ Z,fu % 0= J(£) = O;

Na zdklad¥ tohoto roziifeni je ve [3] dokdzdno, Ze existuje o-aditivni tleso se
o-aditivni mirou (', p') takové, Ze je-li Cy € Z jeMeS ajeu’M = J(Cy).

246



Systém T's funkciondlem R spliiuje zfejm& podminky (a)—(c). Podminka (d) pak
plyne z predpokladu platnosti (A). Ptislusné (&', i') je zfejmé Zddanym roziitenim.

Pozndmka. V [4] je dokdzdno, Ze (&, u) lze vyse uvedenym zpi’xsobem roziifit,

prdavé kdyZ p je v 0 spojitd, tj. jestlize plati toto: A;€ &, A, > A;,,, n A;=0=
= lim p(A4;) = 0. Plati tedy tato véta: i=

i— o0

Véta 4. Tvrzeni (A) plati prdvé kdy? je u v 9 spojitd.
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Summary
A NOTE ON THE THEORY OF INTEGRAL
LupEk ZAJICEK, Praha

In the article [1], a functional 4 is introduced on the class Z of all non-negative,
non-increasing functions on (0, ). Let (X, %, u) be a measure space where p is
non-negative, finite and additive, but not necessarily g-additive. Then we define

and g For simple functions in the form f = Z y:C4, we define the integral Rf =

= Z y: #(A;). For a bounded function on X we deﬁne Rf = inf Rg, Rf = sup Ro,
e2f ¢3S
where ¢ is a simple function.

Let f be a non-negative function on X. We define h(x) = i{y e X, f(y) > x},
hy(x) = u{y € X, f(y) > x}. Then we define Lf = Ah,, Lf = Ah,. In the paper it is
proved that Lf = Rf and Lf = Rf. From this result the main theorem of the paper
follows: Let f be a bounded function on X. Then Rf = Rf if and only if there exists
a denumerable set S such that g{y, f(y) > x} = u{y, f(y) > x} for x e E;\ S.
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