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POZNAMKA K PLATNOSTI VETY O SUBSTITUCI
U ZOBECNENYCH INTEGRALU
VE SMYSLU CAUCHYHO HLAVN{ HODNOTY

MiLosLAV FEISTAUER, Praha
(Doslo dne 21. dubna 1969)

V matematické hydrodynamice a i v jinych partiich matematické fyziky jsme ¢asto
nuceni uvaZovat zobecnénou definici integralu ve smyslu Cauchyho hlavni hodnoty.
V nagich tivahdch se budeme zabyvat hlavni hodnotou Newtonova integralu ([1]),
coZ v aplikacich, kde jsou integrované funkce vé&t§inou ,,pfi nejhor§im* po &astech
spojité, stadi. Integrované funkce budeme uvaZovat redlné.

Hlavni hodnotu definujeme takto:

Definice (napf. [4], [5] aj.). Necht x, € (a, b) < E, a necht pro kaZdé ee
€ (0, min (xo — a, b — x,)) (pro c € E, klademe ¢ + o0 = ¢ — (—00) = + o0) exis-
tuji integraly

b xX0—¢

f(x)dx, f(x)dx.

Xote a

Necht existuje vlastni limita vyrazu

(1) lim [ ey ax+ | f(x)dx]= J.

0+ a xo+e

Hodnotu J nazveme hlavni hodnotou integralu funkce f v intervalu (a, b); oznatime
ji (h) 21(x) d.

Je jasné, Ze existuje-li f3 f(x) dx, existuje i jeho hlavni hodnota a je rovna tomuto
integrélu. Naopak tomu oviem byt nemusi. Stai uvazovat [, x~* dx, ktery neexistu-
je, existuje v8ak ve smyslu hlavni hodnoty, ktera je rovna nule.

V aplikacich se setkdvame s tim, Ze se pfi vypo&tech hlavnich hodnot pouZivaji
pravidla a v&ty platné pro integraly uvaZované v pivodnim smyslu, mimo jiné i véta
o substituci, aniZ by se ovéfila opravnénost jejich pouZiti. Ze nelze v&tu o substituci
v b¥Zném znéni (napt. [1], [3]) pouZit pro hlavni hodnoty integrali, plyne z nasledu-
jiciho ptikladu.
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Ptiklad 1. Uvazujme opét (k) f1, x™' dx; zavedme v n&m substituci x = g(¢),
kde funkci g definujeme v intervalu (— oo, + o) takto: :

g(t) = —exp(-t7%) pro te(-,0),
9(0) =
g(1) = exp(—t7*) pro te(0, +).

Tato funkee je spojité i se viemi svymi derivacemi a rostouc v intervalu (=00, +0),
ktery zobrazuje na interval (— 1, 1). Substitujme funkci g do uvaZovaného integrélu.

Podle definice je

+ -3 l +o 1
(h)J g(®dr _ . U‘ g'(r) dt +J‘ g'(t) dt]
w () o+ l)ow g " Js  a(n)
existuji-li integraly v zavorce pro kaZdé 8 € (0, + o0) a existuje-li vlastni limita vpravo.
Vypo&tem zjistime, Ze primitivni funkci k g’/g je —t=2 v (—o00,0)a —t™* v (0, + o)

a tedy
. I (t) dt +eo g'(t) dt | . 2 4

z ¢ehoZ je vidét, Ze v&tu o substituci v tomto pfipadg& nelze pouZit

Substituovana funkce g zde méla spojité derivace viech fadl, nebyla viak v bodé
nula analytickd. V dal§im ukéZeme (v&ta 3 a pfiklad 3), Ze ani analyti¢nost substi-
tuované funkce v nékterych pfipadech nestadi, abychom byli opravnéni vétu o sub-
stituci pouZit.

Oznatme M = (g, x,) U (xo, b). Rekneme, Ze funkce F je zobecn&nou primitivni
funkci k funkci f v mnoZiné M, ]SOll-ll F |(, xo) F[ (x0,5) ZODECNENE prlmltlvm funkce k f
v intervalech (a, x,) a (xo, b).

Formulujme kritérium pouZitelnosti véty o substituci pro hlavai hodnotu Newto-
nova integralu.

Véta 1. Necht jsou splnény tyto pFedpoklady:
1. VmnoZiné M existuje k funkci f zobecnénd primitivni funkce F.

1I. Funkce g je definovand, spojitd a ryze monotonni v intervalu («, B), md v ném
vyjma nejvySe konecného poctu bodii vlastni derivaci a zobrazuje ho na interval

(a’ b), to € (d, ﬁ): g(to) = Xo-
UL lim (sup [()) |a(to + 8) = 24(t0) + g(to — 3)| =,
- xeWes
kde Wj je mnoZina vSech bodi leZicich mezi g(to + ), 2g(t;) — g(to — 9).
Potom plati toto tvrzeni:
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Existuje-li jeden z integrdli
b /]
=0 [10985. 5 =0 [ e 0] e

existuje i druhy a jsou si rovny.

Dikaz. Necht g je v («, p) rostouci. (Je-li g klesajici, dokaZe se véta analogicky.)
Pak je g'(f) = 0 pro viechna t € (&, B), pro n&z g'(f) existuje, a tedy |g'| = g'; podle II
je lim g(?) = a, lim g(7) = b.

+ [

t—a t=p—

Oznatme K = (0, min (xo — a, b — x)), K’ = (0, min (t,, — a, B — tp)), M’ =
= (a, to) v (to, ﬁ).
Z 1 plyne, Ze pro libovolné ¢ € K existuji

b

xo _ef(x) dx, f(x)dx

a xote
pravé lidyi plati
) lim F(x) = A€E,, limF(x)=BeE,.
x—a+ x=b—

Plati-li (2), je

xX0—¢ b
(3) f(x)dx = F(xo — &) — A4, f(x)dx = B — F(xo + ¢).

a xote

Podle I a II je funkce G(t) = F(g(t)) zobecn&nou primitivni funkci k f(g(t)) g'(t)
v M'. Pro é € K’ existuji

feyewa, [ fe@)a@ar

a to+d
praveé kdyz plati
(2) limG(f) = A'€E,, limG()=B€E,.
t—a+t+ t=p—

Je-li toto splnéno, je
@xq ﬂ
I f@) g () dt = G(te— 8) — &', [ F(a() g'(5)dt = B' — G(t + 5).

to+d

Podle vé&ty o limit& sloZené funkce je oviem (2) ekvivalentni s (2') a plati-li (2) nebo (2'),
jed=A",B=FH.
Z toho, co bylo feceno, vyplyva nasledujici tvrzeni:
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Plati-li I, 11 a (2), pak integrél J resp. S (vzhledem k (3) a (3')) existuje pravé kdyZ pati:

(4)  lim (F(xo + &) — F(xo — ¢)) = L€ E; resp.

-0+

(5)  lim(Glto +9) — Glta — &) = lim (Fla(ts + 8) — Flalto — 3)) = L'eE

nadez J=B—-—A-L, S=B—-A-L.
Odtud plyne:
Plati-iI, Il a (2), pak tvrzeni véty 1 je ekvivalentni s timto tvrzenim:
(6) Plati-li (4) nebo (5), plati i druhy z t¥chto vyroki a L = L.
Necht & € K'. Polozme g(to — 8) = X, — &. g je rostouci a spojita v (, B), takZe
jegg>0a

() lime, = 0.

30+
Je-li tedy 6 € K’ dosti malé, je ¢; € K a mliZeme psat
(8) Fla(to + 9)) — Flg(to — 8)) = (Fla(to + 9)) — F(24(to) — g(to — 9))) +
+ (F(xo + &) — F(xo — &5)) -
DokaZme nyni, Ze tvrzeni (6) je ekvivalentni s rovnosti ‘
©) im (F(g(a + 3) ~ F2alto) = g(to ~ 5) = 0.
a) Necht plati (9). '
Plati-li (4), pak podle (7) je
(10) 613;;1(F(x0 + &) — F(xo — &) = L.
Odtud a z (8) a (9) plyne, Ze plati (8)aL =L

Implikaci (5) = (4) dok4Zeme analogicky: K libovolnému ¢ e K existuje &, > 0
tak, Ze

(11) xo — & = g(to - 5¢) N

pfiCemz ,

(12) limé, = 0,
30+

takZe pro ¢ € K dostate¢n& malé je 6, € K'. Podle (5), (9) a (12) plati:
tim (Fla(to + 3)) — Flolto = 6)) = L,
tim (F(g(to + 8)) ~ F(2(ta) — g(to = 8))) = 0.
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Odtud, za poutiti (8), kde piSeme & misto ¢, 2 &, misto 4, plyne (4) a rovnost L = L.
b) Necht plati (6). t

Existuji-li ovem koneZné limity (4) a (5), plati (10), coz s (5), (8) a L = L dava (9).
Studujme nyni podminku (9).

Pro dalii uvahy zavedeme toto oznaceni: Je-li P(xo) prstencové okoli bodu x,,

pak, protoZe je funkce g spojitd a rostouci v (a, f), existuje prstencové okoli P(0)
bodu nula takové, Ze plati:

(13) 6eK nP0)=g(to +9), 29(to) — g(to — &) € P(x,) N (xo, + ).

Funkce F mé podle I v jistém P(x,) vlastni derivaci F’ = f. Plati-li (13), mazZeme
rozdil F(g(to + 8)) — F(29(to) — g(to — 8)) pro 6 € K’ n P(0) rozepsat podle véty
o stfedni hodnoté:

Existuje bod x; € W; tak, Ze plati

(14) F(g(to + 8)) — F(2g(to) — g(to — 8)) = F'(x,) (g(to + 8) — 24(t0) +
+ g(to — 68)) = f(x5) (g(to + 8) — 29(t0) + g(to — 3)) -
Odtud je zfejmé, Ze (9) plati pravé tehdy, je-li

(15) al_fgilf(xd)l la(to + 8) — 2g(t0) + g(to — 8)] = 0.

Poznamka. Zatim jsme dokazali tyto ekvivalence: (15) <> (9), (9) <> (6). Plati-li
viak kroms I a II je3t& (2), je (6) ekvivalentni s tvrzenim véty 1. Plati-li tedy ptedpo-
klady I, II a (2), je (15) ekvivalentni s tvrzenim véty 1. TotéZ se dokaZe, je-li g klesa-
jici.

Dokonéeme dikaz véty 1. Necht je spln&n pfedpoklad III. Pak plati samoziejmég
(15). Existuje-li jeden z integralit J nebo S, plati oviem (2) a podle poznamky je véta
dokézana.

V dal§im odvodime nékteré specielni disledky jiZ dokazaného.

Necht funkce g je v okoli U(to) = (to — h, t, + h), (k > 0), bodu t, rozvinutelna
v Taylorovu fadu

’ o (n) t
(16 o) = ot + £ -y,
kter4 je absolutn& a lok4ln& stejnomé&rn& konvergentni v U(t,). Pro é € €0, k) je
, © A
7) olto +3) ~ alto) = 3, g—n('&) 5,
: n= !

olto — ) ~ oli) = 3, Lo00) (o
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a tedy

(18) a(to + ) — 29(to) + g(to — 9) =§1 g‘{z",’c(_)_‘!o) 5%

Za t&chto pfedpokladil vyslovme dalsi kritérium.

Véta 2. Necht jsou splnény predpoklady a1l z véty 1 a v U(to) necht plati (16).
Potom plati tato tvrzeni:

1. Je-li g'*¥(t,) = O pro vSechna pFirozend k, je splnéna podminka (15) a plati
tvrzeni véty 1.

2. Necht existuje prstencové okoli Py(x,) bodu x, a kladné konstanty A, p takové,
Ze pro vSechna x € Py(x,) je

(19) ) s —2A—

|x - xo|“ )

Ddle nechf existuje prirozené k tak, se g®®(to) + 0. Pak existuji pFirozend isla q, j
takovd, e plati:

(20) g™(to) = g*¥(tp) = O pro vSechna n=1,...,j—1a k=1,..,9 -1
g(j)(to) + 0, g(z“)(to) £ 0.

(29 2 Jj).
Je-li

@y u < 2qj,
plati torzeni véty 1.

Diukaz. Jak jiz bylo fegeno, existuje prstencové okoli bodu x,, ozname je nyni
Py(x,), tak, Ze pro viechna xe P,(xo) je F'(x) = f(x) € E;. PoloZme P(x,) =
= P (o) N Py(xo). Je-li g rostouci v (a, f), existuje prstencové okoli nuly P(0) tako-
vé, Ze plati (13). Podobn& pro g klesajici existuje P(0) tak, Ze plati implikace (13)
analogicka k (13):

(13) seK nP0)=g(to + ), 2g(to) — g(to — 8) € P(xo) N (=0, xo) -

Dokazme 1). Necht 6 € P(0) n K’ n (0, h). Pak z predpokladu v 1) plyne, Ze se
(18) rovna nule. Necht x; € W tak, Ze plati (14). Je oviem f(x,) € E, a je tedy spln&no
(15), odkud podle poznamky jiZ plyne tvrzeni véty 1.

Pfistupme k dikazu 2). Pfedeviim je jasné, e plati (20). Stadi za q resp. j zvolit
nejmensi z pfirozenych k resp. #, pro n&z je g?P(to) * 0 resp. g™(to) + 0 (takova
Cisla podle ptedpokladu existuji). Pro viechna pfirozend k < q resp. n < j je pak
9*"(to) = 0 resp. gd™(to) = 0 a je zfejmé 2q = j.
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Budte x,, x; € P(xo) N (X0, +00) nebo x,, x, € P(xo) N (— 0, xo). Pro x leZici
mezi x, a x, podle (19) plati

A
mil’l (le - xOl“, le - xOl“) )

(22) Gl =

Pro 6 €K' n P(0) N (0, k) poloZzme x, = g(to + 8), x, = 2g(to) — g(to — 8). Pro-
toZe xo = g(to), z (17) a (20) plyne

v —xl = g J+n)(to) o _ i
@) i = xo] = & 2 ( + n) o1 = 8 0.(9).
— xq| = (to) nl o sJ
I l 6j "go (] + )| ( o ¢2(6)’

pfi¢emZ existuji kone&né kladné limity

(6))
lim &,(5) = lim @,(3) = 19200
30+ 50+ j!

Podobn& na zékladg (20) a (18) dostaneme

(29) lg(to + &) — 2g(to) + g(to — 0)| = 622 D5(6),
kde funkce @; ma kone¢nou kladnou limitu
(29),
lim @4(5) = 12__(‘1)_1_
320+ (29)

PouZijeme-li (24) a nerovnost (22), do niZ jsme dosadili (23) umocnéné na p, miZzeme
psat:
0= (sung I7=)]) lg(to + 8) — 2g(to) + g(to — 8)| <
XEW 5
A8 §,(5)
= min (24(5), 24(9))

ProtoZe podle (21) je lim 62¢7*/ = 0, m4 vyraz na pravé strang této nerovnosti nulo-
-0+

vou limitu pro 6 — 0+, odkud plyne III z véty 1, &imZ je véta 2 dokazana. .
Pomoci podminky (15) (viz pozndmka) miZeme v n&kterych piipadech zjistit, Ze

vétu o substituci pro hlavni hodnoty nelze pouZit.
Je tomu napf. v pfipadé, ktery budeme formulovat jako vétu.
Véta 3. Necht jsou splnény podminky 1 a 11 z véty 1 a nechr v U(t,) plati (16).
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Necht existuje prstencové okoli P,(x,) bodu x, a kladné konstanty B, x takové, fe °
pro vSechna x € P(x,) je

(25) /(o) 2

B
Ix - xle ’
k, q, j necht maji stejny vyznam jako ve vété 2. (Plati tedy (20).)
Je-li
(26) % Z2q/[j,
podminka (15) neni splnéna a véta o substituci v tomto pFipadé neplati.

Dukaz provedeme podobné jako u véty 2. Py(x,), P(x,), P(0), x; a x, necht maji
stejny vyznam jako v diikazu véty 2. Pak je podle (25)

B

max (|x; — Xo|* [x2 — xo|")

27) |£(x)] =

pro vSechna x leZici mezi x, a x,. PouZijeme-li (24) a nerovnost (27), do niz dosadime
(23) umocnéné na %, dostaneme po jednoduchych tipravach tento vysledek:
Pro vsechna x € W; je

(28) [f(x)] |a(to + &) — 24(to) + g(to — O)| = 6297 ¥(6),
pfi¢emz pro funkci ¥ existuje koneéna kladna limita

lim w(s) = B 14" ()

50+ Ig(”(to)l“ (29) '
ProtoZe x = 2q/j, je lim 6**~* ¥() bud rovna lim ¥(6) (%0) pro » = 2g/j nebo
-0+ -0+

+ 0 pro x > 24/j. Odtud a z nerovnosti (28), kam za x dosadime x, € W, takové, Ze
plati (14), plyne, Ze (15) neni splnéno. To znamena, Ze existuje-li bud integral J
nebo S (a je tedy spln&no (2)), druhy integral podle poznamky bud neexistuje, nebo
existuje, ale J + S, takZe véta o substituci neplati.

Ptiklad 2. V praci [6] se napf. vyskytuji integraly typu
(29) o LAY =),
0 COSt — Xq

f necht je spojita v <0, ). Da se dokazat, Ze (29) existuje pro uréité funkce f, pro
néZ tento integral v b&Zném smyslu neexistuje.
V (6) byla do (29) zavedena substituce x = g(f) = — cos ¢, kterou ptejde (29) na

(30) 0 j F S

-1 (x - xo)’
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kde f je spojita v (-1, 1). Necht t, € (0, n) tak, Ze x, = — cos t,. Opravnénost
pouZiti uvedené substituce dokaZeme pomoci véty 2. Ovéfme jeji pfedpoklady.

K funkei f(x)/(x — xo), protoZe je spojitd v M = (—1, Xo) U (%o, 1), existuje v M
primitivni funkce. Funkce g je rostouci v intervalu (0, 7), ktery zobrazuje na (-1, 1);
g lze v jistém okoli bodu t, rozvinout v Taylorovu fadu. g®(t) = = sin ¢ pro n liché,
+ cos t pro n sudé, takZe je obecn€ g = j = 1 pro t, + 7/2, pro t, = =2 lze uzit 1)
z véty 2. V okoli bodu x, je zfejmé&

f) | .4

= s
X — xOI Ix - xol

kde A je vhodna konstanta, takZe u = 1. Vzhledem k tomu, 7Ze p = 1 < 2 = 24/j,
jsou viechny pfedpoklady véty 2 splnény a uvedenou substituci miZeme provést.
Existuje tedy integral (30) a je roven integralu (29).

Ptiklad 3. UvaZujme nynfi integral
’ 1
(31) 0| seax.
-1
kde f(x) definujeme takto: nechf x, € (—1, 1),

f(x) = —(x = x0)"% pro xe(—1,x,),

f(x)= (x—x0)7% pro xe(xq1).

Integral (31) existuje (ve smyslu hlavni hodnoty) a je roven —2x,/(1 — x3). PoloZme
Xo = — €O to, kde ¢, € (0, ). DokaZme, Ze substituci g z pfedeslého ptikladu, je-li
to # m/2, nelze pro integral (31) pouzit. (Pro t, = n/2 miZeme g substituovat podle 1)
véty 2.) PouZijeme vétu 3: Je zfejmé, Ze jsou spln&ny pfedpoklady I a II véty 1, plati
(20)proj = q = 1a(25), kde x = 2, B = 1. Je spIn&no (26): x = 2q/j. Odtud plyne,
~ Ze substituci g pro t, % 7/2 nelze pouZit.

Snadno lze zjistit, Ze integral, ktery dostaneme substituovanim g do (31) sice
existuje ve smyslu hlavni hodnoty, ale je rizny od (31). Je totiz

() j (= cos i) sin tdt = —2xo/(1 — x2) — R(to) ,
(V]
kde

R(to) = lim [ 1 + 1 ]-— cosfo

s+0+ | COs (to + 8) — costy cos(to — 8) — cos 1, " sin?ty

coZ je Cislo rizné od nuly pro t, # 7/2; R(n/2) = 0. Vysledek tedy odpovidd
v&tam 2 a 3.
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Summary

A NOTE CONCERNING THE VALIDITY OF THE TRANSFORMATION
THEOREM FOR THE GENERALIZED INTEGRAL IN THE SENSE
OF THE CAUCHY PRINCIPAL VALUE

MiLosLAV FEISTAUER, Praha

The paper deals with the question of the validity of the transformation theorem for
the Cauchy principal value of the Newton integral. Example 1 shows that this theorem
in the usual form is not valid in general. Nevertheless, the following theorem is
proved:

Theorem 1. 1. Let f be a (real) function on (a, x,) U (xo, b) having generalized

primitive F (in the sense of [1]).
1. Let g be a continuous strictly monotone function on the interval (o, ), having
a finite derivative at each point of (o, B) except at most those of a finite set; let

9((, B)) = (a, b), to € (. B), g(to) = Xo.
I Let

Jim (sup |£(x)]) lg(to + 8) = 24(to) + g(to — 3)| = ©

where W; denotes the set of all points lying between g(t, + 8), 29(to) — g(to — ).

If either J = (h) [»f(x) dx (principal value of the integral of f(x)) exists or
S = (k) J2 f(9(t)) |g'(?)| dt exists, then J, S both exist and J = S.

Theorem 2 contains a criterion for the validity of the transformation theorem in
case when the transformation function is analytic.

Theorem 3 shows that the transformation formula may be incorrect even in the
case when the assumptions I and II from Theorem 1 are satisfied and the transforma-
tion function is analytic.
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