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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 95 (1970), Praha

-

ROVINNE KONFIGURACE TYPU (3n, nj)

JAroMirR KRrys, Olomouc
(Doslo dne 3. Ginora 1969)

Tento &ldnek vénuji pamdtce svého nezapomenutelného uditele akademika BOoRUMILA BYDZOVSKEHO.

Tento &ldnek bezprosifedné navazuje na &ldnek [1] Vsechny problémy budeme
fesit v euklidovské roving, kterd je rozSifena o nevlastni a komplexni elementy.

Necht kubika C je sloZena z jednoduché kuZeloseCky k a pfimky p. Zvolme O € k,
O ¢ p. Dva body kuZelosetky k seCteme tak, Ze prisedik jejich spojnice s pfimkou p
spojime s O a druhy prisedik této pfimky s kuZeloseCkou je souétem danych bodi.
Pfi¢emZ zfejmé spojnice dvou totoznych bodi je teSna kuZeloseky v tomto bod&.

Véta 1. Necht kubika C je slofena z jednoduché kuZelosecky k a pFimky p.
Potom mnoZina bodii kuZelosecky k, které jsou reguldrnimi body kubiky C tvoFi
vzhledem k uvaZovanému séitdni komutationi grupu H.

Tato v&ta je i s ditkazem uvedena v &lénku [1] a proto ji nebudeme dokazovat.

Véta 2. Necht redlné body A, ..., A,, n = 3 jsou vrcholy pravidelného n-uhelnika.
Zvolme kuZeloseckou k z véty 1 kruZnici opsanou tomuto n-uhelniku, pFimkou p
nevlastni pfimku a bodem O néktery z vrcholii A; tohoto n-tthelnika. Potom mnoZina
vrcholii tohoto n-uhelnika je vzhledem k uvaZovanému séitdni podgrupou G grupy H
bodu kruznice k.

Dikaz. Necht vrcholy jsou &islovdny obvyklym zpisobem, tj. v jednom sméru se
index pravidelné zvétSuje. Zvolme napf. A; = 0. Nejdiive dokdZeme, Ze spojnice
A;Aj, tj. spojnice dvou libovolnych vrcholt pravidelného n-thelnika je rovnob&znd
s prdvé jednou pfimkou A4,4,,, kde m = 1, ..., n. Zfejmé je pfimka A4;,,4;_, pfi
i > j rovnob&Znd s A;A4;, nebot X A;,,4;4; = XA;_,A4;,,4;. Tyto Ghly pfislui
totiZ obloukim o stejné délce. Toto plati i v pfipad®, kdyZ A;,; = 4;_; = A,
a pfimka 4;,,4;_, je te¢nou kruZnice k v 4,. Podobné pfimka A4, ,A4;_, je rovno-
b¥Znd s pfimkou A;,,4;_,, a tedy i s pfimkou 4;4;. Nechf nyni pro i’ je 4;,; = A;.
Potom pfimka A;A4; je rovnob&Znd s pfimkou 4,4);_;,. Tim jsme dokdzali, Ze mno-
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zina vrchold pravidelného n-thelnika je vzhledem k danému s¢itdni uzaviend, tj. je
semigrupou. Zfejmé viak A, je nulovy prvek a ke kaZdému vrcholu A4, existuje jedi-
ny A; takovy, Ze pfimka A4;4; je rovnob&Znd s te¢nou v bod¢ A;. Existuje tedy ke
kaZdému bodu bod opaény. Tim je dikaz proveden.

Véta 3. Necht {B} = {B,, ..., B,}, {C} = {Cy, ..., C,,} jsou dva riizné prvky grupy
H|G, {B + C} = {D,, ..., D,}. Necht X, je nevlastni bod pfimky OD;, potom plati:
Body By, ..., B,, Cy, ..., C,, Xy, ..., X, jsou body rovinné konfigurace typu (3n, n§),
kde n je pFirozené éislo vétsi neZ dvé.
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Obr. 1.

Dikaz. P¥imky této konfigurace jsou B;C;, kde i,j = 1, ..., n. Téhto p¥imek je
zfejm& prévé n?. Déle zfejm& na kaZdé této p¥imce leZi pravé jeden bod X, a tedy na
kaZdé této primce leZi prdvé tfi body dané konfigurace. Bodll X; je prdvé n, nebot
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{B + C} m4d pravé n bodu. Bodi konfigurace je pravé 3n. Ddle je zfejmé, Ze kaZdym
bodem By, ..., B,, C,, ..., C, prochdzi prav€ n ptimek. Bodem X; nemiiZe prochdzet
vice pfimek neZ n, nebof jinak by aspoii na jedné z nich leZelo mén€ bodii ne? tfi,
a protoZe p¥imek konfigurace je prdvé n®, musi kaZdym bodem X prochdzet prdvé n
pfimek. Tim je véta 3 dokdzdna.

Pozndmka 1. Ve v&t& 3 prvky (t¥idy) grupy H/G mohou obsahovat bud vesm¥s
redlné body, nebo vesmés imagindrni body. Zfejmé& plati, Ze body konfigurace jsou:
1) vesmés redlné, 2) vesmés imagindrni, 3) n bodi je redlnych a 2n imagindrnich.
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Obr. 2.

-

Bezprostiednim disledkem v&ty 3, je:
Vita 4. V roviné existuji konfigurace typu (3n, n3), kde n je pFirozené cislo vétsi
neZ dvé.

Pozndmka 2. Je ziejmé, Ze centrdlni kolineaci se vztahy, které jsme odvodili,
nezméni. Jako ptiklad je sestrojena konfigurace (155 25;), kde viak jsou viechny
body této konfigurace vlastni.
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Dosud uvaZované vztahy se daji dualizovat, tj. d4 se zavést s¢itdni teCen dudlnim
zplisobem. Tedy dualisaci véty 3 dostaneme také konfiguraci dudlni ke konfiguraci
z véty 3. Plati tedy:

Véta 5. V roviné existuji konfigurace typu (n3 3n,), kde n je prirozené &islo vétsi
neZ dvé.

Jako pfiklad je na obr. 2 zobrazena konfigurace (165 12,). Na obr. 2 je zobrazena
jenom kruZnice a dand konfigurace. Konstrukce prvkdt H/G neni provedena. Ctendf
viak snadno uvéZi, Ze v pfipad& kruZnice k a nevlastni pfimky p jsou prvky H/G pra-
videlné n-thelniky. V dudlnim pfipadé€ pro te¢ny kruZnice a bod P totoZny se stfedem
kruZnice jsou prvky H|G tedny ve vrcholech pravidelného n-thelnika. Pro obr. 2 jsme
sestrojili dva rtizné &tverce vepsané dané kruZnici.

Pozndmka 3. M&me konfiguraci z véty 3. Jist& Ize zvolit stfed centrdlni kolineace
tak, aby neleZel na Zddné spojnici bodu konfigurace z véty 3. Podobné lze zvolit osu
této kolineace tak, aby neprochdzela Zidnym z bodt dané konfigurace. Zvolme nyni
dvé riizné kolineace K a K’ s danym stfedem a s danou osou. D4 se snadno dokdzat,
Ze touto kolineaci pfejde dand konfigurace opét v konfiguraci stejného typu a navic
na pfimce prochdzejici stfedem kolineace a bodem piivodni konfigurace leZi prdvé
po jednom z bodu konfiguraci odvozenych kolineacemi K a K'. Plati tedy:

Véta 6. V roviné existuji konfigurace typu (9n,., n(n + 3);), kde n je prirozené
Cislo vétsi neZ dvé.

Zaivéretnd pozndmka. V tomto ¢ldnku jsme hlavné chtéli dokdzat existenci
uvedenych konfiguraci, a proto nezkoumdme dalsi zajimavé vlastnosti uvedenych
grup a podgrup. Ddle je jest€ zajimavd otdzka, zda grupa bodu kuZelosetky, které
jsou reguldrnimi body kubiky C sloZené z této kuZeloseCky a vlastni pfimky, md vzdy
vlastnost grupy z véty 2, tj. zda existuji vSechny jeji podgrupy ¥ddu n. Lze dokdzat, Ze
je-li pfimka neseénou kuZelose€ky resp. pfimkou, kterd md s kuZeloseSkou spoleéné
dva komplexné& sdruZené body, tak tuto vlastnost md. D4 se vZdy najit takovd kolinea-
ce, kterd pfevddi tuto kuZelose€ku v kruZnici a danou pfimku v nevlastni pfimku ro-
viny. Ddle uvaZujme jenom redlné body kruZnice k. Zvolime Gaussovu rovinu tak, Ze
stfed kruZnice je totoZny s pruseéikem redlné a imagindrni osy, bod O je totoZny
s obrazem d&isla jedna a méfitka na obou osdch jsou stejnd. Potom kaZdy bod dané
kruZnice je obrazem komplexni jednotky. UvaZujeme-li pro s¢itani bodui této kruZnice
nevlastni pfimku, potom toto séitdni je shodné s ndsobenim komplexnich jednotek.
TakZe specidlnim pfipadem uvedeného s¢itdni je ndsobeni komplexnich jednotek.
Dadle podgrupy n-tého fddu jsou tvofeny obrazy ptislusnych n-tych odmocnin z jed-
nicky.
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Zusammenfassung

DIE EBENEN-KONFIGURATIONEN VOM TYPUS (3n, n3)

JaroMir KRrys, Olomouc

In diesem Artikel wird bewiesen, dass es ebene Konfigurationen vom Typus (3n,,
n3), (n3, 3n,) und (9n,+, n(n + 3);) gibt, wo n eine natiirliche Zahl grosser als 2 ist.
Die Existenz solcher Konfigurationen wird mittels folgenden Grundsatzes bewiesen:
Die Menge der Scheitel eines regelméssigen n-Vierecks ist in bezug auf eine passend
definierte Addition die Untergruppe einer diesem n-Viereck umschriebenen Kreis-
punkten-Gruppe.
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