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Casopis pro pEstovéni matematiky, ro&. 95 (1970), Praha

REALNE CYKLICKE KORELACE V S,

KAREL SINDELAR, Zilina
(Doslo dne 10. zafi 1969)

Vénovdno pamdtce akademika BOHUMILA BYDZOVSKEHO

V &ldnku jsou rozsifeny vysledky préce [3] v tom smyslu, Ze jsou nalezeny viechny
typy redlnych cyklickych korelaci v r-rozmérném projektivnim prostoru S, a jsou
vyjddfeny soustavami rovnic.

Tak jako ve [2] a ve [3] se budeme v celém tomto Eldnku zabyvat jen redlnymi
korelacemi a kolineacemi v r-rozmérném projektivnim prostoru S, nad télesem
redlnych &isel. Pfitom v8ak — tak jako tam — nebudeme ze svych vivah vylucovat
korelace s pfidruZenymi kolineacemi, jejichZ samodruzné prvky lezi v S, nad télesem
¢éisel komplexnich.

Cyklickou korelaci n-tého stupné v r-rozmérném projektivnim prostoru S, budeme
definovat tak, Ze se pfidrzime definice 1 v prdci [3]. Potom zdstdvaji v platnosti i oba
disledky této definice a ndsledujici véta 1. Pro r = 1 plati pak i véta 2 a véta 3.
K vété 4, kterd je ve [3] vyslovena pfimo pro S, dodejme, Ze ptipad II nemtZe nikdy
vést k novému vysledku, coZ se jiZ v prdci [3] objevilo, ale jen kdyZ bylo r = 2 nebo
r = 3, to je v projektivni rovin€ a v projektivnim prostoru trojrozmérném. DokaZme
tedy, Ze tomu tak je i v S,, kde r je libovolné pfirozené &islo. Pfitom se omezime na
r>3.

Dtikaz. Necht redlnd samodruZnd pfimka I pfidruzené kolineace H = K* a (r — 2)-
rozmérny linedrni prostor L, ktery ji korelaci K involutorné odpovidd, maji spoleény
pravé jeden bod S, ve kterém se protinaji. Podle [3] véty 4 vytvd¥i pfidruZend koli-
neace H = K2 na pfimce [ redlnou cyklickou projektivnost P, kterd nemtZe byt
eliptickd, tedy miiZe byt jen bud identickd nebo involutorni hyperbolickd, takZe vedle
redlného samodruZzného bodu S obsahuje vZdy jesté aspoii jeden dal$i redlny samo-
druzny bod T.

Bodu T odpovid4 korelaci K involutorn& n&jakd nadrovina t prochdzejici bodem S,
nikoli v§ak bodem T. P¥itom t je redlny linedrni prostor (r — 1)-rozmérny obsahujici L
a oba tyto prostory jsou samodruZné prostory pfidruZené kolineace H = K? (tak jako
bod T a pfimka ). V nich tedy kolineace H vytvéFi redlné cyklické kolineace nejvyse
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poloviéniho stupné se samodruznym bodem S. UkdZeme, Ze kromé& bodu S leZi
v nadroving 7 je$t& aspofi jeden dal3i (od S rizny) redlny samodruZny bod kolinea-
ce H, ktery ozna¢ime R.

Jellir>3,jer—1>2ar—2>1, takZe kolineace vytvofend p¥idruZenou
kolineaci H jak v 7 tak v L md kromé& S je§té dal§i samodruzné body. Je-li r liché, je
r — 2 rovnéZ liché, takZe podet samodruznych bodl v L je sudy, pokud je koneény.
Ale jeden z nich S je redlny; je tedy v pfipadé& koneéného poctu samodruznych bodi
v L redlny jest€ aspoii jeden dal$i samodruZny bod V riizny od S. Je-li r sudé, jer — 1
liché a poet obdobnych samodruznych bodl v nadroviné 7 je sudy, pokud je ko-
neény. Ale jeden z nich S je redlny; je tedy v pfipadé koneéného poétu samodruZnych
bodi v t redlny je$ié aspoii jeden dal§i samodruzny bod Wrizny od S. A je-li uvede-
nych samodruznych bodl v L nebo v 7 nekoneéné mnoho, lze mezi nimi tim spise
nalézt dal3i redlny samodruZny bod riizny od S, nebot podle [2] neni pak moZné, aby
redlnd cyklickd kolineace jak v 7 tak v L méla zdroveii prdvé jen jeden redlny samodruz-
ny bod. V kaZdém pfipad& leZi tedy v nadrovin& 7 (nebo dokonce uZ v prostoru L,
ktery nadrovina t obsahuje) je3t& aspoii jeden dalsi redlny samodruZny bod pfidru-
Yené kolineace H = K2, ktery oznadime R.

Redlnd pfimka n spojujici bod S s bodem R je tedy samodruZnou pfimkou pfidru-
Zené kolineace H = K? a ji tedy korelaci K odpovidd involutorn& redlny (r — 2)-
rozmé&rny linedrni prostor N. Je to spole&ny prostor (prisek) nadroviny ¢ odpovida-
jici korelaci K involutorné bodu S a nadroviny ¢ odpovidajici korelaci K involutorn&
bodu R. A mohou nastat dvé riizné alternativy:

1. Bud bod R nadroviny 7 leZi mimo nadrovinu ¢ odpovidajici korelaci K involu-
torné bodu S; ale pak leZi bod R i mimo prostor L, ktery je ¢dsti nadroviny ¢. A pro-
toZe i nadrovina ¢ odpovidd korelaci K involutorné bodu R, leZi i bod S mimo nad-
rovinu ¢. Pfimka n je tedy profata nadrovinou ¢ (s niZ neni incidentni) v bod& S
a nadrovinou ¢ (s niZ rovn&Z neni incidentni, nebot ¢ neprochdzi bodem S) mimo
bod S. Prostor N, v némZ se ob& nadroviny ¢ a ¢ protinaji, nemd tedy s pfimkou n
Zadny spoleény bod; je tedy s pfimkou n, s niZ si korelaci K involutorné odpovidd,
mimob&Zny.

2. Nebo bod R nadroviny 7 leZii v nadroviné g, odpovidajici korelaci K involutorné
bodu S, tedy i v prostoru L, ktery je priisekem nadrovin ¢ a 7. Potom i bod S leZi
v nadroving& ¢ odpovidajici korelaci K involutorn& bodu R. A podle [2] md redlnd
pfidruZend kolineace H = K? vedle samodruZné nadroviny o jest& aspoii jeden redlny
samodruzZny bod A4 leZici mimo nadrovinu . Ctvefici bodtt 4, S, R, T, z nichZ ?4dné
tfi nelezi v pfimce, prochdzi jediny trojrozmérny projektivni prostor I, samodruZny
prostor pfidruZené kolineace H = K2. V ném tedy tato kolineace vytvdfi rovnéZz
redlnou cyklickou kolineaci H'. A ptfotoZe prostor IT neleZi v Zddné nadroviné
odpovidajici korelaci K kterémukoli jeho bodu (stadi ukdzat, Ze to plati o bodech
AR, S, T ), vytvdfi v ném i korelace K redlnou cyklickou korelaci K', kterd je regu-
larni. Touto korelaci odpovidd pfimce n jako Ffad€ bodové svazek rovin s osou v pfim-
ce I. ProtoZe pak bodu S odpovidd korelaci K’ rovina ¢’ obsahujici ob& pfimky /i n,
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tedy prochdzejici bodem R, nemizZe reguldrni korelaci K’ odpovidat i bodu R tatdz
rovina ¢’, nybrZ n&jak4 jind rovina @’, kterd prochdzi pfimkou /, ale bod R jiZ neobsa-
huje. A protoZe rovina g’ je priisekem nadroviny g, odpovidajici ptivodni korelaci K
bodu R, s prostorem IT, neprochdzi ani nadrovina ¢ bodem R, takZe pfimku n protind
jen v bod¥ S. Pfimce n odpovidd pak korelaci K involutorn& (r — 2)-rozm&rny li-
nedrui prostor N,“ve kterém se protinaji nadroviny ¢ a g, z nichZ ¢ neprochdzi
bodem R. Bod R pfimky n neni tedy bodem prostoru N, takZe pfimka n neni s prosto-
rem N incidentni.

Redlnd pfimka m spojujici bod R s bodem T je samodruZnou piimkou kolineace
H = K? a tato pfimka m je potom tedy profata nadrovinou ¢ v jediném bod& T
a nadrovinou t v jediném bodé R. P¥imce m odpovidd tedy korelaci K involutorng
prostor M, ve kterém se protinaji nadroviny ¢ a 7. Ale tento prostor nemd Zddny
spoledny bod s pfimkou m, nebot takovy bod by pak musel byt spoleénym bodem
pfimky m, nadroviny g i nadroviny . v

Timto diikazem jsme chtéli ukdzat, Ze pfipad II nemitiZe nikdy vést k novému vysled-
ku ani v S,. Ale sestrojenim pfimky n a ji korelaci K involutorné odpovidajiciho
mimobé&Zného (r - 2)-rozmérného linedrniho prostoru N, nastdvd-li 1. alternativa,
nebo obdobné pfimky m a s ni mimob&Zného prostoru M, nastdvd-li 2. alternativa,
jsme dokdzali je§té vice, coZ budeme pozdéji potfebovat. Oznadime-li vZidy pisme-
nem m sestrojenou pfimku, kterd je mimob&ind s (r — 2)-rozm&mym linedrnim
prostorem M, jenZ ji korelaci K involutorné odpovidd, dostaneme dileZity vysledek,
ktery vyslovime touto pomocnou vétou:

Lemma. Necht redlnd cyklickd korelace K n-tého stupné v S, k pFimce I, redlné
samodruZné primce pridru¥ené kolineace H = K2, jako Fadé bodové prifazuje
svazek nadrovin, jeho? ,,0sa" L, cof je linedrni projektivni prostor (r — 2)-rozmér-
ny, md s pfimkou 1 prdvé jeden spoleény bod (tj. nastdvd pfipad II). Potom existuje
v S, redlnd pfimka m, samodruZnd vzhledem k pfidruZené kolineaci H = K?,
k ni¥ jako Fadé bodové pFifazuje korelace K svazek nadrovin, jeho? ,,0sa* M, co?
je linedrni projektivni prostor (r — 2)-rozmérny, nemd s pfimkou m Zddny spolecny
bod, je s pfimkou m mimobé&%ny (tj. nastdvd pFipad I).

Uvedend pomocnd véta ndm ddvd uZ moZnost dokdzat Gplny vysledek, ke kterému
jsme chté&li dojit.

Véta. Je-li K cyklickd korelace v r-rozmérném projektivnim prostoru nad téle-
sem redlnych Cisel S,, lze soustavu soufadnic v S, zvolit tak, Ze soustava rovnic
korelace K podle [1]

(1) Xo = cOOé(') + cOlé;. +...+ cOrél,',
%3 =100 + €181 + ... + ¢,E),

X, = Crofﬁ + crlé’l + ...+ crrt;’
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je urdena matici koeficientii na pravych strandch |c,|. jejiz proky jsou samé nuly
kromé prvkii nebo dvojfadych nebo ¢tyifadych blokii jeji hlavni diagondly, které
maji nékteré z tvari:

a) prvky hlavni diagondly jsou ¢isla bud 1 nebo —1;

b) dvojFadé bloky lezici v hlavni diagondle maji néktery z tvari bud

() a) 0, -1, po pFipadé 0, 1,
1, 0, - 1, 09
nebo
3 B) O 1, po pripadé 0, -1,
1, 0, -4 0’
nebo
(4) Y) sina, —cosa,
cos o, sin a,

pfidem# « = pn[2n a &isla p a 2n jsou nesoudélnd &isla (a p je pFitom mo%no zvolit
tak, e je 0 < p < 4n),

c) CtyFfadé bloky leZici v hlavni diagondle maji tvar

(5) 0, 0, a.sin ¢, —a.cos @,
0, 0, a.cos¢, a.sin @,
b.sin y, —b.cosy, 0, 0,
b.cosy, b.sin Yy, 0, 0,
ve kterych je |a| = |b| = 1 a soucet uhli ¢ + Y je raciondlni ndsobek ¢isla =.

Dukaz. Zvolme soustavu soufadnic tak, aby uréitd redlnd samodruZnd pfimka:
pfidruZené kolineace H = K? leZela v ose soustavy soufadnic 04, a ji korelaci K
involutorné odpovidajici mimobé&Znd ,,0sa* svazku nadrovin prochdzela vrcholy
soufadnicové soustavy Oj, Os, ..., 0,. Vytvéfi-li pak korelace K na ose 0y, projek-
tivnost identickou, lze jeji prvni dvé rovnice zapsat ve tvaru

(6) xO = —C,l ’ po pﬁpadé xO f; ’

—&o-

]

x; = &o, Xy
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V ptipad€ involutorni projektivnosti hyperbolické na ose 0y, lze vhodnym umisté-
nim vrchol@ O, a 0, d4t prvnim dv€ma rovnicim korelace tvar

@) xo= &1, popfipads x, = —¢1,

o x; = —&.

Xy
A konetné v pfipadé cyklické projektivnosti n-tého stupné eliptické je moZno vrcho-
ly O, a O, umistit tak, aby tyto prvni dvé& rovnice korelace K mély tvar

(8) Xo = & .sin a — &} .cosa,

x, =& .cosa + & .sin a,

kdea = pn/2n a &isla p a 2n jsou nesoudéIn4 (a ¢&islo p je pfitom moZno zvolit tak, Ze
je 0 < p < 4n).

Ve spole&ném (r — 2)-rozm&rném prostoru viech nadrovin odpovidajicich jednotli-
vym bodiim osy 0o, (ktery je samodruZnym prostorem pfidruZené kolineace H = K?)
vytvdfi ptivodni korelace K opét redlnou cyklickou korelaci K'. Z redlnych samodruz-
nych ptimek jeji pfidruzené kolineace H’' = K'? vybreme opé&t takovou ptimku ', jeZ
je mimobé&zZnd s ,,0sou* svazku, ktery ji v tomto prostoru odpovidd, a zvolime ji za
dal3i osu 0,5 soustavy soufadnic. Dal3i dvé& rovnice korelace K (tj. jeji tieti a &tvrtd
rovnice) budou mit pak (aZ na indexy) analogicky tvar rovnicim bud (6) nebo (7)
nebo (8), pfiemZ v poslednich bude &islo n op&t uddvat stupeii eliptické cyklické
projektivnosti, kterou korelace K vytvdfi na své dal§i samodruzné piimce ose 0,3
soustavy soufadnic.

Tento postup lze opakovat tak dlouho, dokud nebudou vycerpdny vSechny redlné
samodruZné ptimky ! pfidruZené kolineace H = K?, k nimZ danou korelaci K je
involutorn& pfifazeny prostor L s pfislu§nou pfimkou ! mimobé&Zny. ProtoZe r je
pfirozené, tedy koneéné &islo, je i téchto pfimek zvolenych za osy soustavy soufad-
nic jen kone&ny pocet k, nebot plati 0 < k < ¥(r + 1). A protoZe nelze vylougit ani
mozZnost, Ze je k = 0, nemusi soustava rovnic korelace Zddnou z uvedenych dvojic
rovnic vilbec obsahovat.

Ve spoleéném (r — 2k)-rozm&rném projektivnim prostoru S,_,; viech nadrovin
odpovidajicich korelaci K jednotlivym bodiim os 0gy, 033, ..., 0243 2x—1 SOustavy
soufadnic neexistuje jiZ samodruZnd ptimka ! pfidruZené kolineace H = K2, které
by korelaci K odpovidal involutorné prostor L s ni mimobéZny. AvSak v tomto
prostoru S,_,; neexistuje ani takovd samodruZnd p¥imka pfidruZené kolineace, které
by korelaci K odpovidal prostor majici s ni jediny spoleény bod, nebot podle pomoc-
né véty by v ném pak existovala i samodruZad pfimka s odpovidajicim prostorem mi-
mob&Znym, coZ jsme vyloudili. ProtoZe viak podle [2] existuje samodruZnd redlnd
pfimka pfidruZené kolineace i v prostoru S,_,, pokud plati r — 2k > 2, pfifazuje
pak korelace K takové pfimce svazek nadrovin s osou incidentni pravé s touto pfim-
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kou. Vyberme ddle za osy soufadnic v S, z2; dv€ takové samodruZné pfimky [, a l,, Ze
korelace K ptifazuje ke kaZdé z nich svazek nadrovin s ,,0sou®, kterd je mimobé&Znd
se zbyvajici z obou t&chto pfimek. Potom dali &ty¥i rovnice uvedené korelace budou

(9) X = a.8%425n @ —a. 30080,
X2k+1 = a.8ky2€08 9 + a. &y ysin @,
Xakez = b . Epsin Yy — b. &y COs Y,
Xokes = b.Eycos Y + b Coeqsin Y,

kde |a| = |b| = 1 a soulet ¢ + ¥ je rovny n&jakému raciondlnimu ndsobku &isla 7.

Obdobny tvar aZ na indexy a Ghly ¢ a  a &isla a, b 1ze ddt i dal§im &tyfem rovnicim
korelace a tento postup opakovat tak dlouho, dokud vSechny rovnice korelace ne-
budou bud vy&erpdny, coZ nastane v piipadé lichého r (tedy sudého po&tu homogen-
nich soufadnic r + 1), kdeZto v pfipadg sudého r (tedy lichého po&tu homogennich
soufadnic r + 1) zbude je3t& posledni rovnice tvaru

(10) x, = +&.
Tim je duikaz ukoncen.

Pozndmka 1. Dvojfady blok a) je ziejmé zvldstnim pfipadem dvojfadého bloku
¥), ve kterém je p = 0 nebo p = 2n nebo p = 4n. Naproti tomu se dvojfady blok )
rozpadd na dva jednofadové, kdyZ v ném je p = n nebo p = 3n.

Pozndmka 2. Stupeii cyklické korelace K je rovny &ty¥ndsobku (nebo ve zvldstnich
ptipadech i dvojndsobku) nejmensiho spole€ného ndsobku stupiilt viech cyklickych
projektivnosti, které jeji pfidruZend kolineace vytvdfi na jednotlivych samodruZnych
piimkdch, osdch 04, 0,3, ... soustavy soufadnic.

cnur

Pozndmka 3. NejniZ8i moZny stupefi cyklické korelace je, jak zndmo, 2. A tento
pfipad nastdvd prdvé tehdy, kdyZ matice koeficientli pravych stran rovnic korelace
je bud soumérnd nebo polosoumérnd.
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Résumé

LES RECIPROCITES CYCLIQUES REELLES DANS S,

KAREL SINDELAR, Zilina

On démontre une généralisation du résultat du travail [3] aux espaces projectifs
a r dimensions S, sur le corps des nombres réels. D’apreés le théoréme résultant, on
peut toujours choisir un systéme de coordonnées, tel que les équations (1) d’une
réciprocité cyclique réelle dans S, aient une matrice ||c,|| aux coefficients nuls a I'ex-
ception des élements de la diagonale principale qui sont 1 ou —1, des blocs de rang 2
de cette diagonale de forme (2), (3) ou (4) oit « = pn[2n et les nombres p et 2n sont
primes entre eux, et des blocs de rang 4 de cette diagonale de forme (5), dans laquelle
ona |a| = |b| = 1 et la somme ¢ + ¥ est un multiple rationnel du nombre 7.
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