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-

KOMPLEXNI ROZSIRENI NEKTERYCH BODOVYCH
{3},-PROSTORU R,

Joser KATERINAK, Zilina
(Doslo dne 14. tinora 1968)

Vicerozmérné bodové prostory P, (projektivni), E, (Eukleidav), A, (afinni), L, (Lo-
baéevského), atd., se vétSinou studuji bud analyticko-diferencidlni metodou, nebo
v posledni dob€ se studuji jako metrické nebo topologické prostory. Jsou vSak rtizné
prostory definované axiomaticky, o kterych nevime ani, zda se daji metrisovat nebo

vvvvv

které vlastnosti n&kterych bodovych {J},-prostor@t R, definovanych axiomaticky
pomoci teorie mnoZin bud intuitivni z [1] nebo neformalisované axiomatické z [2].

J. Pro pfirozend &sla k = 0, 1,...,n = 2 budte R_, = 0 + R, = R, podprosto-
ry R, dimense k bodového {J},-prostoru R, dimense n definované zobecn&nymi
Hilbertovymi axiomy incidence J1—1J5 ([6], str. 17—18).

E,L, P budte axiomy Eukleidiv, Lobagevského ([6], str. 19), projektivni ([5],
str. 252).

GE, GP budte specidlni Desarguessovy axiomy.

‘M. Bud M, < R, x R, x R, odd&ovdni (uspofdddni) definované axiomy
M1—M4 ([6], str. 18).

DM bud pro Mg, = R, x R, x R, Dedekindiv axiom ([6], str. 18).

N. Bud N; < R, x R, x R, x R, odd&lovdni (uspofdddni) definované axiomy
N1-NG6 ([5], str. 265—266).

DN bud pro Ng, = R, x R, x R, x R, Dedekindiiv axiom ([5], str. 281).

S. Bud My, = R, x R, x R, a bud Sg, = R, x R, x R, x R, shodnost (kon-
gruence) definovand axiomy S1—S6 ([6], str. 18—19).1)

1y Viz Dodatek 1.
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Umluva 1. Budeme nazyvat a oznadovat R, skupinou pismen z oznadeni axiomi,
které tento R, spliiuje, napt.: {J},-prostor, {J, E, GE, M, DM},-prostor, {J, P, GP,
N, DN},-prostor, {J, E, M, DM, S},-prostor, {J, L, M, DM, S} -prostor, {J, M, DM,
S},-prostor, atd.

Priklad 1. Pro n = 2 bud E, z [3], str. 13— 14, a definujme:
(1) E; < E, jsou z [3], str. 50;
(2) (A, B, C) €Mg. <> A,B,CeE,, A+ B+ C+ A, a vzddlenosti AB + BC =
= AC; L
(3) (4,B,C,D)eSg, <> A4,B,C,DeE;, A+ B, C # D, a vzdélenosti AB = CD.
Potom tento E, (misto R piseme E) je {J, E, GE, M, DM, S},-prostor.

Priklad 2. Pro n 2 2 bud E, = P, z [4], str. 12—13, a definujme:
(4) P, = P, jsou z [4], str. 15;
(5) (4, B, C, D)e Np., <= 4, B, C, D e P, a dvojpomér (ACBD) < 0 (viz [4], str. 35).
Potom tento P, (misto R piseme P) je {J, P, GP, N, DN},-prostor.

Piiklad 3. Pro n = 2 bud Q,_, < E, c E, = P, (n — 1)-rozmé&m4 koule z [4],
str. 160—161, bud L, < E, vnitfek Q,_ z [4], str. 132, a definujme:
(6) Ly =L, nE; + 0, kde E; < E,;
(7) (4, B,C)eM,, < A,B,Cel,cE, A+ B+ C=+ A, a vzddlenosti 4B +
+ BC = AC; : ’
(8) (4, B, C, D)eS,, < A,'B,C,Del, c P, E,F,G,HeQ,_, = P}, a bud dvoj-
poméry (EFAB) = (GHCD) nebo dvojpoméry (EFAB) = (HGCD).%)

Potom tento L, (misto R pideme L) je {J, L, M, DM, S},-prostor.

Disledek 1. Skupiny axiom# {J, E, GE, M, DM, S},, {J, P, GP, N, DN}, {J,L,
M, DM, S},, a vSechny skupiny axiomi, které z nich dostaneme vynechdnim nékte-
rych axiomi, jsou bezesporné.

Definice 1. Pravime, e R, je isomorfni s R, (oznageni R, ~ R;), prdvé kdyZ existuje
vzdjemné jednoznalné (prosté) zobrazeni f prostoru R, na prostor R, (isomorfni
zobrazeni neboli isomorﬁsmus) tak, Ze:

(9 R, = R,=f(R,) = R, = R;
(10) f(Mg,) = Mg.,;

(11) f(Ng,) = Na-,;

(12) f(Sk,) = Sk

2) Viz Dodatek 2.
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. Plati v&ty:?)

(13) Ka#dé dva {3, E, GE, M, DM},-prostory R, a R, jsou lsomorfm
(14) Ka%dé dva {J, P, GP, N, DN},-prostory R, a R, jsou isomorfni.
(15) Kazdy {J, E, M, S},-prostor R, je {J, E, GE, M, S},-prostor.
(16) KaZdé dva {J, E, M, DM, S},-prostory R, a R, jsou isomorfni.
(17) KaZdé dva {J, L, M, DM, S},-prostory R, a R, jsou isomorfni.

Umluva 2. Pro prostory {J, E, GE, M, DM},, {J, P, GP, N, DN},, {J, E, M, DM,
S}» {J,L,M, DM, S}, budeme misto R psdt A (afinni), P (projektivni), E (Eukleidav),
L (Lobadevského). (Pro n = 3 jsou A,, E;, L; v souhlase s [9], str. 187).

Priklad 4. Pro n = 2 bud prostor R, = E,(i) a jeho podprostory R, = R; z [4],
str. 82—90. Potom tento R, je {J, E, GE},,-prostor. Aviak neexistuje Mg, > Mg,
splitujici axiomy M a DM, coZ by podle (13) vedlo ke sporu.

P¥iklad 5. Pro n = 2 bud prostor R, = E_,’,(l) = P,(i) a jeho podprostory R; < R,
z [4], str. 91—93. Potom tento R; je {J, P, GP},-prostor. Avsak neexistuje Ng. >
o Np., splilujici axiomy N a DN, coZ by podle (14) vedlo ke sporu.

Disledek 2. Prostory {J, E, GE, M, DM},, {J, P, GP, N, DN},, {J, E,M, DM, S},
nelze komplexné roz$ifit tak, aby splriovaly vSechny axiomy, tj. jsou vZdy jen redlné.

Pozndmka 1. Studuje-li se projektivni P, jako topologicky prostor, potom podle
[7] nebo [8], str. 189, jsou tfi druhy spojitych P,: a) P, nad t&lesem redlnych &isel;
b) P, nad t&lesem komplexnich &isel; c) P, nad t&lesem kvaterniond.

UkdZeme vSak, Ze nékteré {J},,-prostory Ize komplexné rozsifit tak, aby spliiovaly
men$i pocet axiomi.

Véta 1. Bud L, {J, L, M, DM, S},-prostor. Potom existuje {J, E, GE, M, DM},-
prostor A, o L, tak, Ze:

1) LcL,=>L cACcA;
(19) M, c M,..

Diikaz. Podle (17) existuje isomorfni zobrazeni f prostoru L, na L, < E, < E, =
= P, z pfikladu 3. Oznadme A, = L, U E, — L, a definujme zobrazeni f takto:
J(X) =f(X)proX elL, f(Y) = Ypro Ye E, — L,. Ozna¢me f ~* zobrazeni inversni
k f a definujme: A, = f~!(E;) pro E; < E,;, M, = f~!(Mg,). Potom podle (1), (2),
(6), (7), (9), (10) je tento A, {J, E, GE, M, DM} -prostor a plati (18) i (19).

Véta 2. Bud A, {J, E, GE, M, DM}, ~prostor. Potom existuje {J, E, M, DM, §},-
prostor E, = A, tak, Ze:

(20) Ak < An:Ak = Ek < En;
(21) M, = Mg,

3) Viz Dodatek 3.
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Dikaz. Podle (13) existuje isomorfni zobrazeni f prostoru A, na E, z pfikladu 1.
Oznaéme E, = A, a f~! zobrazeni inversni k f, a definujme: E, = f~'(E;) pro
E, < E,, Mg, = f"}(Mg.,), Se, = f'(Sg-,). Potom podle (9), (10) je tento E,{J, E,
M, DM, S},-prostor a plati (20) i (21).

Véta 3. Bud E, {J, E, M, DM, S},-prostor. Potom existuje {J, P, GP, N, DN},-
prostor P, o E, tak, Ze:
(22) E,cE,=E, c P, cP,
(23) (4, B, C)e My, <> (4, B, C, D)e N,_a DeP, — E,

Dukaz. Podle (16) existuje isomorfni zobrazeni f prostoru E, na E, < E =P,
z prikladi 1, 2. Oznadme P, = E, U P, — E, a definujme zobrazeni f takto: f(X) =
= f(X) pro X € E,, f(Y) = Y pro Ye P, — E,. Ozna¥me f ' zobrazeni inversni k
a definujme: P, = f~'(P;) pro P, = P,, Np = f~!(N,. ). Potom podle (4), (5), (9)
a [4], véta 78.4, str. 35, je tento P, {J, P, GP, N, DN},-prostor a plati (22) i (23).

Diisledek 3. Ka?dy z prostord L,, A, E,,P, a jejich podprostorii lze studovat
ve vztazich L, <« A, =E,cP,a L, = A, = E, = P, ve smyslu vét 1, 2, 3.

Véta 4. Bud E, {J, E, M, DM, S},-prostor. Potom existuje {J, E, GE},-prostor
R, o E, tak, %e existuje isomorfni zobrazeni f prostoru R, na R, = E,(i) o E,
z pfikladii 1 a 4, a plati:

(24) E,cE,=E, c R, cR,;
(25) E, < E,=f(E,) =E,cE, a E, = R, R,

Diikaz. Podle (16) existuje isomorfni zobrazeni f prostoru E, na E,. Oznatme
R, = E, U R, — E, a definujme zobrazeni f takto: f(X) = f(X)pro X € E,, f(Y) = Y
pro YeR; — E,. Oznatme f~! zobrazeni inversni k f a definujme: R, = f~!(Ry)
pro R; = R,. Potom podle (9) a [4], str. 82—90, je tento R, {J, E, GE},-prostor a f je
takové isomorfni zobrazeni, Ze plati (24) i (25).

Véta 5. Bud P, {J,P, GP, N, DN},;pros\tor. Potom existuje {J, P, GP},-prostor
R, o P, tak, Ze existuje isomorfni zobrazeni f prostoru R, na R, = P,(i) o P,
z prikladii 2 a S, a plati:

(26) P.cP,=>P,.cR, <R,
(27 P, cP,=fP)=P,cP,a P, cR cR,

Dukaz je obdobny jako pro vétu 4.

Diisledek 4. Ke ka*dému z prostori L,, A,, E,, P, existuje bud {J, E, GE},~prostor
nebo {J, P, GP},-prostor R, jako jeho komplexni roz§ifeni ve smyslu vét 1,2, 3, 4, 5.

Problém 1. Existuje {J, E, GE, M},-prostor R, > E, a isomorfni zobrazeni f
z véty 4 tak, Ze plati (24), (25) a Mg, = MR ?
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Problém 2. Existuje {J,P, GP, N},-prostor R, > P, a isomorfni zobrazeni f
z v&ty 5 tak, %e plati (26), (27) a N, = Ng?

DODATEK

1. Definujme; B,,..., B,€ R, nezdvislé v R, (piSeme B, ... B,) <> pro kaZdy
Ry, = R, aspoii jeden B; ¢ R, _;.

J1.
J2.
J3.

J4.
J5.
E.

L.

P.
GE.

GP.

M1.
M2.
M3.
M4.

DM.

N1.
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R; = R, = existuji nezdvislé By, B, € R,.

Pro kazdé k = 0, 1, ..., n existuji nezdvislé B,, ..., B, € R,.

Nezdvislé B,, ..., B, € R, = existuje prdv€ jeden R, = R, tak, Ze B,, ..., B, €
€ R, (piSeme R, = B, ... By).

R, R.+1 = R, a nezdvislé By, ..., B;e Ry n R, =R, < R, .

R, R, = R,,, = R,aR, n R, + 0 = existuji nezdvislé B, ...; B,_, € R, n R;.
R, = R, = R,, Be R, — R, = existuje pravé jedna R} — R, tak, Ze Be R}
aRinR, =0

R, =« R, = R,, Be R, = R; = existuji aspoii dvé rizné R| < R, tak, Ze
BeR{aR,nR, =0.

R,Ri <R, cR,=R;,nRj+0.

Nezdvislé 4, B, Ce R, = R,, nezdvislé D,E, Fe R,, AD n BE = AD n CF =
=BENCF =0, ABNDE =0, ACn DF = (0= BC n EF = 0.
Nezdvislé A, B, Ce R, = R,, nezdvislé D, E, Fe R, AD n BE = AD n CF =
=BENCF=QeR; cR;,, ABNDE=XeR;, ACn DF =YeR, >
= BCNEF =ZeR,.

(4,B,C)eMy, = A,B,CeR, c R, A+ B+ C=+ 4, (C, B, A) e M.
A,BeR,, A + B = existuje (4, B, C) € Mg,.

(4, B. C)e My, = (B, 4, C), (4, C, B) ¢ M,

R, = R,c R, = existuji €', C" = R, — R, tak, Ze:

a)CuC' =R, —R,, CNnC" =0;

b) X e C’, Ye C" = existuje Be Ry, (X, B, Y) e Mg,;

¢) X, Ye C nebo X, Ye C" = neexistuje Be Ry, (X, B, Y) e Mg .

Jestlize A,BeR,, A+ B, XeD<«(4,X,B)eMy,0+D cD,0+D" c
< D, .

a) DuD"=D,D'NnD" =9,

b) YeD', (4,X,Y)eMy, = XeD,

c) YeD”, (Y,X,B)e Mg, = XeD’,

"potom existuje H € D tak, Ze:

d) (4, X,H)eMy, =>XeD,

(H,X,B)eMg, = XeD".
(4, B, C, D)€ Ng, = A4, B, C, D e R, = R, navzdjem rizné, (C, B, 4, D),
(B, 4, D, C) € Npg,.



N2.
N3.

N4.

NS.
NG6.

DN.

S1.
S2.

S3.

S4.
SS.

S6.

A,CeR, = R,, A + C=> existuje (4, B, C, D)e Np .

Navzdjem rizné 4, B, C, D e R; = R, = prdvé jeden ze tfi vztahi:
(4,B,C,D)eNg,, (4,C,B, D)e Ny, (4, B, D, C)e Ng,.

A4,B,C,D,EeR, =R, A+ C+B, (4,C B, D),(4,C B E)¢ Ny =
= (4, D, B, E) ¢ Ng,.

(4,C,B,D),(A,C,B,E)e Ny, => (4, D, B,E) ¢ Ng,.

A,B,C,DeR, =cR,cR, E,F,GGHeR; cR,, QeR,, Q¢R,, Q¢R;,
Ee AQ, FEBQ, GeCQ, He DQ, (4,B,C,D)eNg = (E, F, G, H)GNR",
JestliZe A,B,CeR, c R, A+ B+ C+ A, XeD<(4,X,B,C)eNg, 0 +
+D =D, 0+ D" cD,

a) DDuD"=D, DnD" =1,

b) YeD', (4,X,Y,C)eNg, = XeD/,

c) YeD", (Y,X,B,C)eNy = XeD’,

potom existuje H € D tak, Ze:

d) (4, X,H,C)eNg = XeD,
(H,X,B,C)e Ny =X eD".

(4,B,C,D)eSq,=> A+ B, C+ D. A,BeR,, A+ B=(4,B,B, A)eS,.
A,B,C,FeR, A= B, C+ F = existuje prdvé jeden De CF = R; = R,,
(D, C, F) ¢ My, (4, B, C, D) € Sy.. |

(4, B, C, D), (C, D, E, F) € Sg, = (A, B, E, F) € S¢. .

(4, B, C), (D, E, F) e My , (4, B, D, E), (B, C, E, F) € S, = (4, C, D, F) € S .
JestliZe nezévislé 4, B, C € R,, nezdvislé D, E, Ge R,, (4, B, D, E) € Sg_, potom
existuje prdvé jeden Fe DEG = R, = R,, F¢ DE = R, c R,, (4,C, D, F),
(B, C, E, F)€ Sg,, X € DE = (F, X, G) ¢ Mg,

Nezdvislé A, B, C € R,, nezdvislé D, E,FeR, (4,B, D, E), (4, C, D, F),
(B, C, E, F) e S, (4, G, B), (D, H, E)e Mg, (4, G, D, H) € Sy, =

= (C, G, F, H) € Sy,

2. Misto (8) lze S,., definovat pomoci grupy vsech kolineaci K prostoru P, ([4],
str. 132) zobrazujicich K(Q,-,) = Q,-,, K(4) = C, K(B) = D.

3. Ditkazy (13)—(17) jsou v pracich: Katefiridk J.: ,,N&které n-rozmérné prostory
definované axiomaticky a analyticky* a ,,O isomorfismu n-rozmérnych prostori
Lobacevského®, které autor pfedloZil k publikaci v Matematickém &asopise SAV
v Bratislavé v roce 1964 a 1965, avSak dosud nebyly publikovdny.
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Summary

COMPLEX EXTENSION OF SOME POINT {J},,-SPACES R,
Joser KATERINAK, Zilina

Under the point {J},-space R, of dimension n > 2 we understand non-empty set
(its elements are called points) with n — 1 systems of non-empty subsets (subspaces)
fulfilling the generalized Hilbert axioms of incidence J1—1J5. If we presuppose for R,
validity of any further axioms E, L, P, GE, GP and the existence of the subsets
Mg, <R, xR, xR, Nog,. =R, xR, xR, xR, S¢ =R, xR, xR, xR, ful-
filling the corresponding axioms M1—M4, DM, N1-N6, DN, S1-S6, we get
{3, E, GE, M, DM},-space A, (affine), {J, P, GP, N, DN},-space P, (projective),
{3, E, M, DM, S},-space E, (Euclidean), {J, L, M, DM, S},-space L, (Lobachevskian).
To each of the four spaces L,, A,, E,, P, is given the construction of the three re-
maining spaces that they are in a set-relation L, = A, = E, = P, (extension-space
or restriction-space) according to theorems 1, 2, 3. To each of the four spaces L,, A,
E, P, is given the construction of {J, E, GE},-space R, or {J, P, GP},-space R,
isomorphic with analytical complex space E,(i) or P,(i) in [4] as its complex extension
R,oL,R,oA, R, o E, R, o P,according to theorems 1, 2, 3, 4, 5.
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