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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 94 (1969), Praha

POZNAMKA K PRVNI VETE O STREDN{ HODNOTE
INTEGRALN{HO POCTU

DAvID Preiss, JAROMIR UHER, Praha

(Doslo dne 15. prosince 1967)

V celé pozndmce rozumime mirou p Lebesgueovu miru v E,, integrdlem pak
(absolutn&) konvergentni Lebesguetv integrdl. Bud (a, b) = E, interval. Symbolem
#(a, b) rozumime mnoZinu viech funkci definovanych na <a, b) a majicich konver-
gentni Lebesgueilv integral _[',j f (x) dx. Funkci rozumime redlnou funkci definovanou
na {a, by, omezenym intervalem rozumime nezvrhly omezeny interval nebo jedno-
bodovou mnoZinu, .

V prdci [1] je dokdzéno jisté obrdceni druhé véty o stfedni hodnotg integrdlniho
poctu. Je dokdzédna totiZ tato véta:

Véta. Bud g€ £(a,b) (—o0 < a < b < +o). JestliZe ke kazdé omezené méFi-
telné funkci f existuje £ € {a, b) tak, Ze plat{

j?(x) o(x) dx = g(a) J jf(x) dx + g(b) f :f(x) dx,

pak funkce g je monotonni na {a, b) — N, kde N < {a, b) je mnoZina miry nula.
Podobny vysledek ziskdme pro prvni vétu o stfedni hodnot€ integrdlniho podtu.
Plati totiZ tato véta:

Véta 1. Necht f je méFitelnd funkce na intervalu {a, b) a necht existuje mnoZina
M < {a, b) miry nula tak, ?e funkce f je omezend na {a, by — M. Pak jsou ndsle-
dujici tvrzeni ekvivalentni:

(A) Existuje mnofina N = (a, by miry nula tak, Ze mnoZina f({a, b) — N) je
omezeny interval.

(B) Ke kaZdé funkci g € £(a, b) nezdporné skoro viude v {a, b) existuje & € {a, b)
tak, Ze je

f :f(x) o(x) dx = £(0) j :g(x) dx
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Diikaz. Budte spinény predpoklady véty. Necht K = sup |f(x)|
xea,b)—M
1. Nechf plati tvrzeni (A). Pak platnost tvrzeni (B) dokdZeme obvyklym zptisobem
(viz napt. [2] str, 123 —124).
2. Necht plati tvrzeni (B). Pro z € E, poloZme

P, = &(xe<a, b); f(x) < z), P*=é&(xea, b);f(x)>z)
a oznaéme pismenem R mnoZinu
8(z€Ey; u(P,) > 0) n &(z € Ey; p(P?) > 0).

Ztejmé je R = {(—K, K).

Nechf je R = 0. Potom jist€ existuje z € E, tak, Ze f(x) = z skoro viude v <a, b},
a véta zfejmé plati.

Necht naddle je R + 0. Je-li z,zy,2,€E, z, < z,, j¢e P, = P,,, P o P%,

(-] -]
P.,=UP,_y, PP=UP*" a tedy uP,)= p(P,), MP")z u(P?). Odtud
n=1 n=1

ihned plyne: a) je-li z € R, existuje ¢ > Otak,Ze (z — &,z + &) < R,b)je-liz;, z, € R,
7y < z < z,,je z € R. Je tedy R otevieny interval, tj. R = («, B) pro vlastnia, B E;.
Bud N = &(x € <a, b); f(x) ¢ (o, BY). Je N = P, u P, a tedy u(N) = 0. K ditkazu
véty stali nyni ukdzat, Z¢ mnozina f(<a, b) — N) je omezeny interval. Zfejm&
f(Ka, b) — N) < {a, By. Necht je z € R, tedy p(P,) > 0, u(P*) > 0. Pro libovolnd
¢ € {0, 1) definujme funkci g,_.(x) na {a, b) takto:

c xeP,
gx)=<1—-¢c xeP*
0 xela, by — P, U P*.

Funkce g, je zfejmé& nezdpornd a méfitelnd pro kazdé c € <0, 1). Ddle je
b

(1) J(f(x) —z)g(x)dx = ¢ j (f(x) = z)dx + (1 - C)J (f(x) — z)dx.
a ' P, Pz

Vyraz (1) je spojitou funkci proménné ¢ v €0, 1), kterd nabyvd v bodé 0 kladné hod-
noty [ps (f(x) — z) dx a v bod& 1 zéporné hodnoty [, (f(x) — z) dx. Existuje tedy
¢o € (0, 1) tak, Ze plati

f :f(x) g () dx = z J:gco(x) ax,

tj. podle predpokladu existuje ¢ e (a, b) tak, Ze f(¢) = z. Zfejm& E¢ N, a tedy
zef(<a, by — N), z &hoZ plyne R = (a, f) = f(<a, by — N) = <«, ).
Tim je véta tipln& dok4zdna.

Pozndmka. Dokdzanou vétu lze snadno zobecnit na abstraktni Lebesguelv
integral. :
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Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG UBER DEN ERSTEN MITTELWERTSATZ
DER INTEGRALRECHNUNG .

DAviD Preiss, JAROMIR UHER, Praha

In der Arbeit ist dieser Satz beweisen (unter dem Begriff Integral verstehen wir ein
konvergentes Lebesguesches Integral, das Mass p ist das Lebesguesche Mass):

Satz. Es sei f eine messbare Funktion auf dem Intervall {a, b) und es gebe eine
Menge M < {a, b) vom Mass Null so, dass die Funktion f auf {a, by — M be-
schrinkt ist. Dann sind folgende Behauptungen dquivalent:

(A) Es existiert eine Menge N < {a, b vom Mass Null so, dass die Menge
f(Ka, by — N) ein beschriinktes Intervall ist.

(B) Zu jeder Funktion g € £(a, b), die fast iiberall auf <a, b) mcht negativ ist,
existiert & € {a, b) so, dass [ f(x) g(x) dx = (&) [b g(x) dx ist.
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