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časopis pro pěstování matematiky, roč. 94 (1969). Praha 

CHARAKTERIZACE FUNKCÍ MAJÍCÍCH AŽ NA SPOČETNOU MNOŽINU 
DERIVACI ZPRAVA ROVNU NULE 

DAVID PREISS, Praha 

(Došlo dne 15. prosince 1967) 

Je dobře známo, že každá funkce, která má derivaci rovnu nule je konstantní. 
Dokonce platí (viz [1], kap. 1, § 2, věta 2.): 

Věta 1. Nechť funkce f je spojitá na intervalu I. Nechť v I — S, kde S je spočetná 
množina, je f+ = 0. Potom je f konstantní v intervalu I. 

Vzniká otázka, nakolik je předpoklad spojitosti ve větě 1 podstatný. Ukazuje se, 
že se dá v jistém smyslu vynechat. V této práci je provedena ve větách 2,3 úplná cha­
rakterizace funkcí majících až na spočetnou množinu derivaci zprava rovnu nule. 

Nejdříve zavedeme některá označení: 
Je-li D systém intervalů reálných čísel, označme: 

KD (resp. KD, resp. HD) množinu těch reálných čísel x, pro která existuje I e D 
a reálné číslo y tak, že I = (x, y} nebo I = (x, y) (resp. I = <y, x) nebo I = (y, x), 
resp. I = <y, x> nebo I == (y, x)). 

Všechny další pojmy a označení jsou převzaty z [2] (speciálně termín „spočetný" je 
používán ve smyslu „nejvýš spočetný"). 

Věta 2. Nechť f(x) je definována v <a, b). Nechť v <a, b) — S kde S je spočetná 
množina, je f+(x) = 0. Potom existuje neprázdný spočetný systém disjunktních 
intervalů D a množina N řídká v <a, b) tak, že platí: 

1. <a, b) = \JIvN;[)I nN = 0. 
JeD JeD 

2. Každá neprázdná podmnožina KD obsahuje izolovaný bod. 
3. f(x)je konstantní na každém intervalu z D. 
4. Jsou-li I, J intervaly, I e D, I §g J, pak f(x) není konstantní na J. 
5. Je-li x eN, pak na žádném intervalu obsahujícím x neníf konstantní. 
Je-li S = 0, přejde podmínka 2 v podmínku: 
2'. KD = 0 a každý bod HDje hromadným bodem množiny KD. 
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Věta 3. JSÍechť v <a, b) je dána řídká množina N a spočetný systém disjunktních 
intervalů D tak9 že platí 1,2. Potom existuje funkce f(x) definovaná v <a, b)9 která 
má v <a, b) — S kde S je spočetná množina, f+(x) = O tak, že platí 3, 4, 5. Je-li 
místo podmínky 2 splněna podmínka 2', existuje dokonce taková funkce f(x), že 
množina S je prázdná. 

Důkaz těchto vět se opírá o následující 

L e m m a . Nechť funkce f(x) je definována v <a, b). Nechť existuje množina 0 4= 
=# M <= <a, b) taková, že platí: 

a) Každý bod M je jejím hromadným bodem zleva. 
b) Funkce f(x) není spojitá v žádném bodě množiny M. 

Potom existuje nespočetná množina L c <a, b) taková, že funkce f(x) nemá vlastní 
derivaci zprava pro žádné x e L. 

D ů k a z . Je-li x e M, označme £(x) takové kladné číslo, že v každém okolí bodu x 
je obsažen bod y tak, že | f(y) — f(x)| _• £(x). Položme: 

(i) Fx = <xx — eí9 xt + 8i>, F2 = <x2 — 82, x 2 + e2> kde xx < x2 jsou 

prvky M ; 0 < et < min ( i , K ( x ř ) ) , i = 1, 2; Fx n F2 = 0. 
(ii) Jsou-HFWl,...,„k = <xMl>...)Mk - £ni,...,„fc,xMl,...jnfc + sWl,...,„fc> definovány pro všech­

ny posloupnosti (nl9..., nk) čísel 1 a 2, je-li Frtl,...,rtfc n Fmi,...,mfc = 0 pro všechny 
(nl9 . . . , nk) =j= ( m 1 ? . . . , m*); x„. „ f c e M pro všechny (nl9..-., n k ) položme: 

fni,...,nk,i ~ \:>Cw1,...,nfc,í ~" e «i ,...,»fc,i> Xni ,...,nk,i "" £»i ,...,»fc,i> P r O l = 1, 2 K d e X.,., , n f c l < 

< x
ní,...,nk,2 Jsou prvky množiny M n ( x ^ , . . . ^ - eni,...,„fc, ^ l t . . . ,„ f c); 0 < £„.,...,„,,,- < 

<min( l /2 k + 1 , ( l / 2 f c + 1 ) ^ (x M l , . . . j n k í í ) ) pro i = 1, 2; Fni,...,Wki e (xni,...,nfc - ^ . . . . ^ 

V . . . . . J Pro i = 1, 2; Fni,...,„fc,i n Fni,...,„fc,2 = 0-

Buď P množina všech posloupností \nl9 nl9...}, kde nx je rovno buď 1 nebo 2 p r o 
00 

i = 1,2,. . . Položme L = U f) ^S.,,.. ,»fc- Množina L je nespočetná (viz [ 3 ] , 
{ni,n2,...}f=Pk=l 

str. 345). 
N e c h ť x e L, pak existuje {« l 9 n29...} eP tak, že x e f) Fnii_ nk zřejmě pro všechna 

k = l 
přirozená j je x < xB1,...,„,. Zvolme k přirozené, pak existuje k0 ^ k -f 2 tak, že 
x
ni,...,nk0 e (x, x + l/k), tedy existuje y G (x, x + l/k) n (xni,...,Wfct - e n i „fc#, 

» J t a k > ž e |/O0 - f(xnu...,nj\ = ^ f l l , . , J . Potom: Я l Лfc 0 

/ ( > ) - / ( * ) 
+ 

/(*-,....лJ-/W > 2k+l 

y — x 

a tedy pro každé přirozené k existuje z e(x,x + l/k) tak, že 

/ ( * ) - / ( * ) 
z — x 

a tedy f nemá v bodě x vlastní derivaci zprava . 

> 2 * 
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Důkaz věty 2. Kdyby/(x) byla nespojitá v husté množině na nějakém částečném 
intervalu <a, fc), dostali bychom spor s lemmatem. Tedy na každém částečném inter­
valu existuje interval, kde je / spojitá. Označme Nt množinu bodů, které patří do 
nějakého takového intervalu, N množinu těch bodů, které do žádného takového 
intervalu nepatří. Je-li XENU položme: 

ax = sup [(N u {a}) n ( - oo, x>] , bx = inf [(N u {b}) n <x, + oo)] 

a označme Ix interval s krajními body ax, bx, při čemž ax e Ix (resp. bx G IX) právě 
když/je spojitá v ax zprava (resp. v bx zleva). 

Nechť D je množina všech intervalů Ix (x e Nt). D je zřejmě neprázdná a spočetná 
a jsou splněny podmínky 1, 4, 5. Vlastnost 2 plyne z lemmatu, vlastnost 3 z věty 1. 

Je-li S = 0, je / spojitá ve všech bodech z <a, b) zprava, a tedy K^ = $• Kdyby 
existovalo >>0 e HD a <50 > 0 tak, že (y0, y0 + <S0) n KjJ = 0 splňovala by množina 
všech bodů nespojitosti funkce / v intervalu (y0, y0 + <50) podmínky lemmatu pro 
množinu M, tedy bychom dostali spor. 

Tím je věta 2 dokázána. 

Důkaz věty 3. Nechť D = {/Jjai (n přirozené nebo n = co), nechť I,: má krajní 
body ah bit 

a) Nechť je splněna podmínka 2'. Pak stačí položit: 

/(*)= Z (&.-fl,)2.2-'. 
bi<X,fri6KD + 

b) Nechť je splněna podmínka 2. Položme ft(x) = £ (bř — a f )
2 . 2 _ í . Nechť 

b i < x 

{lki}lLi jsou všechny intervaly z D, které obsahují svůj pravý koncový bod, nechť 
{bki}

n=i jsou pravé koncové body těchto intervalů. Položme: 

f2(*) = fi(x) pro x £ {fc*,};! t 

/2M = /i(y) pro x = bkj, 

kde y je libovolný bod z/*,. 
Funkce f2 má ve všech bodech z <a, í?) až na body {bki}

n
i= t fz+(^) = 0. 

Přiřaďme nyní každému ordinálnímu číslu a ^ íJ (í2 je první nespočetné ordinální 
číslo) množinu reálných čísel následujícím předpisem ((M)* značí množinu všech 
izolovaných bodů množiny M): 

(i) M 0 = Ki. 
(ii) Jsou-li Ma definovány pro všechna a < j8 položme Mp = () Ma — (f) Ma)*. 

a<fi a<fi 

Je-li a # J Í , jsou M a, M* disjunktní. Je-li Ma =f= 0 je i (Ma)* 4= 0 (podle předpo­
kladu 2), tedy neprázdných množin Ma je spočetně mnoho. Tedy MQ = 0. 

Je-li x e K#, existuje nejmenší ordinální číslo /? tak, že x $ Mp> tedy x e ( f) Ma)*. 
a<0 

Zvolme <5(x) > 0 tak, že (x - <5(x), x + S(x)) n f) Afa = {x}. 
*a</? 
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Položme 

f3(x) = 0 pro x £ Kš ; 

f3(x) = S2(x) pro x e Kš . 

Nechť x0 e <a, b), x0 £K^ a nechť funkce f3 nemá v bodě x0 derivaci zprava 
rovnu nule. Potom existuje posloupnost 

Xi > x 2 > . . . > x 0 , Xj € Kp pro j = l , 2 , . . . ; lim xk = x0 
k-*co 

taková, že x0 e (xt — <5(xř), xt) pro všechna přirozená i. Každému Xj (j = 1, 2,...) 
přiřaďme nejmenší ordinální číslo aj tak, že Xj $ Maj. Je-li i > j = 1, je xř e (xj — 
— O*(xj), Xj), tedy xř £ f) ^«> a proto je af < a,. Tedy dostáváme klesající posloup-

a<aj 

nost ordinálních čísel, která je nekonečná, což je spor, tedy funkce f3 má v <a, b) — 
—K# (Ka" je spočetná) derivaci zprava rovnu nule. 

Položme nyní f(x) = f2(x) + f3(x). Tato funkce splňuje tvrzení věty 3. 
ob 

Poznámka 1. Nechť C je Cantorovo diskontinuum, (0, 1) — C = \j(ai9 b)9 
i = i 

při čemž toto sjednocení je disjunktní. Položme ve větě 3 D = {<aí5 bt), i = 1, 2,...}, 
N = <0, 1) — \J I. Tedy existuje funkce, která má ve všech bodech intervalu <0, 1) 

IeD 

derivaci zprava rovnu nule taková, že množina N z věty 2 je nespočetná. 

Poznámka 2. Z věty 2 vyplývá, že neexistuje funkce, která by splňovala tvrzení 
úlohy č. 2, str. 24 z [ l ] . 
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Summary 

A CHARACTERIZATION OF FUNCTIONS WHOSE DERIVATIVE 
FROM THE RIGHT VANISHES EXCEPT FOR A COUNTABLE SET 

„ DAVID PREISS, Praha 

Let D be a set of real intervals. We put KD(KD; HD) the set of x such that there 
exists I e D and y such that I = (x, y} po I = (x, y) (I = <y, x) or I = (y, x); I = 
= <y, x> or I = (y, x » . 

In the paper the following theorems are proved: 

Theorem 1. Let f be defined on <a, b). Let f[(x) = 0 on <a, b) — S, where S is 
a countable set. Then there exists a nonempty countable set of disjoint intervals D 
and a nowhere dense set N such that: 

V <a, b) = U I u J V ; U / n i Y = 0. 
JeD IeD 

2. Any non empty subset KD has an isolated point. 
3. / is constant on every interval I e D. 
4. If J, J are intervals, I e D, I g J, thenf is not constant on J. 

Moreover, if S = 0, then the following statement holds: 

2'. KD = 0 and any x e HD is an accumulation point of KD. 

Theorem 2. Let N e <a, b) be a nowhere dense set and let D be a countable set of 
disjoint intervals such that 1 and 2 are valid. Then there exists a function f defined 
on <a, b) such that f+(x) = 0 on <a, b) — S, where S is a countable set, and such 
that 3., 4. are valid. Moreover, if 2' also holds, then there exists a function f such 
thatf+ = 0 on <a, b) and 3., 4. are valid. 
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