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CHARAKTERIZACE FUNKCI MAJICICH AZ NA SPOCETNOU MNOZINU
DERIVACI ZPRAVA ROVNU NULE

Davip Preiss, Praha
(Doslo dne 15. prosince 1967)

Je dobfe zndmo, Ze kazdd funkce, kterd md derivaci rovnu nule je konstantni.
Dokoncé plati (viz [1], kap. 1, § 2, véta 2.):

Véta 1. Necht funkce f je spojitd na intervalu I. Necht vI — S, kde S je spocetna
mnoZina, je f, = 0. Potom je f konstantni v intervalu I.

Vznikd otdzka, nakolik je pfedpoklad spojitosti ve vété 1 podstatny. Ukazuje se,
Ze se dd v jistém smyslu vynechat. V této prdci je provedena ve vétdch 2,3 uplnd cha-
rakterizace funkci majicich aZ na spodetnou mnoZinu derivaci zprava rovnu nule.

Nejdiive zavedeme nékterd oznadeni:

Je-li D systém intervald redlnych &isel, oznaime:

Kp (resp. K, resp. H p) mnoZinu téch redlnych &isel x, pro kterd existuje I € D
a redlné &islo y tak, Ze I = (x, y) nebo I = (x, y) (resp. I = (y, x) nebo I = (y, x),
resp. I = <y, x> nebo I = (y, x)).

Vsechny dalsi pojmy a oznadeni jsou pfevzaty z[2] (specidlng termin ,,spoetny** je
pouZivdn ve smyslu ,,nejvys spoetny*).

Véta 2. Necht f(x) je definovdna v {a, b). Necht v {a, b) — S kde S je spocetnd
mnoZina, je fi(x) = 0. Potom existuje neprdzdny spocetny systém disjunktnich
intervalit D a mnoZina N Fidkd v {a, b) tak, Ze plati:

1. <a,b) =UIUN;UInN =90.

IeD IeD
2. KaZda neprdzdnd podmnoZ¥ina K}, obsahuje izolovany bod.

3. f(x) je konstantni na kaZdém intervalu z D.
4. Jsou-li I, J intervaly,1€ D, 1 § J, pak f(x) neni konstantni na J.
5. Je-li x € N, pak na Zddném intervalu obsahujicim x nenf f konstantni.

Je-li S = 0, prfejde podminka 2 v podminku:
2'. Kp = 0 a ka?dy bod Hy, je hromadnym bodem mnoZiny K.
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Véta 3. Nechr v <a, b) je ddna Fidkd mnoZina N a spocetny systém disjunktnich
intervalii D tak, %e plati 1,2. Potom existuje funkce f(x) definovand v <a, b), kterd
md v {a,b) — S kde S je spocetnd mno¥ina, f}(x) = 0 tak, Ze plati 3,4,5. Je-li
misto podminky 2 splnéna podminka 2', existuje dokonce takovd funkce f(x), Ze
mnoZina S je prdzdnd.

Ditikaz téchto vét se opird o ndsledujici

Lemma. Nechf funkce f(x) je definovdna v <{a, b). Necht existuje mno¥ina 9 +
+ M < {a, b) takovd, Ze plati:

a) KaZdy bod M je jejim hromadnym bodem zleva.

b) Funkce f(x) neni spojitd v Z2d¢dném bodé mnoZiny M.
Potom existuje nespocetnd mnoZina L < {a, b) takovd, Ze funkce f(x) nemd vlastni
derivaci zprava pro Zddné x € L.

Diikaz. Je-li x € M, ozna¢me &(x) takové kladné &islo, Ze v ka?dém okoli bodu x
je obsaZen bod y tak, Ze |f(y) — f(x)| = &(x). Polozme:

(i) Fy = <xy — &5, Xy + &), Fy =<x; — &, X, + &) kde x, < x, jsou
prvky M; 0 < ¢g; < min (%, 3¢(x))), i = 1,2; F; n F, = 0.

(i) Jsou-li Fp, e = {Xnyrome = Enyrooomer Xmsme + Eny,....me> definovany pro viech-

ny posloupnosti (ny, ..., n) &sel 1 a 2, je-li F,, ., N Fr,....m. = 9 pro vSechny
(nys oo m) * (my, ..., my); X, € M pro viechny (ny, ..., n,) poloZme:
Fopoooomei = ngoimei = Enpoecosmiest> Xnprcomsi T Engromeiy Proi = 1,2kdex, . <
< Xngyeric,2 jSOll pIka mnoiiny M n (xn; ..... me  Eny,.., me Xny nk); 0< Enyyenomicri <
< min (1/2°*1, (1/2**1) &(x,,,...m1)) PO i=1,2; F,,
Xpom) PO T =12 F, O F, .,=0.

.....

. T < (xnx,...,nk - 8n|,...,nk>

Bud P mnoZina vSech posloupnosti {n,, n,, ...}, kde n; je rovno bud 1 nebo 2 pro
i=1,2,... Polozme L= U N F,,,. . . MnoZina L je nespodetnd (viz [3],

{n1,n2,...}eP k=1

str. 345). ]

Necht x € L, pak existuje {n;, n,, ...} € P tak, 2 xe N\ F,, . ziejm& pro viechna
k=1

.....

pfirozend j je x < x,, ... Zvolme k pfirozené, pak existuje ko, = k + 2 tak, Ze
Xppoom € (X, X + 1/k), tedy existuje ye(x,x + 1/k) n (T
Xnymey + Enyom) taks Ze |f(¥) = f(xn,ome)| 2 €%y, m,)- Potom:

fO) = fX)] [ Cnyem) = fX)

y—Xx

g 2k+l

+

a tedy pro kazdé p¥irozené k existuje z € (x, x + 1/k) tak, ze

f(z) - f(x)

zZ—X

22

a tedy f nemd v bod¢ x vlastni derivaci zprava.
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Dukaz véty 2. Kdyby f(x) byla nespojitd v husté mnoZin& na n&jakém &dstecném
intervalu {a, b), dostali bychom spor s lemmatem. Tedy na kazdém &ste¢ném inter-
valu existuje interval, kde je f spojitd. Oznaéme N, mnoZinu bodi, které patfi do
né&jakého takového intervalu, N mnoZinu té&ch bodi, které do Zddného takového
intervalu nepatfi. Je-li x € N, poloZme:

a, =sup[(Nu {a}) n (=00, x>], b, =inf[(N U {b})n<x, +0)]

a oznalme I, interval s krajnimi body a,, b,, pfi éemZ a, eI, (resp. b, €1,) pravé
kdy? f je spojitd v a, zprava (resp. v b, zleva).

Necht D je mnoZina viech intervalt I, (x € N,). D je zfejm& neprdzdnd a spoetnd
a jsou splnény podminky 1, 4, 5. Vlastnost 2 plyne z lemmatu, vlastnost 3 z véty 1.

Je-li S = 0, je f spojitd ve viech bodech z {a, b) zprava, a tedy K; = 0. Kdyby
existovalo y, € Hp a §, > 0 tak, Ze (yo, Yo + d0) N K5 = 0 spliiovala by mnoZina
viech bodi nespojitosti funkce f v intervalu (yo, yo + 8,) podminky lemmatu pro
mnoZinu M, tedy bychom dostali spor.

Tim je véta 2 dokdzdna.

Dtukaz véty 3. Necht D = {I;}]_, (n pfirozené nebo n = o), necht I; md krajni
body a;, b;.
a) Nechf je spln&na podminka 2'. Pak staci poloZit:

fx)= Y (bi—a).27".

bisx,bieKp*
b) Necht je splnéna podminka 2. PoloZme fi(x) = Y. (b; — a;)*.27". Necht
bis<x

{I.}i=, jsou vechny intervaly z D, které obsahuji svij pravy koncovy bod, necht
{by}i-1 jsou pravé koncové body t&chto intervald. PoloZme:

folx) = fi(x) pro x¢{b}i-,
f(x) = fi(y) pro x=b,,

kde y je libovolny bod z I .

Funkce f, md ve viech bodech z <a, b) aZ na body {b;}}=, f3+(x) = 0.

Pritadme nynf ka?dému ordindlnimu &slu ¢ < Q (2 je prvni nespodetné ordindlni
&islo) mnoZinu redlnych &isel ndsledujicim pfedpisem ((M)* zna&i mnoZinu viech
izolovanych bodit mnoZiny M):

(i) M, = K5.
(ii) Jsou-li M, definovdny pro viechna « < B poloZme M, = ﬂ M, — (N M,)*

a<p

Je-li a & B, jsou M;, M} disjunktni. Je-li M, # 0 je i (M,)* =t= (2) (podle ptedpo-
kladu 2), tedy neprdzdnych mnoZin M, je spocetn€ mnoho. Tedy M, = 0.
Je-li x e Kj, existuje nejmensi ordindlni &islo B tak, Ze x ¢ M, tedy x € () M,)*.

Zvolme §(x) > 0 tak, Ze (x — §(x), x + 8(x)) n N\ M, = {x}. "
Ta<p
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PoloZme
fi(x)=0 pro x¢ K,
f3(x) = 6*(x) pro xeKj.

Necht x, €<a, b), xo ¢ K; a necht funkce f, nemd v bod€ x, derivaci zprava
rovnu nule. Potom existuje posloupnost

- -

Xy > X, > ...> X%, X;€EK pro j=1,2,...; limx, = x,

k= 0
takovd, Ze x, € (x; — d(x;), x;) pro viechna pfirozend i. KaZdému x; (j = 1,2,...)
pfifadme nejmen3i ordindlni &islo «; tak, Ze x; ¢ M,,. Je-li i > j 2 1, je x; e(x; —
— &(x;), x;), tedy x; ¢ | M,, a proto je a; < «;. Tedy dostdvdme klesajici posloup-

. a<aj

nost ordindlnich &isel, kterd je nekoneénd, coZ je spor, tedy funkce f; md v <a, b) —
—Kp (Kp je spotetnd) derivaci zprava rovnu nule.

Polozme nyni f(x) = f,(x) + f3(x). Tato funkce spliiuje tvrzeni véty 3.

Pozndmka 1. Necht C je Cantorovo diskontinuum, (0,1) — C = U (a;, b)),

i=1
pfi em? toto sjednocent je disjunktni. Polozme ve v&t&€ 3 D = {<a,;, b)),i = 1,2,...},
N = 0, 1) — U Tedy existuje funkce, kterd md ve vSech bodech intervalu <0, 1)
IeD

derivaci zprava rovnu nule takovd, Ze mnoZzina N z véty 2 je nespoletnd.

Pozndmka 2. Z véty 2 vyplyvd, Ze neexistuje funkce, kterd by spliiovala tvrzeni
ulohy &. 2, str. 24 z [1]. '
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Summary

A CHARACTERIZATION OF FUNCTIONS WHOSE DERIVATIVE
FROM THE RIGHT VANISHES EXCEPT FOR A COUNTABLE SET

. Davip PrEeiss, Praha

Let D be a set of real intervals. We put K;(Kp; Hp) the set of x such that there
exists I€ D and y suchthat I = (x, > pol = (x,y) (I =y, x)orl =(y,x); I =

= {y,xyorI = (y, x)).
In the paper the following theorems are proved:

Theorem 1. Let f be defined on {a, b). Let f{(x) = 0 on {a, b) — S, where S is
a countable set. Then there exists a nonempty countable set of disjoint intervals D
and a nowhere dense set N such that:

1. <a,b)=UIUN;UInN = 0.

IeD IeD
2. Any non empty subset K, has an isolated point.

3. f is constant on every interval I € D.
4. If1, J are intervals,I € D, 1 & J, then f is not constant on J.

Moreover, if S = 0, then the following statement holds:

2'. K5 = 0 and any x € Hy, is an accumulation point of K}.

Theorem 2. Let N € {a, b) be a nowhere dense set and let D be a countable set of
disjoint intervals such that 1 and 2 are valid. Then there exists a function f defined
on {a, b) such that f',(x) = 0 on {a, b) — S, where S is a countable set, and such
that 3., 4. are valid. Moreover, if 2’ also holds, then there exists a function f such
that f', = 0 on <a, b) and 3., 4. are valid.
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