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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 94 (1969), Praha 

VĚTVÍCÍ SE PROCESY SE SPOČETNOU MNOŽINOU TYPŮ ČÁSTIC 

STANISLAV KOLDA, Pardubice 

(Došlo dne 8. prosince 1967) 

0. ÚVODNÍ POZNÁMKY 

Obyčejné větvící se procesy, viz např. [1], [2] nebo [3] jsou definovány jako spe­
ciální třída Markovských procesů. Tyto obyčejné větvící se procesy byly dále různým 
způsobem zobecňovány, komplikovány nebo omezovány. Jedním způsobem zobec­
nění je zobecnění stavů těchto větvících se procesů a to tak, že rozšiřujeme množinu 
typů částic systému anebo zobecňujeme stavový prostor. Viz např. [3], [5] a [6]. 

V této práci je zobecněn klasický případ větvícího se procesu s konečným počtem 
typů částic na větvící se proces se spočetným počtem typů částic. Vyšetřování tohoto 
zobecněného větvícího se procesu je provedeno metodou vytvořujících funkcí. 

Pro asymptotické vlastnosti větvícího se procesu se spočtenou množinou typů 
částic je rozhodující maximální kladné reálné charakteristické číslo lineárního operá­
toru, vyjádřeného nekonečnou maticí prvních faktoriálních momentů. Proto se 
v kap. 3 zkoumají vlastnosti maticového operátoru M a zavádí se pro něj takové 
předpoklady, aby splňoval požadavky potřebné při studiu asymptotických vlastností. 

Asymptotické vlastnosti větvícího se procesu se spočetnou množinou typů částic 
jsou předmětem posledních tří kapitol. V těchto kapitolách je ukázáno za jakých 
podmínek a v jakém rozsahu se zachovají pro spočetný počet typů částic asymptotické 
vlastnosti větvících se procesů známých pro konečný případ. 

1. DEFINICE SMT-PROCESU 

Uvažujme větvící se proces s konečným počtem typů částic popsaný např. ve [2]. 
Oproti tomuto větvícímu se procesu uvažujme částice spočetně mnoha typů Tt 

(i = l,2,3,...). 
Systém v čase t bude charakterisován spočetně rozměrným vektorem a = 

=-= (ai»a2, a3,...) s celými nezápornými složkami. Předpokládejme, že počet všech 
částic v každém časovém okamžiku t = 0,1, 2,... je vždy číslo konečné. 
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Označme: 
00 

A = {a = (a l5 a2, a3,...) : ]T cct < co, ař čísla celá nezáporná} 

Z vět o spočetných množinách vyplývá, že množina A je množina spočetná. 
Označme: 

Pu e A soubor částic, které vzniknou během časového okamžiku z j-té částice i-tého 
typu 

ex =(0, ...,0,1,0,...) 
eH =(0,. . . ,0,2,0,. . .) 
eu = (0,..., 0, 1, 0,..., 0,1, 0,...) pro i * j 

i-tá j-tá souřadnice 
0 = (0,0,0,...), í = (1,1,1,...) 

Definice 1.1. Větvící se proces se spočetnou množinou typů částic, krátce označeno 
SMT-proces, je vektorový markovský proces, homogenní, s diskrétním časem, jehož 
stavy jsou vektory z množiny A. 

Pravděpodobnosti přechodu ze stavu a do stavu p (a, P e A) za čas t (t = 0, 1, 2,...) 
Pf(ř) = P(x(t) = p I x(0) = a) mají pro a, /?, y, /?í7, eř € A následující vlastnosti: 

2) i m = i. 
(1.1) i)PÍ(t)^o, 

3 ) ť " W _ \ 0 ' pro a 4= A 

4)PÍ(í 1 + t2) = Z P ^ 1 ) P ; ( t 2 ) , 
/íeA 

OO <2i 

5 ) p f(0 = Z 11 E[ ^ ' ( 0 (P r o a i = °> položíme příslušný faktor ro-
lfiij = P i=í j=l 

ven jedné). 

Vlastnost 4) je zvláštním případem Chapman-Kolmogorovovy rovnice a vlast­
nost 5) je charakteristickou vlastností větvícího se procesu. 

Nadále budeme značit P*.(í) = P?(í). 

Definice 1.2. Nechť a,/?eA, x = (xu x2, x3,...) je spočetně rozměrný vektor 
OO 

s reálnými složkami xt e <0, 1>. Označme xa = \\ x*\ 

Vytvořující funkcí rozložení pravděpodobností P\(i) nazveme 

(1.2) Fk(t,x) = Yx'P*k(t). 
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Vytvořující funkcí rozložení pravděpodobností Pf(t) nazveme 

(1.3) Fa(.,x) = YVP£(0. 
peA 

Věta 1.1. Nechť Fk(t9 x) je vytvořující funkce definovaná (1.2). Potom platí: 

(1.4) a)F,(í,T) = l, 
b)|F,(ř,x)| = l, 

C) n(i) = - i _ pK(t,*yi 
J W a1!...a r!L^1

1...5^-J. 
Důkaz. Tvrzení a) a b) vyplývají z (1.1). Tvrzení c) dokážeme následovně. Volme 

x r + 1, x r + 2,. . . pevná. Potom Fk(t9 x) je mocninnou řadou proměnných xí9...9xr. 
Vyjádříme-li Ffc(ř, x) následovně 

00 

' F&,x)= I ( £ P$Í)x%+}x?X..)x\#-#\ 
ki,...,kr=0 <zeA 

ot = ki 
i= l , . . . , r 

potom na základě vlastností mocninných řad jest 
r 

s p , ( f ) j - ̂  = &>F(t;0 Ox ) ^ 
aeA s = r+ 1 k! ! . . . k r ! Sx*1 . . . GXr

r 

<Zi = kifi= 1 , . . . , r 

takže pro dané a e A platí (1.4) c). 
Označme pro xt e <0, 1>, i = 1, 2, 3,... 

F(t9 x) = (Ft(t9 x)9 F2(t9 x)9 F3(t9 x)9...), 

F?Xt9x) = ±Ftt9x). 
oxr 

Věta 1.2. Buďte FJ(trx)9 Fa(t9 x) vytvořující funkce definované (1.2) a (1.3). Potom 
platí: 

a) vytvořující funkce Fk(t9 x) vyhovuje funkcionální rovnici 

(1.5) Ffc(ř + T; x) = Ffc(í; F(r, x)); 

b) pro oce A 
00 

(i.6) FI(ť,x) = n ( r i ( í ^ ) r . 
i = l 

Důkaz. Postup důkazu (1.5) je stejný jako ve větě 1, § 2, kap. I. z [1]. Tvrzení (1.6) 
vyplývá z (1.3), (1.1)5) a důkazu tvrzení (1.5). 
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Věta 1.3. Buďte Ft(t, x), Fp(t9 x) vytvořující funkce z definice 1.2. Potom platí 

FP(t + t0, x) = £ F(p(t, F(t0, x)) F<;\t0, x) . 
r = l 

Důkaz. 

F\»{t + t0,x) = Z £ xjx*/-1 fi <' p1(t) P%h) = 
s = l 
5 * J 

0 e A /?€^l r = l s = l 
5 * r 

= i m ғж x) = i pf(o s A Er(ío, *)'--i п ^ o . *У' Wo. x) 
ØЄЛl Г = l 5 = 1 

s Ф r 

= £T^(ř sҒ((o,x))Ғ<J)(í0,x). 

2. FAKTORIALNI MOMENTY 

Faktoriální momenty definujme souhlasně s [1] a [4], Rozepíšeme-li tyto vzorce, 
dostaneme např. pro faktoriální momenty 1. řádu vyjádření 

(2-1) M,,(í) = £ « 0 ) = I ^ I J f ( 0 ' 
fieA 

(2-2) Af.^t) = Ej(XJ{t)) = XPJP>(t) 
fieA 

a pro faktoriální momenty 2. řádu vyjádření 

(2.3) Mi>Uk)(t) = £LY/í) Xk(t)) = I ^ A P>(t) , j + k, 
fieA 

(2.4) M^^zm-vm, 
fieA 

(2.5) Ma ,w(í) = £PAP%t), j + k. 
fieA 

Snadno se přesvědčíme, že pro tyto faktoriální momenty platí následující vztahy: 

(2.6) MiJ(t) =±Fi(t.x)\x=T, 
dXj 

AIaií) = / - I % . M U T , 
OXj 

d2 

Mujk)(t) = — — F & *)\x-T > J * k, 
Oxy. Gx*. 
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Mi,uÁt)=^Ht>x)\x-T> 

d2 
M*,Uk)(t) = r — — FlU * ) | * = T , j 4= k . 

OXj oxk 

O faktoriálních momentech budeme vždy předpokládat, že sup £M ř J(l)„ 
sup £M i ) ( i k ) (l) a sup Z M w f c l ) ( l ) jsou konečné. ' ' 

i j,k i j,k,l 

Použitím (2.6), (1.6) a (1.4)a) se dokáží následující vztahy pro dané a e A9 dané I, k 
a libovolné t = 0, 1, 2, . . . 

(2-7) MaJ(t) = YxiMitj(t)9 

i - l 

oo 

(2.8) Ma>w(t) = £ [af M rW(í) + ar(ar - l) Mr,,(í) Mr>t(í)] + 
r = l 

oo 

+ Z Wm Mr,/í) Mm>fe(ř) . 
r ,m= 1 

r=#m 

Vztah (2.8) lze vyjádřit také takto: 

(2.9) MaÁjk)(t) = £ar MrÁjk)(t) + GXMJO) (Z«i ^^(0) -
r i i 

- £ a . M u ( ' ) M i . * ( t ) . 
i 

Označíme-li M(t) = {Mitj(t)}ifp i,j = 1, 2, 3,... nekonečnou matici faktoriálních 
momentů 1. řádu, M.Ájk)(t) = {MiÁjk)(t)}i9 i = 1, 2, 3,... nekonečný sloupcový 
vektor faktoriálních momentů 2. řádu pro pevné j , k9 z.ÁJk)(s91) = {ZMi>(r>m)(s) . 

r,m 

. Mrj(t)Mmk(t)}i9 i = 1, 2, 3,... nekonečný sloupcový vektor pro pevné j , k, 
potom pomocí (1.1)4), (2.7) a (2.8) se dokáží vztahy obdobné vztahům (3.9) a (3.10) 
ze [4]. 

Platí 

(2.10) M(s + i) = M(s)M(t) 

(2.11) M.Ájk)(s + t) = M(s) M.Ájk)(t) + z.Ájk)(s91) . 

Věta 2.1. Nechť sup ]£Mjj(l) je konečné. Potom sup Z^» j(0 1^ konečné a platí 
( i 1 i J 

(2.12) M(í) = [M(l)]<. 

Důkaz. První část tvrzení se dokáže úplnou indukcí pomocí (2.10). Vztah (2.12) 
vyplývá z (2.10). 
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Věta 2.2. Nechť sup Y,M i Ájk)(i) < co a sup jM^/1) < co. Potom 
i j,k ' i j 

sup £Mi,U*)(0 < oo 
i j,k 

a pro pevné j , k platí 

(2.13) M.,ufc)(í) = £ M(t - T) z.p(Jk)(x - 1) , ř = 1,2,3,... 
T = l 

přičemž z.>Uk)(í) = {EM i > ( r m )(l) M,,/í) Mm>)l(í)}i, í = O, 1, 2, ... 
r,m 

Důkaz. Důkaz obou tvrzení se provede úplnou indukcí. V prvém případě se 
použije vztahu (2.11), v druhém případě je důkaz obdobný důkazu (3.14) ze [4]. 

Věta 2.3. Nechť platí předpoklady věty 2.2. Nechť pro všechna t, fc ̂ Mit(jk)(í) g. 
^ LMi jlc(l), kde L > O, konečné. J 

Potom pro všechna t, k a pro dané t platí 

(2-14) YM / > w ( í ) šL,M i > f c ( í ) , 

Lř > O, konečné. 
Důkaz. Použitím (2A3), předpokladu této věty a (2.10) jest 

LX,Ufc)(t) = v. i Y M J . -1) ZS.0-*)(T - i) = 
J J T = l S 

= L £ sup V ^ / T - l)£M i>s(í - T) VMs>m(l) Mm>fc(T - l) = L, Miik(t) . 
x = 1 r j s m 

Definice 2.1. Řekneme, že SMT-proces degeneruje, jestliže nezůstala ani jedna 
částice uvažovaných typů. 

Pravděpodobnost, že proces začínající s jednou částicí typu i degeneruje v čase ř, 
je Pf(t) = P(X{t) = 0/X(0) = eř). 

Pravděpodobnost, že proces začínající s jednou částicí typu í dříve nebo později 
degeneruje je lim Pf(t) = P. 

í-*oo 

Volíme-li 

(2.15) Q.(í) = 1 - Pf(t) , 

potom Qi(ť) je pravděpodobnost, že SMT-proces s počátečním stavem et nedegene-
ruje k časovému okamžiku t. 

Označíme-li 

(2.16) H{U x) = Fi(t9 x) - 1, 
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potom je zřejmé, že 

H.(t,0)= -Qi(t). 

Věta 2.4. 

F^t, x) = 1 + EM,,,(í) (X, - 1) + i E M , ^ . , X) (X, - 1) (x, - 1) , 
i j * 

kde MUUk)(t, x) < MiÁjk)(t), xf e <0, 1>, i = 1, 2, 3,... 
n 

Důkaz. Uvažujme a = (al9..., aa, 0,...); označme g(x) = J~[ x"y; podle Tayloro-
va vzorce jest J==1 

n í ss 

*(*) = 1 + f a / x ; - 1) + i I a/*k'-^-(xj - l)(xk - 1) + 
i = t M = - CyCk 

n 

+ i Ž « X « j - 1 ) S - = Í 7 ^ ( ^ - 1 ) 2 . kde X S < ^ < 1 , s = l ,2, . . . ,n. 
J-i tj 

Je zřejmé, že 

0 = ^ < a , a f c a 0 < ^ < a,(«, - 1) . 

Tudíž 
dxj dxk dx] 

F{t, x) = X x* P*(t) = E P1(t) + E E a,(x, - 1) P*(t) + 
aєA aєA aєA j 

+ i E E f ^ 1 (*, - i) (** - i) m = i + E(*, - i) м,,,(t) + 
aєA j,k OXj ÖXk j 

+ i E ( * J - !) Ы - 1) Mf>(,fc)(ř, x), 
j,к 

kde 

M .Wí. *) = E | ^ Ş - ^(0 < м.^t). * < Í < ï. 
aєA ÕXj ÔXк 

Věta 2.5. 

|H,.(ř,x)| = lM„,(0. 
i 

Důkaz: Pro xf e <0,1> , i = 1, 2, 3, ... a ř = 0, 1, 2, ... je Mt<Uk)(t, x) = 0. 
Tudíž podle věty 2.4. Qt(t) = 1 - F.(f, 0) = EMf>,(í). Jelikož Ff(ř,x) = Ff(í, 0), 

je |Hf(ř, x)| < 1 - Ff(í, 0) = Qf(0 a tedy \H](t, x)\ < YM„,(0. 
j 
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Dosazením do věty 2.4. za Xj výraz Fy(T, x), nebo obdobnou úvahou jako ve větě 
2.4. se dají dokázat následující vztahy: 

(2.17) Hlt + T, x) = IM,,//) Hj(x, x) + \ YMuuÁ^ T> *) HA*> x) #*(T> *) > 
J J>k 

kde pro xt e <0, 1>, MiÁjk)(t, x, x) S MiÁjk)(t); 

(2.18) H^ + T, x) = l M f j(ř) Hj(x, x) + 1 I M W k ) ( 0 H / T , X) Hk(
T> x) + 

./ L* 

+ i Z Á*i,(./fcr)(ř> T> *) Hi(T> x) Hk(x, x) Hr(x, x) , 
j,k,r 

kde MiÁjkr)(t, x, x) S MiÁjkr)(t) pro x, e <0,1> 

(2.19) F?(t, x) = Mi>r(t) + lM i j ( r i ) ( í , x) (x, - 1) , 
j 

kde MiÁrj)(t, x) S MiÁrj)(t) pro xř- 6 <0, 1> 

(2.20) F[J\t + T, x) = I[M i>r(0 + WuUU t, x) . 
r s 

.(F r(T,x)-l)]F^>(T,x), 

kde M i ( r s )(ř, T, X) g M i > ( r s )(í) pro x ř e <0, 1>. 

3. MATICOVÝ OPERÁTOR M 

Nekonečná matice prvních faktoriálních momentů M = {M£j(l)}řj, i,j = 
= 1,2,... splňující předpoklad sup£M t j( l) < oo je lineárním operátorem M 

i J 
v prostoru m, který každému x = {x j , G m přiřazuje {^MÍJX^ e m. 

1 
Současně nekonečná matice prvních faktoriálních momentů splňující předpoklad 

sup J]M|j(l) < oo je lineárním operátorem M' v prostoru ll9 který každému }> = 
i j 

= {.VJí e h přiřazuje ££M, j ^ } , e lv 
i 

Protože prostor m je adjungovaný k prostoru ll9 je operátor M adjungovaný 
k operátoru M'. Vlastní vektory operátoru M budeme nazývat pravé vlastní vektory \i 
a vlastní vektory operátoru M' budeme nazývat levé vlastní vektory v. 

V následujících větách stanovíme podmínky, za kterých budou mít maticové ope­
rátory M a M' obdobné vlastnosti jako konečné matice prvních faktoriálních mo­
mentů. K zobecnění těchto vlastností je použito článku [8] a vět z [9] a [10]. 

Věta 3.1. Nechť maticový operátor M je striktně positivní a kompaktní. Nechť 
spektrální poloměr operátoru M je větší než nula. Potom 
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a) existuje maximální charakteristické číslo R > O, které je jednoduché a ne­
existuje jiné charakteristické číslo R' takové, že \R'\ ]_ R; 

b) charakteristické číslo R odpovídá vlastním vektorům, pravému \x a levému v, 
které jsou jednoznačně (až na násobek) určeny a pro které platí 

(3.1) 0<aSl*iSb9 0 = v,, Jjj< co i,j = 1,2,3,... 
*• j 

c) platí 

(3.2) E M ř J ( 0 lij = *Vi> Zvf M j ř ) = liřv, 
I * 

d) vlastní vektory se dají normalizovat tak, že 

(3-3) 5>, = 1, 1 / ^ = 1 
I I 

e) existuje O < r < 1 řafc, že platUli (33) je 

(3.4) sup I | J T » A í j í ) - /ífv,.| = 0(r>) . 
i j 

Důkaz. Jelikož podle předpokladu operátor M je kompaktní, vyplývá z [10] 
kap. III. § 3. Věta 1., že též operátor M' je kompaktní. 

Ježto operátor M' je positivní a kompaktní, platí podle [8] Dodatek 1. str. 917 
a podle [9] kap. 7. § 3 Lemma 7, že JR > 0 je reálné maximální charakteristické číslo 
obou operátorů. 

Jelikož operátor M je striktně positivní, potom podle [8] Věta 9. je R jednoduché 
charakteristické číslo a podle [8] Dodatek 1. str. 917 příslušný vlastní vektor juje 
nezáporný. Podle Fredholmovy alternativy z [9] kap. 7. je také vlastní vektor v 
operátoru M' určen jednoznačně a je opět nezáporný. 

Z předpokladu, že M je striktně positivní, plyne, že ke každému j existuje otj > 0 
tak, že inf M ř j = a,-. Jelikož pro aspoň jedno j fij 4= 0, platí pro každé i Rfit = 
= YMuPi = Mijiij = a' > 0 a z toho plyne ^ ^ a > 0 pro všechna i. Protože 

i 
ju e m je zřejmě nt = b pro všechna i. 

Jelikož existuje alespoň jedno i takové, že vt > 0, a protože MřJ- > 0 pro všech­
na i,j, platí pro každé j Rvj = JjiMtj = MjjVř > 0. Takže v,- > 0 pro všechna j . 

i 
Jelikož v e lu je zřejmé, že ]£vj < co. 

i 
Tvrzení c) se dokáže úplnou indukcí a důkaz tvrzení d) je zřejmý. 
Z [8] Věta 11. a ze zpřísněného tvrzení této věty pro případ, že operátor M je 

kompaktní (str. 924 za dodatkem), plyne, že existuje operátor D a číslo 0 < r < 1 tak, 
že fljr'fAff - D|| < r\ přičemž D2 = D. 

Jestliže maticový operátor M má vlastní vektory \i a v, potom i tytéž vlastní vektory 
má maticový operátor Mř a D. 
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Jelikož D2 = D9 tzn. £Di ,,/>,,* = Dik9 je pro každé k {Djtk}j vlastní pravý vektor 

a pro každé i {DitJ}j vlastní levý vektor. Existuje tedy ck a dt tak, že Djtk = cfcjUy 
a Ditj = džVj. Platí tedy, že YAcfikPj == ^ i * a z tohoto výrazu při podmínce (3.3) 

j 

plyne df = pii9 takže Difj = jijVj. 

Věta 3.2. Nechť pro všechna i9 ť9j a pro konečné k > 0 platí: Mitj(í) £ k Mrj(í). 
Nechť všechny sloupce maticového operátoru M jsou nenulové. Potom 

a) pro všechna i, ť9j a pro t = 1, 2, 3,... 

(3.5) i M ^ g M j O ^ f c M ^ / í ) , 
k 

b) maticový operátor M je kompaktní a striktně positivní, 

c) existuje 0 < y, d < co íak, fe Pro všechna i, j 

(3.6) 7 v i = R - ř M ř J ( í ) = ^ , 

d) ke kladnému e existuje t1 tak, že pro t ^ tt a pro všechna j 

(3.7) s u p | R " ř Mi j(t) - fiiVj\ < svj . 

Důkaz. Tvrzení a) se dokáže úplnou indukcí. 
Dokážeme nyní, že maticový operátor M je kompaktní. Podle [9] kap. 4. § 6. 

Věta 5. stačí dokázat, že k libovolnému e > 0 existuje rozklad I = {1, 2, 3,...} na 
konečně mnoho disjunktních množin Il9...,Is a body w řeJ (i = 1,2,..., s) tak, 
že pro aem 

(3.8) sup sup \ZMntJaj - E M » , A | < e • 
j | f l j jš l ne/ . 1 1 

oo 

Jelikož k danému e > O a danému k > O pro i = 1 existuje j 0 tak, že £ Mlf/- < 
< e/3k, potom za předpokladu této věty pro všechna i a pevné I"0 jest •/o+x 

(3-9) Í M , / . š f c > : M 1 , , < ^ 
io + i Io + i 3 

Z předpokladu této věty vyplývá, že pro každé j (j = 1, 2,..., I0) existuje rozklad 
J = {1, 2, 3,...} na konečně mnoho disjunktních množin Il9I2, . . . , I S . tak, že 
| M m j ~ Mnj\ < eIVo P ^ n, nř el;. 

Existuje konečné zjemnění Il9 J 2,..., Is, s =" 5J0 těchto j 0 rozkladů takové, že pro 
j = 1,2, . . . ,I 0 , i = 1, 2, ..., s 

(3.10) sup IM.^ ~ M m J | < - L . 
n6/ .̂ 3y0 
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Z následujících nerovností je zřejmé, že operátor M je kompaktní. Viz (3.8). 
Neboť pro ||a|| <; 1 podle (3.9) a (3.10) jest 

I Í X . . A - YM»Jaj\ =" tlMuuj - MnJ\ + £ M„.>y + £ MKJ < * . 
J j 1 jo + 1 J o + 1 

Dokážeme dáte, že operátor M je striktně positivní. Podle předpokladu této věty 
existuje ke každému j , ij tak, že Mijtj > 0. Nechť a{ = 0, a 4- 0; potom existuje 
alespoň jedno j tak, že aj 4= 0 a tedy pro všechna i {Ma}ř = YMuaj = Mi,jaj = 
_ (1/fc) M| j = a > 0. Z toho je již zřejmé, že operátor M je striktně positivní. 

Pro dané i, j a pro i' = 1, 2, 3,... jest podle (3.5) a (3.1) 

R-'< M^vy žkRT* MvJÍ)vv . 

Sečteme-li tuto nerovnost přes všechna ť a použijeme-li vztahů (3.2) a (3.3) dostane­
me, že R~* Mijt) S kvj. Obdobně se dokáže nerovnost R~* Mijt) ^ Vjjk. Tím 
je dokázáno tvrzení c). 

Položme T = 2ř. Potom 

S U P | R - T M Í J ( T ) - fiivj\ = 

= sup | n * ~ ř Mi>k(t) R~' MkJt) - toR-\ MkJt)\ = 
i k 

á supX|*" ' MUk{i) - niVk\ R-' MkrJ{t) . 
i k 

Nyní pomocí (3.4) a (3.6) se snadno dokáže tvrzení d). 
V předešlých větách jsme stanovili podmínky, za kterých maticový operátor M má 

charakteristické číslo R a vlastní vektory \i a v. Při určení, zda SMT-proces je dege-
nerující, má rozhodující význam právě charakteristické číslo maticového operáto­
ru M. 

Je to obdobné jako v případě větvícího se procesu s jedním typem částic, kde první 
faktoriální moment rozhoduje, zda proces je degenerující. V případě větvícího se 
procesu s konečným počtem typů částic má rozhodující úlohu charakteristické číslo 
konečné matice prvních faktoriálních momentů. 

Jako v obou těchto případech je i u SMT-procesu kritickou hodnotou číslo jedna. 
Budeme tedy dále uvažovat o třech hlavních případech, a to o těch, kdy hodnota 
charakteristického čísla bude větší, menší nebo rovna jedné. Za těchto tří různých 
předpokladů dokážeme v následujících třech kapitolách asymptotické zákony pravdě­
podobnosti degenerace. 

Za předpokladu i* < 1 je odvozena věta analogická části věty z [4]; v případě 
R = 1 věta analogická větám ze [7] á za předpokladu R > 1 věta analogická větám 
-[-]• 
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4. PŘÍPAD R < 1 

Odvodíme nejprve několik pomocných vět, které budeme potřebovat k důkazu 
věty hlavní. 

Věta 4.1. Nechť platí předpoklady věty 3.L Nechť 

sup £MlfXl) < oo a sup £ AÍWk)(l) < oo . 
i j » j,k 

Potom existují kt > O, k2 > O tak, že pro všechna t platí: 

sup E M uO) ^ M * > sup IMi,u*)(0 -š M ' • 
i i 

Důkaz. Z (3.1) a (3.2) plyne O = a £AÍ(J(.) = £Af"ij(í) /j/ = *'/*. a t e dy 

i EM u( í ) = « ' - = !<!*'• 
i 

Podle (2.13) 

sup 

A W O = I L X - i ' - t) W * • ' - 1) . .i 
T = l S 

Jelikož 
t t 

sup MitUk)(t) S £ sup£Mř>s(í - T) sup zSÁjk)(% - 1) ^ £ k ^ * sup Z#>OÍ)(T - l) 
т = 1 i s 

S UP E Z

S,(jk)(T - -) = S UP Z Z M

S,(rm)(l) Mr>J-(T - 1) Mm>k(T - l) = 
s 7,fc s j,& r,m 

= k 2K 2 t- 2 sup £ Ms,(rm)(l) g /c'R2t~2 , 
s r,m 

potom 

S U P I Af , , w (0 = I M'" '* ^ 2 t " 2 = k2R'. 
i j,k T=l 

Věta 4.2. Nechť platí předpoklady věty 4.L Potom existují k3 > O, k4 > O řak, 
ze pr0 všechna t,x a pro xt e <0, 1>, i = 1, 2, 3, ... platí 

(4.1) SUp £ M
W k ) ( í , T, x) |H,<T, x)| =• M * + * > 

i J,* 

(4.2) sup l ^ ř , x)| = fc4R'. 
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Důkaz. Podle věty 2.5. a věty 4.L jest 

(4.3) sup \Ht(x, x)\ g kxR
T 

a 

sup S Mi.uk&t> ^ *) \HA^ *) | á fcjR^-R' = k3R
t+x. 

i L* 

Tvrzení (4.2) se snadno dokáže pomocí (2.19) a věty 4.L 

Věta 4.3. Nechť platí předpoklady věty 4.L Potom R"* ifř(ř, x) konverguje pro 
t -• co stejnoměrně vzhledem k i a vzhledem kxte <0,1> i = 1, 2, 3,... fee konečně 
funkci gj(x). Pro x = O 

Důkaz. Postup důkazu je obdobný důkazu věty 4.2. ze [4]. K důkazu použijeme 
věty 3.1., podle které pro dané e > O existuje Ttakové, že pro xl9 x2 > T 

sup £|!TTl Mu(x%) - R~*> Mu(x2)\ < e . 

Dále použijeme vztahů (4.3) a (4.1). 

Věta 4.4. Nechť platí předpoklady věty 4.L Potom R~'* H\J)(t, x) konverguje 
stejnoměrně vzhledem k i a vzhledem k x{ e <0,1>, i = 1, 2, 3,... 

Důkaz. Postup důkazu je stejný jako u věty 4.3. K důkazu se použije (2.20), 
věty 3.1., (4.2) a (4.1). 

Hlavní věta: Nechť maticový operátor M je striktně positivní a kompaktní, nechť 
sup £ Mii{m(í) < co. 
i J.k 

Potom existují pro všechna i konečné limity 

(4.4) lim R-tQfa) = K,, kde Kt > O . 
Í-+00 

Důkaz. Ve větě 4.3. je dokázáno, že R~* Qt(t) --+ Kt = 0. Dokážeme nyní (4.4). 
Důkaz provedeme sporem. 

Předpokládejme, že R~* Ht(t, 0) = R"f Qi(t) -* 0. Jelikož Ht(t, x) je neklesající 
funkcí vzhledem k Xj e <0,1> je i gt(x) neklesající funkcí vzhledem k Xj e <0,1>, 
j =- 1, 2, 3,... Podle (216) a (1.4) Ht(t, I) = 0, a tudíž z věty 4.3. plyne, že gffl = 0. 
Ježto podle předpokladu gř(0) = 0, nutně z tohoto vyplývá, že 

(4.5) 0ř(x) = O pro x,e<0,1> , j = 1,2, 3,... 
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Označme x = (1, . . . , 1, Xj, 1,...), Xj e <0,1>. Jelikož R~' H{t, x) -* g{x) stej­
noměrně vzhledem k i a Xj e <0,1> a podle věty 4.4. R~' H\J)(t, x) stejnoměrně kon­
verguje vzhledem k i a pro x} e <0,1>, platí podle věty o konvergentních posloup­
nostech, že R- H\J)(t, x) -+ g\J)(x). Tudíž g\J)(T) = lim R- H\J)(t, I), takže podle 

(2.16), (2.6) a věty 3.1. g\J)(T) = /ítVj > 0, což je spor s (4.5). Platí tedy nutně (4.4). 

5. PŘÍPAD R = 1 

Odvodíme nejprve několik vět, které budeme potřebovat k důkazu věty hlavní. 

Věta 5.1. Nechť platí předpoklady věty 3.1. a nechť pro všechna k Pj(ť) —• 1 1 ) . 
Potom sup (1 - pj(ť)) -> 0. 

k 

Důkaz. Z (2.16), (1.2) a (2.17) plyne 

(5.1) sup (1 - Pf(t + s)) S sup %MkJs) (1 - Pj(t)) . 
k k j 

K danému e > 0 existuje podle (3.4) s0 tak, že pro s > s0 platí 

(5.2) sup Y\MkJ(s) - iikVj\ < e . 
k j 

00 

K danému e > 0 existuje j 0 tak, že ]T v,. < e. Rovněž k danému e > 0 existu-
1=1o+i __ 

je ř0 tak, že pro t > t0 a pro j = 1,2,..., j 0 , 1 - Pj(ť) < e. Tedy pro t > t0 

Ev/i - pj(t)) = ž v/i - pj(0) + f v/i - P7(0) * <i + *0 
1 J = l 1=10+1 

a 

(5.3) sup ft £ v / l ~ Pj(t)) Ž «<*' + 1) « • 
* 1 

Pomocí (5.1), (5.2) a (5.3) se snadno dokáže tvrzení věty 5.L 

Věta 5.2. Nechť platí předpoklady věty 3.2, předpoklad věty 5.1. a nechť pro 
všechna i, fc £M ř ( j k )(l) ^ CMÍJk(l), fcde C je kladné, konečné číslo. Potom pro 

j 

libovolné celé n platí 
Hj(t + n, x) ^ fii 

Hj(t,x) ^fij 

stejnoměrně pro xt e <0,1) a stejnoměrně vzhledem k i a j . 

*) Obdobně jako v případě s konečným počtem typů částic lze dokázat, že tento předpoklad je 
splněn, neexistuje-li tzv. finální třída částic. 
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Důkaz. Pro t ^ s platí podle (2.17) 

(5.4) H{t9
 x) = HMu(s) Hj(t - s, x) + i X Ař|f(jk)(s, f, x) . 

I j,k 

. H,(í — s, x) Hk(t — s, x) 

a jelikož druhý člen na pravé straně je nezáporný, je zřejmé, že pro xř 6 <0, 1) 

(5.5) £Mí>y(s) Я/ í - s, x) < Я((ř, x) < 0 . 

Takže použitím věty 2.3. a věty 5.1. můžeme výraz (5.4) následovně upravit 

_ _ ^ - - l | á i s u p | f l X . - . , . * ) | . 
LMi,As) IIA' ~ s,x) | , 
j 

. Z
T ^ y ^ = * sup \Hj(t - s, x)| á fc sup (1 - Pj(t - , ) ) < « . 

2>íiA5) FA*"" s> *) | > ' 
i 

T. zn., že k libovolnému s > 0 a s = 1 existuje ^(s) ^ s tak, že pro všechna t > tu 

pro všechna i a pro xř e <0,1), platí 

(5.6) H{t, x) 
2>,j(s)ЯXt-s,x) < є . 

Dokážeme dále, že k libovolnému e > 0 existuje s t tak, že pro všechna s ^ s l9 

ř ^ s, pro všechna i a xf e <0,1) 

(5.7) 
YM^Hjit-s^) 

Mi E v i HA* - s> *) 
1 

Použitím vztahů (3.7) a (3.1) můžeme psát 

- 1 < e , 

Y,M M (s) f lX '- s .*) 

• i-« S v / H X ř •-— s ' x ) 

sup £|ÄÍ.Js) - Ѓ | V . | |яXt -s , x)| 
< -1 i . 

a tím je dokázáno (5.7). 
Označme 

/ř(s, ř, x) = 

Mł E v i я X ř ~ s> x ) 

Яŕ(r, x) 

g - = £ 
a 

Pч YУJ Я / ( ř " s> x) 

Z tvrzení (5.6) a (5.7) ihned plyne, že k libovolnému e > 0 existuje s2 tak, že pro libo­
volné s ^ s2 lze najít ř2(s) ^ s tak, že pro t > t2(s), pro všechna i a pro xf e <0, l) 
|/ i vM>*) - l | < c . 
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Pro pevně dané 0 < e < \ a dané n (n celé číslo) volme $ > 0 tak, aby současně 
.s ^ s2 a s + n ^ s2. Položme ř3 = max [ř2(

s)? t2(s + n)]. Potom pro t > t3 + |n| 
jest 

(Яŕŕ + n, x) __ £_ 

Я / í , x) /iy 

ІІ(S + n, t + n, x) 

I;(S, ř, X) 

6 2 e _ 46 

~ a | a 

Věta 5.3. Nechť platí předpoklady věty 5.2. Budiž v celé nezáporné číslo a n číslo 
celé. Potom 

Ht(t, x) 
Y,MJik(v) Hk(t + n, x) 
k 

a) konverguje pro t -> co stejnoměrně vzhledem k i,j a xte <0,1) a limita je rovna 
Pili*/, 

b) je stejnoměrně omezená vzhledem k i,j, xt- € <0, l). 

Důkaz. Důkaz tvrzení a) plyne z věty 5.2. Tvrzení b) dokážeme následovně. Doká­
žeme nejprve pro pevné t a n, že výraz 

Ivříř,.((,x) 
(5.8) —i 

TvjHj{t + n,x) 
j 

je stejnoměrně omezený vzhledem k x e <0,1). Důkaz provedeme sporem. Před­
pokládejme, že výraz (5.8) není stejnoměrně ohraničen vzhledem k x e <0,1). Potom 
existuje posloupnost x(m) e <0, l) tak, že 

(5.9) 
Yflk + n, x w ) vj 

EЯ&xЮjv, 
0 . 

Jelikož vzhledem k (6A) |£iř,(í, x(m)) v,| < co, konverguje XH/í + n, x(m)) v,. -£• 0, 
a tudíž také l j 

(5.10) Hj(t + n, x(m)) -> 0 pro každé j . 

Jestliže pro pevné j 0 je posloupnost x(m) taková, že x(m) —• x(0), přičemž alespoň 
jedno x[0) < 1, potom platí (5.10), což můžeme přepsat jako FJo(t + n, x(0)) = L 
Derivací podle xk a pomocí (2.6) dostaneme MJotk(t + n) = 0, avšak toto podle 
předpokladu není možné. To znamená, že (5.10) platí pouze pro posloupnost x(m) —> I. 

Jelikož podle věty 2.4. a (3.6) \H{t, x(m))\ = S £ v / l - xf}), je zřejmé, že 

(5.11) sup |ff,(.,*<">)|--><>. 
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Ze (2.17) pomocí (3.2) a věty 2.3. můžeme vyjádřit nerovnost 

£ff £ + n, x<M>) v, S 2>, ff/í, x<m>) + iL„ sup \H/t, x<m>)| . 
i j i 

.Ev,Ml»|Hlk(t,x
<">)|, 

i,* 

kterou můžeme přepsat na tvar 

£#,-( .+ n,x<M>) v, 

1 

Limitním přechodem této nerovnosti pro m -» co dojdeme podle (5.9) a (5.H) ke 
sporu 0 = 1. To znamená, že výraz (5.8) je stejnoměrně omezený vzhledem k x ř e 
e<0,l) , í = 1,2,3,... 

Jelikož podle (2.17) a (3.6) pro xt e <0,1) jest 0 > Ht(t, x) = <5 Jjj Hj(t - 1, x) 
a Z^LfcM #*(* + n> x) = v £v* #*( ř + w, x) < 0, je zřejmé, že J 

HjU x) 
£M,>)H f c(í + n,x) 

X v . H / ř - ^ x ) 

£vfc Hk(t + n, x) 

a z tohoto již plyne tvrzení b). 

Věta 5.4. Nechť platí předpoklady věty 5.3. Budiž £ Mř>(jfc)(l) vfjUjjUfc = 5. 
Pořom 

II.('^)(l + f lvXl-x^ 

01 Z * / 1 - * j ) 

stejnoměrně vzhledem k xt e <0,1), i = 1, 2, 3,... 

Důkaz. Položme pro f _• s _• 1-

(5.12) zfa s, x) = £ M u ( í - * + 1) Hj(s - 1, x) - %Mu(t - s) H/s, x) = 
1 J 

= Wi(s - 1, í, x) - w.(s, ř, x) . 

Vezmeme-li v úvahu (5.5), můžeme (5.12) vydělit výrazem wř(s — l,ř, x) w^s, t, x) 
a sečtením pro s od s0 do t dostaneme 

(5.13) 1 + E Zj(t9 s, x ) 

Яf(í, x) WІ(S0 - 1, ř, x) s=s0 wř(s - 1, t, x) wt(s,1, x) 
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Označíme-li 

tfX*, x) = i I AÍI.U*)(1) #1(s> *) #*(s> *) > 
L* 

zf }(s, x) = i £ ^i-c/koí1* ^ - 1, x) Hj(s, x) Hk(s9 x) Hr(s9 x) , 
J,k,r 

potom pomocí (2.18) můžeme (5.12) přepsat do tvaru 

(5.14) zř(ř, s, x) = - £ Mu(t - s) [2^(5 - 1, x) + z<2 >(s - 1, x)] . 
y 

Vzhledem k větě 5.3. existuje 0 < a, /? < oo a sx tak, že pro n = 0,1, všechna I, 
xř e <0,1) platí 

(5.15) inf Hi(S ~U*) = a pro ř = s = S l , 
i Wj(s — w, ř, x ) 

S U p Hi(s "" *» *) = /f pro ř = s = 1 . 
i Wj(s — n9 ř, x ) 

Použijeme-li nyní vztahů (5.14) a (5.15) a vezmeme-li v úvahu, že — Hm(s — 1, x) = 
= |Hm(s - 1, x)| a sup |Hm(s - 1, x)| = sup |Fm(s - 1, x) - l | = sup (1 - Fm(s -

III JW wt 

- 1, 0)) = sup ji - Pm(s - I)) T> 0 (viz věta 5.1.) a že pro každé i jest £ M u ( í - s) . 
m j 

. Y*MjAkr)(l) číslo konečné, je možno dokázat, že existuje s2 = Si tak, že pro s = s2, 
fcr 

í _• s, xf e <0, l) a všechna i,y 

(5A6) ^ ( M i i O ^ Lř < 0 . 
Wj(s, t9 x) Wj(s — 1, ř, x) 

Dosadíme-li (5.16) do (5.13) a položíme s0 = s, potom pro ř > s2, X Í G < 0 , 1) 
a všechna i platí 

_i_ ^ £ zi(f> s> *) ^ L ( ( ř _ 5 ) < Lit 
Ht(t9 x) s-=s2 W|(s, t9 x) W|(s — 1, ř, x) 

a rovněž 

(5.17) H i ( ř , x ) > — . 

Podle věty 5.3., vztahu (3.4) a předpokladu této věty konverguje 

L MiJV) MJ,m\l) v / A rr/ \ • V»>f í > , l \ u / ^ \ l-oo 
M.r jMiÁs ) HJ(S> x) 2-M ř J(s'-f 1) H/s - 1, x) U™ jUř 

1 i 
stejnoměrně vzhledem k xf G <0,1), s' a i. 
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Z předešlého vyplývá, že k danému e > 0 existuje s3 a tx tak, že pro s ^ s3 a t ;> 
^ s + *1 

l M j ř ^ ) z ^ - l , x ) 
(5A8) -*— -—- — < e . 

( wt(s, ř, x) wt(s - 1,1, x) 2//ř 

Pomocí (5.15), (5A8) a předpokladu této věty platí pro t > tx + s, s > s3 

, ^ M M ( ř - s ) z < 1 ) ( s - l , x ) 
(5.19) E 1 Bř 

i w,(s, ř, x) w,(s - 1, í, x) 2цĄ 

< (c2 + Ţ-J (sз + 'i) + Ф ~h- sз) 

stejnoměrně vzhledem k x ř e <0, l), pro všechna i, kde c2 < oo. 
Z platnosti (5.15), předpokladu sup £ Mi(fc/r)(l) < co, věty 3.V a (5.17) vyplývá, 

že pro t > tx + s3 jest I fcír 

(5.20) 
, У.M i, J.(Г-s)z<2>(s-l,x) 

Z J < s= i wt(s, t, x) Wj(s — 1, í, x) 
' l 

й c3(s3 + t.) + c 3 |L 2 | £ -

< c3 X sup |Яr(s - 1, x)| < 

S = í i +S3 S 

stejnoměrně vzhledem k x( e <0, 1) a pro všechna i, kde c3 je konečné. 
Vezmeme-li v úvahu vlastnost d) z věty 3.2., potom k danému e > 0 existuje ť tak, 

že pro t > ť 

lMu(t)(í-Xj) 

VІ E Ы 1 - xj) 
1 

2. sup |Af ,j(t) - ntvj\ (1 - x;) 
< 1 L 

a tudíž 

(5.21) 

/-. 2>A- - *i) 
I 

2XA0 (--*.*). 
ft-Ev/l-*;) « 

pro všechna i a stejnoměrně pro xř 6 <0,1). 
Stejným způsobem se dokáže, že 

(5.22) 
- + ~ I W | j ( 0 (--*. . ) 

2 /.( j ^ 
l + І B / Y v Л l - x , ) ' 

pro všechna i a stejnoměrně vzhledem k xř e <0, 1). 
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Pomocí vztahu (5.13) pro s0 = 1, pomocí rovnosti Hj(0, x) = xs — 1 a pomocí 
(5.14) vyjádříme následující nerovnost 

/*ÍEVX- ~XJ) 

Hlt, x) Bt 
+ 1 

+ yl>/l-*,) 
< 

Bř 
i + —5XA0(i-*,) лiv/i-x,) 

+ 

ZM ř , ,( í )( l -x,) 

2Џt 

l + ŞZv/l-x,) 
- 1 + 

2łfi 

Z 1 Bt 

= i w^s, í, x) wfa — 1, í, x) 2ЏІ 

, XAÍ.Jí-s)-^---.*) 

+ 

s =i wf(s, ř, x) w^s — 1, ř, x) 

Z této nerovnosti se dokáže tvrzení věty 5.4 použitím (5.21), (5.22), (5.19), (5.20) 
a použitím limity 

-íi-o. 
í s = l S 

Hlavní věta: Nechť l) maticový operátor M splňuje podmínku MífJ-(l) ^ k Mrj(i), 
k číslo kladné, konečné, pro všechna i, ť, j = 1, 2, 3, . . . ; 2) všechny sloupce maticové­
ho operátoru jsou nenulové", 3) maximální charakteristické číslo R maticového ope­
rátoru se rovná jedné; 

4) sup £ MiÁjk)(í) < oo , sup £ M,>(ikr)(l) < oo ; 
i j,k i j,k,r 

5) pro všechna i, k jest ZM I ) ( j k )(l) ^ c M i jk(l), c < oo; 6) pro všechna k Pk(í) -^ 1; 
j 

7) Ev, = 1, Y.M,v, = 1. 
1 1 

Pořom 

a) existují pro všechna i konečné limity 

2/Í. (5.23) lim ř Qfc) 
B 

kde Hi jsou složky pravého vlastního vektoru maticového operátoru M a B 

= Z Mi,0fc)(1) viWk'> 
ij.k 
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b) pro simultánní podmíněnou distribuční funkci Gt(t9 yj9 y\X(t) =t= 0) náhodného 
vektoru (rjj9 fj)9 kde tjj = (X/í))/* a fj = (IXř(ř))/ř, platí, že Gt(t9 yj9 y \ X(t) #= 0) -? 

i 

—• Gf(^, y) Pro všechna í, přičemž rozložení s distribuční funkcí Gt(yj9 y) je kon­
centrováno na přímce yj = Vjy; pro podmíněnou distribuční funkci Gj(í, y | X(ř) + 
4- 0) náhodné veličiny fj platí Gt(t9 y | X(ř) # 0) -^ Gf(y) pro všechna i9 kde Gly) 

je distribuční funkce s hustotou (2JB) e~"{2,B)\ 

Důkaz. Dosazením do věty 5.4 za X = 0 a použitím vztahu (3.3) se dokáže tvrzení 
(5.23). 

Budiž 

*<;>(., zu z2) = I exp f - z . 5i - z2 ^ P?(í) , 5 = £ « , , 
aeA \ t t) i 

reálná Laplaceova transformace dvojrozměrné náhodné veličiny (tjj9 řj). Oznáčíme-li 

(5.24) X^exp^^V i * j , , = 1,2,3,..., Xj = expf- h±Il\ 

potom 

I e x p f - z ^ - z ^ W 

(5.25) <t>y\t, z., z2 I X(í) * 0) = ---«_ 
1 - P?(ř) 

2 > " P Í ( 0 - P ? ( 0 , , 
__ cteA = 1 + "- ' ' = 

1 - pj(t) 1 - p°(í) 

ií^í, x) A + -f £v/l - *,)) /i. -rv/l - Xj) 

_ _ _ _ _ ^ 1 + | ^ 1 _ , j ) N ( 1 _ | l f ( | ) ) 

Z (5.24) je zřejmé, že 

(5.26) (1 - x . ) í ^ * + z 2 , i *- ; , (i-Xj)t-f +z1 + z2. 

Použitím (5.26), (5.23) a (3.3) se dokáže, že 

ftZ^l--l) + f (-2 + VyZ.) 
(5.27) * 2 

(l + f l Ы - - *))(- " Pľ(0) ' 1 + f (-- + V,) 
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Z (5.25) použitím věty 5.4 a (5.27) plyne, že 

1 
Ф\j)(t, z., z2 | x(t) Ф 0) Г 

Í+-(Z2 + VjZi) 

^ ( ř , 0 , z 2 , X ( í ) * 0 ) r 

2 
B 

2 
ï + Z! 

6. PŘÍPAD R > 1 

Zavedeme si nejprve potřebná označení: 

W(i) = R~' X(t) , W'(t) je transponovaný vektor k vektoru W(t), 

D(t) = K~ř M(t) , 5 = JR-^M , D = lim D(ř) , 
f-» 00 

* W 0 = { Z A-W-) ->rJO ->.j.(0}., i = 1, 2, 3,..., 
r,m 

E.U*) = { E Mí.(rm)(l) ->r j A*,*}/ , í = 1, 2, 3, ... 
r,m 

M-,(w( ř ' S) = {EM(.Ur)(0 ->rjk(-)}. , i = I, 2, 3, ... , 
r 

£(«('» s) = { Z MlXm)(l) DrJ(t) DmJt + s)},, i = 1, 2, 3 , . . . , 
r,m 

{T,,,},,. = [R2£ - M]" 1 , i, s = 1, 2, 3, ... ; E jednotková matice , 

U.,w = \R2E - M ] - 1 F . . w = {£r i>sFs.0. t)}., i = 1,2, 3 
5 

L*,uv = {Zail/i,(1k) + (Za A,1) (ZaA,k) - Zai5i,i5iJI,k> 
i i i i 

j , fc = 1, 2, 3 , . . . ; aeA i . 

Věta 6.1. Nechť maticový operátor M je striktně positivní a kompaktní. Budiž 
sup £ MiÁjk)(l) < co. 

j,k 

Potom existuje O < rt < 1 řafc, ze stejnoměrně vzhledem k s 

(6.1) K - 2 ' M . , w ( í , s ) - U . . w = o(r5). 
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Důkaz. Použitím vztahů (2.13), (2.10) a (3.4) dokážeme, že 

R- 2 ' ti.,Uk)(t, s) - V.ÁJk) = R- 2 ' t R'-1 D(t - ^) R2 t~2 V.ÁJk)^ - 1, s) -
T = l 

- [R2£ - M ] - 1 V.ÁJk) = R-2 X R - 1 I>(r) V.ÁJk) + 
- T = 0 

+ R-2 £ R-'+ r D(í - t) [V.,at)(r - 1, s) - F , w ] - [R2£ - M]" 1 F.((J.fc) = 
T = l 

í 00 

= R-2 £ R- '+ t D(t - T) [V.,0k)(T - 1, s) - F.,ot)] - R-2 E R-1 D(T) F , W = 
T = l T = t 

= ÍR-'+ to(r I-1)+o(R-')=o(r '1). 
T = l 

Věta 6.2. Nechť platí předpoklady věty 6.1. Potom existuje 0 < r2 < 1 tak, Ze 
stejnoměrně vzhledem k s 

(6.2) £a(W(t) fP(0) D(s) - La = Ofó) . 

Důkaz. Pomocí definice faktoriálních momentů, (2.9), (2.7), (6.1) a (3.4) vyjádříme 

£.(E^(0 ~~J» ->M(-)) - K.w = E I*~ 2 t AW0 !>,.»(-) + 
r r 

+ R-2 ' MaJ(t) DjjJ(s) - La(U)t) = R-2 ' X «, Mí>Ur)(í) Dr>l(s) + 
i,r 

+ G>. I>íiO)(E«ř I>iil + s ) ) - E«. I>íiO ->..*(» + s ) + 
i i i 

+ R-'X« ř BJO I>;is) - Kim = E[E«"2 ,«.M i > a r )(0 IWS) -
i i r 

- «i Ilí.o*)] + G>. I>.iO) G>. I>iií +»)) - G>.-5y) (E«.I>.-,*) -
t i i i 

- E«. I>.iO I>ii* + s) + E«.-I>;,yI\* + I*-' E«i I>.iO I>;is) = 
i i i 

= 0(r\) + 0(rř) + 0(r<) + 0(K" ř) = O(r^) . 

Věta 6.3. Nechť platí předpoklady věty 6.1. Potom existuje 0 < r3 < 1 tak, Ze 
stejnoměrně vzhledem k s 

(6.3) Ea{W(t + s) - FF(í)] [W'(t + s) - IF'(0] = °( r3) • 

Důkaz. Dokážeme nejprve, že 

(6.4) E£X(t) X'(t + •)) = Ex(X(t) X'(t)) M(s) . 
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Je zřejmé, že 

EjX&t) Xj(t + s))=Z PÍYJ -Pf(t) Pfc) = 
<x,y€Á 

= I PÍ m MM = ZEjXfc) X,(t)) MM • 
fieA r 

Tím je (6.4) dokázáno. Jelikož 

Ex((W(t + s) - W(t)) (W'(t + s) - W'(t))) = Ex(W(t + s) W'(t + s)) -

-La + Ex(W(i) W'(t)) - L x - Ex(W(t) W'(t + s)) + LX-

-Ex(W(t + s)W'(t)) + Lx, 

vyplývá z (6.4) a (6.2) tvrzení věty 6.3. 

Hlavní věta: Nechť maticový operátor M je striktně positivní a kompaktní. Nechť 
sup £ MitUk)(l) < co. 

i j,k 

Potom náhodné veličiny Wj(t) konvergují s pravděpodobností jedna a podle kva­
dratického středu k náhodným veličinám Wj přičemž 

(6.5) EJ(WJ) = VjYfloit 
ft i 

(6.6) Ex(WjWk) = S(a) Vjvk 

kde 

S(a) = X a iT>M S f ( r m ) ( l ) firfim + (X«Í/ÍÍ) 2 ~ Za,-/*2 • 
i,s,r,m i i 

S pravděpodobností jedna za předpokladu Wk =j= 0 platí 

Wk vk 

OznačímeAi # a(z) = Eae~zW, kde náhodná proměnná W -= ĴV^ potom platí 
j 

(6.8) ^ ( Í F ) = ,!., 

s,r,m 

^a(Kz) = Fa(l,#(z)). 

D ů k a z . Konvergence W,(«>) -» W,- s pravděpodobností jedna a podle kvadratického 
středu vyplývá z věty 6.3. 

Platí 

EJiWj) = lim Ea(Wj(t)) = ^ x ^ j = vjlaffii l 
t i i 
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Et(WjWk) = lim \R~2' £«, £ £Mi>s(ř _ T) £ Ms,(rm)(l) Mr,,(T - 1) 
ř i t = l s r,m 

• MM ),(T - 1) + R-2'(E«i A-",,/*)) & M j í ) ) -
i i 

. - I?" 2 ' X«i M j í ) MM(f)] = S(a) vjvk. 
i 

Tvrzení (6.7) se dokáže pomocí (6.6) následovně 

EfrjWk - vkWj)2 = v2 Ea(W2) + v2 £a(W,2) - 2vjvk K(WjWk) = 

= S(a)(v2v2 + v2v2 - 2v,2v2) = 0 . 

Pomocí (6.5), (6.6) a (3.3) jest 

E{W) = YHWj) = 5>fv, = (i,; 
i i 

£i(^2) = I J E ^ , ^ ) = £ «(*i) vjvfe = S(e,) . 
L* M 

Nyní 

*.(*, -) -= I exp (-zR-'P) Pf(ř) = F.(í; *-**-', <r z R " , . .-) , 
^ 6 ^ 

a tedy 

(6.9) * a(-) = -i-- - ^ J *"**"'. *"**" ' . . .•)• 

Podle (6.9) a (1.5) jest 

$a(Rz) = lim Fa(t + 1; e" t e / R*+ 1, <T*2/* t+1,...) = 
t 

= lim Fa(l; % e~zR-',...)) = Fa(l; *(z)) . 
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Summary 

BRANCHING PROCESSES WITH A DENUMERABLE SET 
OF TYPES OF PARTICLES 

STANISLAV KOLDA, Pardubice 

In the present paper the classical case of a branching process with a finite number 
of types of particles is generalized to a branching process with a denumerable number 
of types of particles. The investigation of the generalized branching process is carried 
out by using the method of generating functions. 

For asymptotic properties of the branching process of a denumerable set of types 
of particles the minimal positive real characteristic number of a linear operator, 
expressed by means of an infinite matrix of first factorial moments, is decisive. 

On this matrix operator such assumptions are made in propositions 3.1 and 3.2 that 
the operator satisfies the demands required in the study of asymptotic properties. 

In the main propositions of the last three chapters it is shown, for a denumerable 
number of types of particles, under what conditions and to what extent, the asymptotic 
properties of the finite case of branching processes are preserved. 
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