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VETVICI SE PROCESY SE SPOCETNOU MNOZINOU TYPU CASTIC

StanNisLAV KoLbA, Pardubice

(Doslo dne 8. prosince 1967)

0. UVODNI POZNAMKY

Obycejné vétvici se procesy, viz napt. [1], [2] nebo [3] jsou definovdny jako spe-
cidlni tfida Markovskych procesii. Tyto obycejné vétvici se procesy byly ddle riiznym
zpusobem zobectiovdny, komplikovdny nebo omezovdny. Jednim zpiisobem zobec-
néni je zobecnéni stavili té€chto vétvicich se procesi a to tak,-Ze roz§ifujeme mnoZinu
typi &dstic systému anebo zobecfiujeme stavovy prostor. Viz napt. [3], [5] a [6].

V této préci je zobecnén klasicky pfipad vétviciho se procesu s koneénym podtem
typl Cdstic na vétvici se proces se spocetnym poctem typu ¢dstic. VySetfovdni tohoto
zobecnéného vétviciho se procesu je provedeno metodou vytvofujicich funkci.

Pro asymptotické vlastnosti vétviciho se procesu se spoftenou mnoZinou typl
¢dstic je rozhodujici maximdlni kladné redlné charakteristické ¢islo linearniho opera-
toru, vyjddfeného nekoneénou matici prvnich faktoridlnich momentd. Proto se
v kap. 3 zkoumaji vlastnosti maticového operdtoru M a zavddi se pro ngj takové
pfedpoklady, aby spliioval poZadavky potifebné pfi studiu asymptotickych vlastnosti.

Asymptotické vlastnosti vétviciho se procesu se spocetnou mnoZinou typli Edstic
jsou pfedmétem poslednich t¥i kapitol. V téchto kapitoldch je ukdzdno za jakych
podminek a v jakém rozsahu se zachovaji pro spoéetny pocet typl Edstic asymptotické
vlastnosti vétvicich se procesti zndmych pro koneény ptipad.

1. DEFINICE SMT-PROCESU

Uvazujme vétvici se proces s kone¢nym podtem typ &dstic popsany napf. ve [2].
Oproti tomuto vétvicimu se procesu uvazujme Cdstice spocetné mnoha typlu T;
(i=1,23,..).

Systém v C&ase t bude charakterisovdn spoetné rozmérnym vektorem o =
= (0y, 05, 03, ...) s celymi nezdpornymi slozkami. Pfedpoklddejme, Ze podet viech
&4stic v kazdém &asovém okamziku t = 0, 1, 2, ... je vZdy &islo koneéné.
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Oznaéme:

A = {oa = (o5, 05, 3, ...) :E‘ai < oo, o; &sla celd nezdpornd}
i=1
Z v&t o spoéetnych mnoZindch vyplyvd, Ze mnoZina A4 je mnoZina spocetnd.
Oznaéme:
Bij € A soubor Cdstic, které vzniknou b€hem Casového okamZiku z j-té &dstice i-t€ho
typu

e, =(0,..,0,1,0,...)

e; =(0,...,0,2,0,..)

e;=(0,...,0,1,0,...,0,1,0,...) proi % j

i-ta Jj-t4 soufadnice

0=(0,0,0,..), 1=(1,1,1,...)

Definice 1.1. Vétvici se proces se spoetnou mnoZzinou typu &astic, kratce oznaéeno
SMT-proces, je vektorovy markovsky proces, homogenni, s diskrétnim ¢asem, jehoZ
stavy jsou vektory z mnoZiny A. '

Pravd&podobnosti pfechodu ze stavu o do stavu B (o, fe A)zadast(t = 0, 1,2,...)
P&(1) = P(x(t) = B | x(0) = o) maji pro o, B, 7, B;j, e;€ A ndsledujici vlastnosti:

(1) 1) PXt) = 0,
2) Y P =1,
PeAd

sy 1 pro a=p
3) P’(O)_\O"pro a* B,

4) PYty + t;) =y Pi(t,) Pj(t2),

S) Pi()= Y. TI TIPE«t) (pro a; = 0, poloZime pfisluiny faktor ro-
Too=p i=1 j=1
ven jedné).

Vlastnost 4) je zvld§tnim pfipadem Chapman-Kolmogorovovy rovnice a vlast-
nost 5) je charakteristickou vlastnosti v&tviciho se procesu.

Naddle budeme znagit P;(f) = Pj(1).

Definice 1.2. Nechf o, fe 4, x = (xy, X, X3,...) je spoletné rozmérny vektor
s redlnymi slozkami x; € €0, 1>. Oznadme x* = [] x¥".
i=1
Vytvotujici funkci rozloZeni pravdépodobnosti Pf"(t) nazveme

(1.2) F(t,x) =Y x* P1).

x=A
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Vytvotujici funkci rozloZeni pravdépodobnosti P%(t) nazveme

(1.3) F(t,x) =Y x! Pi1).

Véta 1.1. Nech? F(t, x) je vytvoFujici funkce definovand (1.2). Potom plati:

(1.4) a) F(t,7) =1,

b) |Fu(t, x)| < 1,

¢) Pi(1) = - 1 Iza’rf“‘ Fy(t, x)]

a ap *
doo ] oxt L 0xy ion

Dukaz. Tvrzeni a) a b) vyplyvaji z (1.1). Tvrzeni c) dokdZeme ndsledovng. Volme
Xp+1> Xp425 --- pevnd. Potom Fy(t, x) je mocninnou fadou promé&nnych x, ..., x,.
VyjddFime-li F,(t, x) ndsledovng

o0

F(t,x)y= Y (X Pio)xinixieg .. )xixe . oxk;

Kiseerskp=0 acA

potom na zdklad€ vlastnosti mocninnych fad jest

)':ki
07 F(t;0,...,0,X,44,...)
Pzt X% = K\'s Vs s Vs Apt1q
2 { )sﬂl * ki!...ktaxke ... oxk

r

s
acAd
aij=ki,i=1,...,r

takZe pro dané « € A plati (1.4) c).
Oznaéme pro x;€<0,1), i =1,2,3,...

F(1, x) = (Fy(t, x), Fy(t, x), F3(t, x),...),

FO(, x) = 5‘1 Fi1,%).
X,

r

Véta 1.2. Budte F(t, x), F,(t, x) vytvofujici funkce definované (1.2) a (1.3). Potom
plati:

a) vytvofujici funkce Fi(t, x) vyhovuje funkciondlni rovnici
(1.5) Fi(t + 7;x) = Fi(t; F(1, X)) ;
b) proae A

(1.6) Fftx) = i]jl(Fi(t, )

Dikaz. Postup ditkazu (15) je stejny jako ve v&t& 1, § 2, kap. I.z [1]. Tvrzeni (1.6)
vyplyvd z (1.3), (1.1)5) a diikazu tvrzeni (1.5).
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Véta 1.3. Budte F(t, x), Fy(t, x) vytvofujici funkce z definice 1.2. Potom plati

FO(t + to, %) = 3 FO(t, Flto, %) F(to, )
r=1

Dukaz.

o0

F(t + 10, %) = 3 3 apcy™" [T x5 PI(f) Py(to) =
acA pea 3:1_
s¥J

= ¥ PO Ft0, ¥) = X PO Y. B, Filtor 5~ T] Edltor %P FO(t0 %)
PeA peA r=1 s=1

s¥r

(e 0]
= ZIFE’)(t, F(to, x)) F9(to, x) .

2. FAKTORIALNI MOMENTY

Faktoridlni momenty definujme souhlasn& s [1] a [4]. RozepiSeme-li tyto vzorce,
dostaneme napf. pro faktoridlni momenty 1. fddu vyjddieni

(1) M) = EQXAD) = 6, PA0)

(22) M. 0) = E(X[0) = B, PL()

a pro faktoridlni momenty 2. ¥4du vyjddfeni

23 Migo(®) = BQXA) X{0) = LBAPID) T+ k,
24 M) = T8 = 1) PG

(29) Maof) = SHBPUD), J+ k-

Snadno se piesvédéime, Ze pro tyto faktoridlni momenty plati ndsledujici vztahy:

(2.6) M) = -a% Fit. X)|eer,

J

0
Mlyf(t) = 5;— Fa(t’ x)|x='f >
J
62
M, o) = PR
Jj k

Fi(t’ x)lx:T s _’ + k >

171



az
M, (1) = P} Ft, x)|s=1»
j

02 .
M, u(t) = Wﬂ(k X)|x=‘r , JFk.
Jj Yk .

O faktoridlnich momentech budeme vidy ptedpoklddat, Ze sup YM, (1),
sup Y M; ;i(1) a sup Y, M; (jxpy(1) jsou konecné. A
i oJk ikl

Poutzitim (2.6), (1.6) a (1.4)a) se dokaZi ndsledujici vztahy pro dané a € 4, dané j, k
alibovolnét =0,1,2,...

(27) M) = 3o Mo (D),
(8 Magel) = 3 15 Mo(0) + 500 = 1) M) M, (0] +

+ Y 1t M ) M 1)

rom=
r¥m

Vztah (2.8) Ize vyjadfit také takto:
(29 M, uolt) = Dot M, (1) + (et (1)) (Dots M (1)) —
- Z(l, Ml’j(t) Mi,k(t) .

Oznatime-li M(t) = {M; (1)}, i.j = 1,2, 3, ... nekonetnou matici faktoridlnich
momentd 1. Fadu, M. (t) = {M; ()}, i =1,2,3,... nekoneiny sloupcovy
vektor faktoridlnich momentit 2. ¥ddu pro pevné j, k, z. s, 1) = {3 M .m(5) -

M, ()M, ()}, i=1,2,3,... nekonetny sloupcovy vektor pro pevné j,k,
potom pomoci (1.1)4), (2.7) a (2.8) se dokdZi vztahy obdobné vztahiim (3.9) a (3.10)
ze [4].

Plati »
(2.10) M(s + 1) = M(s) M(¢)
(2.11) M. Gio(s + 1) = M(s) M. (1) + z. Gus, 1) .

Véta 2.1. Necht sup Y M, /(1) je konecné. Potom sup Y M; (1) je konecné a plati
i LI

(2.12) | M(t) = [M(1)].

Dikaz. Prvni &dst tvrzeni se dokdZe uiplnou indukci pomoci (2.10). Vztah (2.12)
vyplyvé z (2.10). ‘
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Véta 2.2. Nech? sup Y M; jx(1) < o0 a sup Y M; (1) < . Potom
i J.k i j

sup E;M Lao(t) <
LI

a pro pevné j, k plati

t
‘(2.13) M‘,(jk)(t) = ZIM(t - T) Z',(jk)(T - 1) N t = 1, 2, 3, e
pfié'emf z‘,(jk)(t) = {ZMI’("”)(]L) M,.'J(t) Mm,k(t)}i’ t = 0, 1, 2, e

Dukaz. Diikaz obou tvrzeni se provede uplnou indukci. V prvém ptipadé se
pouZzije vztahu (2.11), v druhém pfipadg je dikaz obdobny diikazu (3.14) ze [4].

Véta 2.3. Necht plati pFedpoklady véty 2.2. Necht pro vSechna i, k ZM, (1) £
< LM, (1), kde L > 0, konecné.

Potom pro vSechna i, k a pro dané t plati
(2.14) ZM nao(®) £ Ly M (1),
J
L, > 0, konecné.

Dikaz. PouZitim (2.13), pfedpokladu této véty a (2.10) jest

ZM Low(t) = Z 2 ZM st = 1) Z gl — 1) S

jt=1

< LZ sup ZM, ft=1) ;Mi,s(t - 1) ;Ms,m(l) M, (t = 1) S L, My,(1) .

=1 r

Definice 2.1. Rekneme, Ze SMT-proces degeneruje, jestlize neziistala ani jedna
&dstice uvaZovanych typt.
Pravdépodobnost, Ze proces zacmajlm s jednou ¢&éstici typu i degeneruje v &ase ¢,
je PP() = P(X(1) = 0/X(0) = e).
Pravdépodobnost, Ze proces zacinajici s jednou ¢&dstici typu i dfive nebo pozdéji
degeneruje je lim P(t) = P
t— o0

Volime-li

(2.15) 01 =1~ PY(1),

potom Q(¢) je pravdépodobnost, ¢ SMT-proces s po&ateénim stavem e; nedegene-
ruje k ¢asovému okamziku t.

Oznacime-li

(2.16) H{t, %) = Ft, %) — 1
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potom je zfejmé, Ze
H{(1,0) = — Q1)
Véta 2.4.
F{t, x) = 1+ JZMi,i(‘) (x; = 1)+ %J;‘Mi.(ik)(t’ x)(x; = Dx = 1),
kde M, (1, x) < M, (1), x;€40,1), i =1,2,3, ...

n
Dukaz. UvaZujme a = (ay, ..., 9, 0, ...); oznaéme g(x) = [] x’; podle Tayloro-
va vzorce jest j=1

. I
9(")"14‘2 o(x; “1)"‘52“% 26 (=)0 = 1) +

e
+%Z o —1)’ L (x; =1, kde x, <& <1, s=1,2,..,n

J

Je zfejmé, Ze

0290 <o a 02T oy ).
0x; 0xy 0xf

Tudiz

F{t, x) = Zx Pi(1) = ZP‘(:) + Z Z {x; — 1) P(1) +

#1330 (= P = 1+ S — 1) M) +
acd jk OX 5 Xk J
+1 Z"("j = 1) (x4 = 1) M; (8, %) »

kde

M, it x) = 3 () Pi(t) £ Migio(t), x<&<T.

acA 6’ j 6xk
Véta 2.5.

[ )] = EM. ).

Dikaz: Prox;€¢0,1>, i=1,23,... a t=0,1,2, ... je M, (t,x) = 0.
Tudi podle véty 2.4. Q1) = 1 — F,(1,0) < Y M, j(¢). JelikoZ F(t, x) = Fy1,0),

je |[H{t,x)| £ 1 = F(t,0) = Q1) a tedy |Hj(1, §)| < ;Mu(t).
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Dosazenim do véty 2.4. za x; vyraz F(t, x), nebo obdobnou tivahou jako ve v&t&
2.4. se daji dokdzat ndsledujici vztahy:

(17) Hi(t+ 5,%) = Mo 0) Hfe, %) + § Mot ) Hie %) B, x),
kde pro x; € <0, 15, M, (1, 7, X) £ M, i(1);
(2.18) H{t+ 1,x) = zi:Mi’j(t) H(t, x) + %;‘M,-’(m(t) H(t, x) Hy(t, x) +
+ %j;rM— ikt T ) Hi(t, x) Hi(t, x) H(t, x),
kde M; (1, T, X) £ M; (1) Pro x; € €0, 1>
(2.19) FO(t,x) = M (1) + 2 M (8 %) (x5 — 1),
F
kde M; (1, x) £ M, ,;(1) pro x; €0, 1>
(2-20) FP(t + 1,x) = Y[M, (1) + Y M, (ot 7, %) .

A(F(t, x) = 1)] F9(z, x),

kde M;,q(t, 7, x) £ M; (1) pro x;€<0, 1).

3. MATICOVY OPERATOR M

Nekonednd matice prvnich faktoridlnich momentdt M = {M, (1)};; i,j =
=1,2,... spliujici pfedpoklad sup) M, (1) < oo je linedrnim operdtorem M

i J
v prostoru m, ktery kazdému x = {x;}; € m pfifazuje {} M; ;x;}, € m.
j

Soucasn€ nekoneénd matice prvnich faktoridlnich momentii spliiujici pfedpoklad

sup Y M; (1) < oo je linedrnim operdtorem M’ v prostoru I, ktery kazdému y =
i 7
= {yi}i € ll pﬁfazuje {zM':.lyl}l € ll‘
i

ProtoZe prostor m je adjungovany k prostoru l;, je operdtor M adjungovany
k operdtoru M'. Vlastni vektory operdtoru M budeme nazyvat pravé vlastni vektory u -
a vlastni vektory operdtoru M’ budeme nazyvat levé vlastni vektory v.

V ndsledujicich v&tdch stanovime podminky, za kterych budou mit maticové ope-
ratory M a M’ obdobné vlastnosti jako koneéné matice prvnich faktoridlnich mo-
mentt. K zobecn&ni t&chto vlastnosti je pouZito &ldnku [8] a v&t z [9] a [10].

Véta 3.1. Necht' maticovy operdtor M je striktné positivni a kompaktni. Necht
spektrdlni polomér operdtoru M je vétsi neZ nula. Potom

175




a) existuje maximdini charakteristické ¢islo R > 0, které je jednoduché a ne-
existuje jiné charakteristické ¢islo R’ takové, Ze lR’I > R;

b) charakteristické ¢islo R odpovidd vlastnim vektoriim, pravému p a levému v,
které jsou jednoznacné (aZ na ndsobek) urceny a pro které plati

(3.1 O<agy b, 02y, Yv;<oo i,j=1,23,..
- j
c) plati
(3.2) ZMl,j(t) [lj = Rtﬂi D Zvi M('J(t) = R'vj
J i

d) vlastni vektory se daji normalizovat tak, Ze
(3.3 gvj =1, ;ijj =1
e) existuje 0 < r < 1 tak, Ze plati-li (3.3) je
(3.4) sup %:IR"' M, (1) = pv;| = o(r).

Dukaz. JelikoZ podle pfedpokladu operdtor M je kompaktni, vyplyvd z [10]
kap. III. § 3. Véta 1., Ze téZ operdtor M’ je kompaktni.

Jeito operdtor M’ je positivni a kompaktni, plati podle [8] Dodatek 1. str. 917
a podle [9] kap. 7. § 3 Lemma 7, Ze R > 0 je redlné maximdlni charakteristické &islo
obou operdtori.

JelikoZ operdtor M je striktn& positivni, potom podle [8] V&ta 9. je R jednoduché
charakteristické &islo a podle [8] Dodatek 1. str. 917 piislusny vlastni vektor uje
nezdporny. Podle Fredholmovy alternativy z [9] kap. 7. je také vlastni vektor v
operdtoru M’ uréen jednoznacné a je opét nezdporny.

Z pi‘edpokladu Ze M je striktn€ positivni, plyne, Ze ke kaZzdému j existuje o; >0
tak, Ze inf M, ; = a;. JelikoZ pro aspoil jedno j u; # 0, plati pro kazdé i Ry; =
= ZM, i = M, ju; =2 a’ >0 aztoho plyne u; = a > 0 pro viechna i. ProtoZe

u e m je zfejmé u; < b pro viechna i.
JelikoZ existuje alespoii jedno i takové, Ze v; > 0, a protoZze M; ; > 0 pro vSech-
na i, j, plati pro kazdé j Rv; = YviM,;; 2 M, ;v; > 0. TakZe v; > 0 pro viechna j.
i

JelikoZ v € I, je ziejmé, Ze Y v; < oo.
J

Tvrzeni c) se dokdZe uiplnou indukci a ditkaz tvrzeni d) je zfejmy.

Z [8] Véta 11. a ze zpfisn&ného tvrzeni této véty pro piipad, Ze operdtor M je
kompaktni (str. 924 za dodatkem), plyne, Ze existuje operdtor D a &islo 0 < r < 1 tak,
e |[R™'M* — D| < r*, pfi¢em% D* = D.

Jestlize maticovy operdtor M mad vlastni vektory u1av, potomitytéz vlastni vektory
m4 maticovy operdtor M* a D.
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Jelikoz D* = D, tzn. ) D; ;D;, = Dy, je pro ka¥dé k {D;,}; vlastnf pravy vektor
J

a pro kazdé i {D, ;}; vlastni levy vektor. Existuje tedy ¢, a d; tak, Ze D;, = cupy
a D, ; = dyv;. Plati tedy, Ze ) dv;ciu; = ci;, a z tohoto vyrazu p¥i podmince (3.3)
i

plyne d; = p;, takZe D;; = p;v;.

Véta 3.2. Necht pro vSechna i, i', j a pro kone¢né k > 0 plati: M; (1) < k M;. (1)
Necht vSechny sloupce maticového operatoru M jsou nenulové. Potom

a) pro viechna i,i',japrot=1,2,3,...

() - M) S M) S KMy 0,

b) maticovy operdtor M je kompaktni a striktné positivni,

c) existuje 0 <y, 8 < o tak, e pro viechna i, j
(3.6) w; < R M, (1) < oy,

d) ke kladnému ¢ existuje t tak, Ze pro t 2 t; a pro viechna j
(37 sup |[R™* M, (1) — p)| <ev;.

Duikaz. Tvrzeni a) se dokdZe tplnou indukci.

DokdZeme nyni, Z¢ maticovy operdtor M je kompaktni. Podle [9] kap. 4. §6.
Véta 5. stadi dokdzat, Ze k libovolnému & > O existuje rozklad I = {1,2,3,...} na
kone¢n& mnoho disjunktnich mnoZin I, ...,I, a body n;el (i =1,2,...,s) tak,
Zeproaem

(3.8) sup sup [LM,, ja; — zj:Mn,iail <é.

llal} =1 nel; j

o0
JelikoZ k danému ¢ > 0 a danému k > 0 pro i = 1 existuje j, tak, Ze Z M, ;<

< &[3k, potom za pfedpokladu této véty pro viechna i a pevné j, jest Jo+1
(3.9) YM,;<kY M <=2,
jo+1 jot1 3

Z ptedpokladu této véty vyplyvd, Ze pro kaZdé j (j = 1,2, ..., j,) existuje rozklad
I= {1, 2,3,...} na konetn& mnoho disjunktnich mnoZin I, I,,..., I,jo tak, Ze
|M"hj - M'l,.il < 8/3j0 pro n, niEIi. .

Existuje kone¢né zjemnéni I, I, ..., I, s = s;, téchto j, rozkladi takové, Ze pro
J=1,2 e i=1,2..,s

£
(3.10) sup [M,,; — M, ;| < —.
nel; 3_]0
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Z ndsledujicich nerovnosti je zfejmé, Ze operdtor M je kompaktni. Viz (3.8).
Nebot pro ||a|| < 1 podle (3.9) a (3.10) jest

Jo © ©
IZMm.ia.i - ZM,,,,-a,-| = Zle,j - M,,,,-I + Y M+ M, <e.
J 7 1 joF1 jot1

DokdZzzme ddle, Ze operdtor M je striktn€ positivni. Podle pfedpokladu této véty
existuje ke kazdému j, i; tak, Ze M, ; > 0. Necht a; =2 0, a + 0; potom existuje
alespofi jedno j tak, Zs a; + 0 a tedy pro viechna i {Ma}; = YM, ja; 2 M, ja; =
2 (1/k) M;, ; = & > 0. Z toho je jiZ zfejmé, Ze operdtor M je striktn& positivni.

Prodanéi,japroi' = 1,2,3,... jest podle (3.5) a (3.1)
R™'M,; (1) vi £ kR™" M, (1) v .

Sedteme-li tuto nerovnost pfes viechna i’ a pouZijeme-li vztahi (3.2) a (3.3) dostane-
me, Ze R™' M, (1) < kv;. Obdobn& se dokdZe nerovnost R™* M; () = v;/k. Tim
je dokdzdno tvrzeni c).

PoloZme 7 = 2t. Potom

s:lp IR“M“(I) - ,uivj! =
= Sup lkZ(R_t Mi,k(t) R_t Mk"’(t) - [.liR—th Mk,](t)l é
< sup ;IR“‘ M (1) — p] R M, (1)

Nyni pomoci (3.4) a (3.6) se snadno dokdze tvrzeni d).

V pfedeslych vétdch jsme stanovili podminky, za kterych maticovy operdtor M md
charakteristické ¢islo R a vlastni vektory p a v. Pfi uréeni, zda SMT-proces je dege-
nerujici, ma rozhodujici vyznam prdavé charakteristické ¢islo maticového operdto-
ru M.

Je to obdobné jako v pfipad€ vétviciho se procesu s jednim typem &dstic, kde prvni
faktoridlni moment rozhoduje, zda proces je degenerujici. V ptipadé vétviciho se
procesu s koneénym poétem typii dstic md rozhodujici Gilohu charakteristické &islo
koneéné matice prvnich faktoridlnich moment.

Jako v obou t&hto pfipadech je i u SMT-procesu kritickou hodnotou &islo jedna.
Budeme tedy ddle uvaZovat o tfech hlavnich pfipadech, a to o téch, kdy hodnota
charakteristického ¢isla bude vétsi, mensi nebo rovna jedné. Za téchto tfi rliznych
pfedpokladii dokdZeme v ndsledujicich t¥ech kapitoldch asymptotické zdakony pravdé-
podobnosti degenerace.

Za pfedpokladu R < 1 je odvozena véta analogickd &dsti véty z [4]; v piipad®
R = 1 véta analogickd v&tdm ze [7] a za pfedpokladu R > 1 véta analogickd vétdm

z[2]
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4. PRIPAD R < 1

Odvodime nejprve nékolik pomocnych vét, které budeme potfebovat k dikazu
véty hlavni.

Véta 4.1. Necht plati pFedpoklady véty 3.1. Necht
sup JZM‘J(I) < a Sl:p?,_;Mi,Uk)(l) < .
Potom exisn}jz' k, > 0, k, > 0 tak, Ze pro vSechna t plati:
sup YM; (1) < k,R*, sup Y M; o) < kR
Dukaz. Z (3.1) a (3.2) plyne 0 < aZMi,j(t) <YM, (f) u; = R'y; a tedy
J J

b

sup )M, (1) < R P kyR".
i J

Podle (2.13)
! .
M uoft) = ; YM; [t — 1)z, oyt — 1)
JelikoZ

t t . .
sup M (t) < ZIS‘%P Mt = 1) sup zg ot — 1) < ZlklR'—' Sup Z, (T — 1)
i = 13 s s = S

a
SUPZ’;ZS’U")(T — 1) = sup Zk Y Mo om(D)M, (t — 1) My, (z — 1)
s Js s Js r,m
< KiR*72 sup 3 M, (m(1) < K'R*72,
potom

t
sup Y. M; 1) £ Y kyR7TTK'R*™ ™2 < kR
i jk =1

Véta 4.2. Necht plati pfedpoklady véty 4.1. Potom existuji ks > 0, k, > O tak,
Ze pro vSechna t,t a pro x;€<0,1>,i=1,2,3, ... plati

(4.1) Sup jszi,(jk)(t, T, x) IHJ(T, x)l é ksR"l" y

4.2) sup |[F"(t, x)| < k4R*.
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Diikaz. Podle véty 2.5. a véty 4.1. jest
(4.3) sup [Hz, x)| < kR
1

a

sup ¥ M, ut, 7, ) |[Hj(7, x)| < kyRk,R* = k;R**".
i jk
Tvrzeni (4.2) se snadno dokdZe pomoci (2.19) a véty 4.1.

Vé&ta 4.3. Necht plati pfedpoklady véty 4.1. Potom R™* H {t, x) konverguje pro
t — oo stejnomérné vzhledem k i a vzhledem k x,€{0,1)i = 1,2, 3, ... ke koneéné
funkci g{(x). Prox =10

R™*Q(t)» —9/0) =K; 2 0.

Diikaz. Postup diikazu je obdobny ditkazu véty 4.2. ze [4] K diikazu pouZijeme
véty 3.1., podle které pro dané ¢ > 0 existuje Ttakové, Ze pro 7,1, > T

sup IR M, (7)) = R7% M, 4(z,)| <.
J
Dile pouZijeme vztahii (4.3) a (4.1).

Véta 4.4. Necht plati predpoklady véty 4.1. Potom R~ H{t,x) konverguje
stejnomérné vzhledem k i a vzhledem k x;,€ (0,1),i=1,2,3, ...

Diikaz. Postup dikazu je stejny jako u véty 4.3. K ditkazu se pouZije (2.20),
véty 3.1, (4.2) a (4.1).

Hlavni véta: Necht maticovy operdtor M je striktné positivni a kompaktni, necht
Slixpjz; M, n(1) < .

Potom existuji pro vSechna i konecné limity

(4.4) limR™* Q(f) = K,, kde K;>0.

t— oo

Dukaz. Ve v&t& 4.3. je dokdzdno, Ze R™* Q1) — K, z 0. DokdZeme nyni (4.4).
Diikaz provedeme sporem.

Pfedpoklddejme, Z¢ R™* H(t,0) = R™* Q(t) - 0. JelikoZz H{t, x) je neklesajici
funkci vzhledem k x; € €0, 1> je i g/(x) neklesajici funkci vzhledem k x; € 0, 1),
j=1,2,3,...Podle(2.16) a (1.4) H{t, T) = 0, a tudiZ z vty 4.3. plyne, Ze g (T) = 0.
Jezto podle pfedpokladu g,0) = 0, nutng z tohoto vyplyvd, Ze

(45) g{x) =0 pro x;e€<0,1>, j= 1,2,3,...
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Oznatme £ =(1,...,1,x;1,...), x;€<0,1). Jeliko? R H{t, x) - gix) stej-
nomérné vzhledem k i a x; € 0, 1> a podle véty 4.4. R™* HY(t, x) stejnom¥rn& kon-
verguje vzhledem k i a pro x; e <0, 1), plati podle véty o konvergentnich posloup-
nostech, Ze R™" H{)(t, £) — g{’(8). Tudiz g{’(T) = lim R~* HY(t, T), takZe podle

1=

(2.16), (2.6) a véty 3.1. g{(1) = p;v; > 0, coZ je spor s (4.5). Plati tedy nutn& (4.4).

5. PRIPAD R=1

Odvodime nejprve n&kolik vét, které budeme potfebovat k ditkazu véty hlavni.

Véta 5.1. Necht plati pFedpoklady véty 3.1. a necht pro viechna k PY(f) —-11).
Potom sup (1 — P¢(t)) — 0.

k

Diikaz. Z (2.16), (1.2) a (2.17) plyne

(5.1) sup (1 — PY(t + s5)) < sup Y M, (s) (1 — PY(2)).
k k Jj

K danému ¢ > 0 existuje podle (3.4) s, tak, Ze pro s > s, plati

(5.2) Sl:p Z,Mk.j(s) - ﬂij| <eE.
J

K danému & > 0 existuje j, tak, Z¢ Y v; < ¢&. Rovn& k danému ¢ > 0 existu-
Jj=Jjot+1 _
jetotak, Zeprot > toaproj=1,2,...,jo, 1 — Pj(f) < e. Tedy prot > t,
_ Jo _ © _
ot = PI0) = St - B + 3 vft = PIO) S o1 + K)
J J=lo

j=
a

(5.3) sup . Yv(1 — PY(2) < b(k' + 1) .
ko
Pomoci (5.1), (5.2) a (5.3) se snadno dokdzZe tvrzeni véty 5.1.

Véta 5.2. Necht plati predpoklady véty 3.2, predpoklad véty 5.1. a necht pro
vSechna i, k Y M; (1) £ CM,; (1), kde C je kladné, konecné cislo. Potom pro
J
libovolné celé n plati
H{t + n, x) - B
Ht, x) Hy
stejnomérné pro x; € €0, 1) a stejnomérné vzhledem k i a j.

1y Obdobné jako v p¥ipadé s koneénym podtem typi &4stic 1ze dokézat, Ze tento pfedpoklad je
splnén, neexistuje-li tzv. findlni tfida &astic.
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Diakaz. Pro t 2 s plati podle (2.17)
(54) H{t, x) = ;M,-,j(s) Hft—s,x)+ % JZ;‘M,-,U,‘)(S, t, x) .
Hjt — s, x) H(t — s, x)
a jelikoZ druhy &en na pravé strang je nezdporny, je zfejmé, Ze pro x; € 0, 1)

(5.5) Ej:M,-J(s) Hjt —s,x) < H(t,x) < 0.

TakZe pouZitim véty 2.3. a véty 5.1. miZeme vyraz (5.4) ndsledovng upravit
H{t, x)
ZM,-’J'(S) HJ(t - S, x)
J

-1 g%sqlej(t— s, x)| -

. LM, gn(s) IH"(t =) < ksup [Hj(t -5, x)I < ksup(l — P}’—(t —s)<e.
j j

};Mt}(s) |Hy(t - s, )|

T. zn., Ze k libovolnému ¢ > 0 a s > 1 existuje #,(s) = s tak, Ze pro vSechna t > 1,
pro viechna i a pro x; € €0, 1), plati

Hyt, x)
¢4) lZM. O HG =59

Dokdzeme ddle, Ze k libovolnému ¢ > 0 existuje s, tak, Ze pro vSechna s = sy,
t = s, pro viechna i a x; € €0, 1)

;M,-,,-(s) Hyt - s, x)
Ui %:vj Hft — s, x)
PouZitim vztaht (3.7) a (3.1) miZeme psdt
‘;Mi,i(s) Hft — s, x) S ;lMi,i(s) = wv] [Hft =5, %),

1= s
vy Hit— s, x) ' U Zvj H{t — s, x)
N A J

—1l<e.

(5.7)

-1

<e.

m

_ |

a tim je dokdzdno (5‘.7).
Ozna¢me
H{t, x)
7 Zv Hft —s,x)
Z tvrzeni (5.6) a (5.7) 1hned plyne, Ze k hbovolnemu e > 0 existuje s, tak, Ze pro libo-

volné s = s, lze najit t,(s) = s tak, Ze pro t > tz(s) pro viechna i a pro x; € <0, 1)
[l(s, 1, x) — 1] <&

I(s,t,x) =
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Pro pevné dané 0 < ¢ < 4 a dané n (n celé &islo) volme s > 0 tak, aby soudasn&
SZs;as+n 2 s, PoloZme t; = max [t,(s), (s + n)]. Potom pro t > t; + |n]
jest .

(Hit + n,x) g

Ht, x) Uy

I{s + n,t + n,x)
I(s, t, x)

_ M

Hj

1

I\

b 4b
~ —e.
a a

.2_{5:
3

Véta 5.3. Necht plati pfedpoklady véty 5.2. BudiZ v celé nezdporné &islo a n ¢islo
celé. Potom

H{t, x)
;Mj,k(v) H,(t + n, x)

a) konverguje pro t - co stejnomérné vzhledem k i, j a x; € 0, 1) a limita je rovna
wilns
b) je stejnomérné omezend vzhledem k i, j, x; € €0, 1).

Dukaz. Dikaz tvrzeni a) plyne z v8ty 5.2. Tvrzeni b) dokdZzme ndsledovn&. Dokd-
Zeme nejprve pro pevné t a n, Ze vyraz

zl;v,- H{t, x)

_Zvj Hjt + n, x)
j

(5.8)

je stejnom&rn& omezeny vzhledem k x e <0, 1). Dikaz provedeme sporem. Pfed-
poklddejme, Ze vyraz (5.8) neni stejnom&rné ohrani¢en vzhledem k x € €0, 1). Potom
existuje posloupnost x™ € (0, 1) tak, Ze

YHt +n, x™) v;
J
ZHi(t’ x(m)) V;

JelikoZ vzhledem k (6.1) |LH{(t, x™) v| < oo, konverguje Y H (t + n, x™) v, =0,
a tudiz také : d

(5.9)

—
m

(5.10) Hi(t + n,x™) — 0 pro kazdé .

Jestlize pro pevné jo je posloupnost x™ takovd, Ze x™ — x(®, pfitem? alespoit
jedno x{” < 1, potom plati (5.10), coz miiZzeme pfepsat jako F,(t + n,x®) = 1.
Derivaci podle x, a pomoci (2.6) dostaneme M; ,(t + n) = 0, aviak toto podle
pfedpokladu neni mozné. To znamend, Ze (5.10) plati pouze pro posloupnost x™ - 1.

JelikoZ podle véty 2.4. a (3.6) |H (1, x("")l < 8 Yv(1 — xi™), je ziejmé, ze
j
(5.11) sup [Hi(t, x™)| = 0.
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Ze (2.17) pomoci (3.2) a véty 2.3. miiZeme vyjddfit nerovnost
ZH,(t + n,x™)v, < Zv,- H(t, x™) + 1L, sgp |H (2, x™)| .
i J
. ;; vi Myy(n) |H(t, x™)|,

kterou miiZeme prepsat na tvar

YH(t + n,x™)y,
i 2 1 — 3L, sup |Hjt, x™)|.
J

TH(tx™)v;
7

Limitnim pfechodem této nerovnosti pro m — oo dojdeme podle (5.9) a (5.11) ke

sporu 0 = 1. To znamend, Ze vyraz (5.8) je stejnomé&rn& omezeny vzhledem k x; e
€<0,1),i=1,2,3,...

JelikoZ podle (2.17) a (3.6) pro x,€<0, 1) jest 0> Hy(t,x) = 6 Yv; H(t — 1, x)
a ;Mu(v) H(t+n,x)<y ;vk Hy(t + n, x) <0, je zfejmé, Ze 7
v Hit = 1, %)
j

v Hy(t + 1, X)
P

H{t, x)
;M 1(0) H(t + n, x)

?
Y

a z tohoto jiZ plyne tvrzeni b).

Véta 5.4. Necht plati pFedpoklady véty 5.3. Budif .ZkM"-U")(I) Vil = B.
Potom b

H(t, %) (1 + %gv,(l - x,.)>
M ;"1(1 - x)) ol

stejnomérné vzhledem k x;€40,1), i = 1,2,3, ...

Diikaz. PoloZmeprot = s = 1-
(5.12) Z,(t, S, x) = ZMi,J(t —- s+ 1) HJ(S - 1, x) - ZM,J(t - S) HJ(S, x) =
J J
=ws—1,,x) — w(s, t,x).

Vezmeme-li v tivahu (5.5), mazeme (5.12) vyd&lit vyrazem wys — 1,t, x) ws, t, x)
a seétenim pro s od s, do.t dostaneme

1 1 + ! z((t, s, x) '
Ht,x) wso—1,8,x) s=sowls— 1,1, x)w(s, 1, x)

(5.13)
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Oznacdime-li
Z(s, %) = % Zk M, (1) Hy(s, x) Hy(s, x) ,
Js
2P(s, x) = 3 Y M, Gin(1, s — 1, x) Hy(s, x) H(s, x) H(s, x) ,
Jik,r
potom pomoci (2.18) miiZeme (5.12) pfepsat do tvaru

(5.19) zt, s, x) = — %:Mi,j(t = 5)[Z(s — 1, x) + (s — 1,x)].

Vzhledem k vété 5.3. existuje 0 < a, f < o0 a s, tak, Ze pro n = 0, 1, viechna j,
x; € €0, 1) plati

(5.15) infﬁ(i:——lﬁga pro t=sz=s,,
i wi(s — n,t,x)

supiufﬁ pro t=sz=1.
i wis — n,t,x)

Pouzijeme-li nyni vztaht (5.14) a (5.15) a vezmeme-li v ivahu, Ze — H,(s — 1, x) =
= |H,(s - 1,x)| a sup |Ha(s — 1, %)| = sup |Fuls — 1,x) — 1] < sup(l — Fs —
- 1,0) = sup [t — PY(s — 1)' — O(VIZvéta 5.1.) a Ze pro kazdé ljestEM, (t—7s).

ZM s.an(1) élslo konecné, je moZno dokdzat, Ze existuje s, 2 s, tak, ze pro s = s,

tZs x; €40, 1) a viechna i, j

(5.16) 2,5, %) <L <O0.
wis, t, x) wi(s — 1, ¢, x)

Dosadime-li (5.16) do (5.13) a poloZime s, = s, potom pro t > s,, x;€<0,1)
a vSechna i plati

1 d {t, s, x)
< 2 < Lt —-s)< Lt
H{t, x) —s; wys, t, x) (s—1,6,x) " =) <L
a rovnéz
(5.17) Ht,x) > El“

i

Podle v&ty 5.3., vztahu (3.4) a pfedpokladu této véty konverguje

Hy(s — 1, x) H/(s — 1,x) B

M, (1) M, a1 . B

1';" ) Mo )ZMi,j(S') H s, x) ;Mu(s' + ) Hfs — 1,%) 22w
J

stejnomé&rné vzhledem k x; € €0, 1), s’ a i.
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Z ptedeslého vyplyvd, Ze k danému ¢ > 0 existuje s; a ¢, tak, Zepros = s;at =
s+t

Y Mt —s)z(s — 1, x)
j B

- —l<e.
wis, t, x) wis — 1, t, x) 2u,

(5.18)

Pomoci (5.15), (5.18) a ptedpokladu této véty plati pro t > t; + s, s > s3
e IM, [t - 5)Z(s — 1, x)

i — _lﬁ <

551 wis, L, x) wis — 1,8, x) 2,

s (Cz + ﬁ‘)(ss + 1) + &(r — 1t — s;)

i

(5.19)

stejnom&rn& vzhledem k x; € €0, 1), pro viechna i, kde ¢, < 0.

Z platnosti (5.15), pfedpokladu sup Z M; (1) < oo, véty 3.1. a (5.17) vyplyvi,
Ze prot > t; + s; jest

. ;Mu(t —5)zP(s -1, x)' .

(5.20)
s=1 wis, L, x)wls — 1,1, x)

1) s

t
, 1
Ses(ss + 1) + Clezl DI
s=t;+s3 S
stejnom&rng vzhledem k x; € €0, 1) a pro viechna i, kde c; je kone&né.
Vezmeme-li v uvahu vlastnost d) z véty 3.2., potom k danému ¢ > 0 existuje ¢’ tak,
Zeprot > t'

%‘,Mu(t) (1= xy) B ll - ; sup IM; (1) = mavy| (1 = x)) _e_e
Hi JZ_";'(I - x;) K ;v,-(l - x)) Twoa’
a tudiz
ZMl A = x))
(5.21)

m2vAL = x;) Eh

pro viechna i a stejnomé&rné pro x; € 0, 1).
Stejnym zplisobem se dokdZe, Ze

1+ 225, (1 - x)
( 2 4

5.22 — 1
.2) 1+3BtYvi(l —x) °
i

pro viechna i a stejnomé&rn& vzhledem k x; € €0, 1).
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Pomoci vztahu (5.13) pro s, = 1, pomoci rovnosti H,(0, x) = x; — 1 a pomoci
(5.14) vyjddiime ndsledujici nerovnost

1 i 21— xj)
I

. +1
H{t, x) )

Bt
+o JZVJQ = X))

=

I + %JZM-'J(’) A-x) g ;vj(l — x}) 1.
e ;M,.,j(t) (1 -x) 1+ %;vj(l - x))
L . ‘J[;Mi_,-(t —5) (s — 1, x) B,
Bt [s=1 wis, t,x)ws — 1,8,x) 2
L 2 rz IM, [t~ ) ZP(s — 1, x)
Bt |s=1 ws, t,x) ws — 1,1, x)

Z této nerovnosti se dokdZe tvrzeni véty 5.4 pouzitim (5.21), (5.22), (5.19), (5.20)
a pouZitim limity

IA

(2

1
N

—0
t

Hlavni véta: Necht 1) maticovp operdtor M spliiuje podminku M; (1) < k M;. (1),

k ¢islo kladné, konecéné, provSechna i, i',j = 1,2,3,...; 2) vSechny sloupce maticové-

ho operdtoru jsou nenulové; 3) maximadlni charakteristické &islo R maticového ope-
rdtoru se rovnd jedné;

4) sup Zk M, (1) < o, sup g M (1) < o0 3
13 Js 1 JHK,r

5) pro vsechna i, k jest YM; (1) < ¢ M; (1), ¢ < o0; 6) pro vsechna k PJ(f) -1
j
7) ZVJ = 1, Z[,LJVJ = 1.
J J
Potom

a) existuji pro vsechna i konecné limity

(5.23) limt Q) = ==

t— o0

kde u; jsou slozky pravého vlastniho vektoru maticového operdtoru M a B =
= _ZkMi,(jk)(l) Vilk jHs
1,7,
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b) pro simultdnni podminénou distribuéni funkci G(t, y;, y|X(t) * 0) ndhodného
vektoru (n;, 1), kde n; = (X,(t))[taf = (ZX,.(t))/t, plati, 2¢ G(t, y;, y |X(t) + 0) -
- G(y;, ) pro vsechna i, pFiCem? rozloZeni s distribucni funkci G(y;, y) je kon-
centrovdno na pFimce y; = v,y; pro podminénou distribucni funkei G{t, y | X(f) +
+ 0) ndhodné veliciny i plati G(t, y | X(f) + 0) — G{y) pro viechna i, kde G(»)
je distribuéni fiinkce s hustotou (2/B) e~ */®?.

Ditkaz. Dosazenim do véty 5.4 za X = 0 a pouitim vztahu (3.3) se dokdZe tvrzeni
(5.23).

Budiz

(1, 2,,z,) = Y exp (—z1 4 _ g, E) Pit), a=Yo,
acA t t i
redlnd Laplaceova transformace dvojrozm&rné ndhodné veliginy (;, #1). Oznagime-li

(5.24) X,-_-exp(-ftl), i), i=1,23..., X,.=exp(—ﬂi:—z£)

potom

acA

(5-25) D01, z,, 2, | X(f) + 0) = =£2 =

Y. exp <—21 %i -z, ?) P(1)

1 - PY(1)
;Z-; x* Pi(t) — PX(1) H{t, %)
OOl

H{t, x) 1+-B—tZV(1—x,-) vl = x;
L (1+ %5 ) W - %)

K szj(l - x;) (1 + %;vj(l - xj)) (1 — PY(1) .

Z (5.24) je ztejmé, Ze

(5.26) (L=x)tp 4z, i%j, 1=x)t> 4z, + 2,.
Pouzitim (5.26), (5.23) a (3.3) se dokdzZe, Ze

B
i X1 = x) + ) (z2 + vjzy)
k

(1 + %‘;vk(l ~ xk)) (1- P 1+ 25(22 +viz) |

(5.27)
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Z (5.25) pouzitim véty 5.4 a (5.27) plyne, Ze

801, 24, 2, | x() + 0) - ! ,

1 + 5(22 + ijl)

[~ RN

G

®(1,0,2;, ) X(t) + 0) — 3
- + 22
B

6. PRIPAD R > 1

Zavedeme si nejprve potiebnd oznadeni:
W(t) = R™*X(f), W'(t) jetransponovany vektor k vektoru W(r),
D(f)y =R™*M(), D=R"'M, D= }im D(t),
V.anl(t) = {'12 M om(1) D, () Du(9}is i=1,2,3,...,
Vi = {’ZMM,.,(,,,,,(I) D, ;Dputi, i=123,..
M. Gt s) = {}r:M,-,(j,,(t) D,(s)}, i=1,23,..,
V. it s) ={ er M om(1) D, (1) Dl + 8)}is i=1,2,3,...,
{T,}is = [RPE = M]™', i,s=1,2,3,...; E jednotkovd matice,
U. o =[RE—-M]""V. = {Es:T:,sVs,Uk)}t , i=1,23,...,
Loy = {;aiUi.(ﬂt) + (;“:D-i,j) (;“iﬁi,k) - ;“iﬁuﬁik}j.k’

k=1,2,3,...; aeAd.

Véta 6.1. Necht maticovy operdtor M je striktné positivni a kompaktni. BudiZ
sup ) M; (1) < oo.
Jik

Potom existuje 0 < r; < 1 tak, Ze stejnomérné vzhledem k s
(6.1) R™2' M. y(t,s) = U. iy = O(r}) -
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Dukaz. PouZitim vztahfi (2.13), (2.10) a (3.4) dokdzeme, Ze
R™2 M. (4t s) = U. oy = R’Z‘Zi:lR‘_’ D(t — )R 2 V. ot — 1,5) —
—[RE = M]" Py = R TR D) V. +

+ R—zt\;Rﬂ“ D(t — ) [V. gt = 1,s) = V. jy] = [RZE = M]™* V. iy =

= R—ZT;R_M D(t = 1) [V ol = 18) = Vo] — R~2{2Rq D() V. iy =

- ';R-'“ 0("™) + O(R™") = O(r").
Véta 6.2. Necht plati pfedpoklady véty 6.1. Potom existuje 0 < r, < 1 tak, Ze

stejnomérné vzhledem k s
(62) EW() W(0) D) - L, = 0(r3).

Diikaz. Pomoci definice faktoridlnich momentd, (2.9), (2.7), (6.1) a (3.4) vyjddiime
Ea(gW,-(t) W,(1) D, i(s)) = Le,iy = ;R—Zt M, in() Drul(s) +
+ R M, (1) D; i(s) = Loy = R—Zt; o M () D, i(s) +
+ (iZoc, D, (1)) (;Zai Dyt + 5)) — zioz, D; (1) Dyt + s) +
+ R ;“i D, () Djuls) — Loy = Zi[‘r/:.R—m“i M (1) D, ifs) =
— ;Ui gol] + (lZai D; (1)) (Zi:“i Dyt +s)) — (lzaiﬁij) (;rx,-D;,k) -
— Yo; Dy (1) Dyt + 5) + );aiz‘)i,jﬁi_,‘ + R“'Ei:oci D; (t) D;(s) =
= 0(%) + () + O(') + O(R™) = O(r%).
Véta 6.3. Necht plati pfedpoklady véty 6.1. Potom existuje 0 < ry < 1 tak, Ze
stejnomérné vzhledem k s
(6.3) E[W(t + s) = WEOI[W'(t + 5) — W(9)] = O(r3) -
Dukaz. DokdZeme nejprve, Ze
(64) E(X() Xt + 9) = E(X() X'(0) M)
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Je zfejmé, Ze
EX ()Xt + ) = T By PAO) PYs) =

a,ye
= ,,ZA Bi PL(t) My (s) = YELX (1) X(1) M, s) -
Tim je (6.4) dokdzdno. Jelikoz
EA(W(t +5) = W) (W(t + ) = WD) = E(W(t + ) W(t +5)) -
— L, + E(W()W'(t)) — L, — E(W() W'(t + 5)) + L, —
—EW(E+s)W () + L,,
vyplyvd z (6.4) a (6.2) tvrzeni véty 6.3.
Hlavni véta: Necht maticovy operdtor M je striktné positivni a kompaktni. Necht
squk: M; (1) < 0.
LI

Potom ndhodné veliciny WJ(t) konverguji s pravdépodobnosti jedna a podle kva-
dratického stredu k nadhodnym veli¢inam W; pFicemz

(6.5) E(W)) = v; ;ai#i
(6.6) E(W;W) = S(2) vj»i
kde

S(@) = Y T Mo em(1) tobtm + (Coritts)® — Yot -

i,s,r,m

S pravdépodobnosti jedna za predpokladu W, + O plati

(6.7) WZ =

Oznacime-li @,(z) = E,e”*", kde ndhodnd proménnd W = Y. W; potom plati
J

(69) E(P) =,
Ei(Wz) = Z Ti,s Ms,(rm)(l) Hollm »

S,r,m

B(Rz) = Fi(1, 9(2)).

Diikaz. Konvergence Wj(t) » W; s pravdépodobnosti jedna a podle kvadratického
stfedu vyplyvd z véty 6.3.
Plati

Ea(Wj) = litm Ea(WJ(t)) = Zi“iﬁi,j =V; ;“:ﬂs 5
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t

E(WW,) = lifn [R'z‘zi:ait;lgM,,s(t - r)'%'Ms,(,,,,)(l) M, (t—1).
Mz - 1)+ R'Z'('Zai M, (1) (iZai M, (1) —
- R"z'ziai M, () My ()] = S() vjvy

Tvrzeni (6.7) se ‘dokéie pomoci (6.6) ndsledovng
E(v;W, — wW))* = v} E(W2) + v} E(W}) — v E(W;W,) =
= S(a) (vVivi + vivi — 2v}vi) = 0.
Pomoci (6.5), (6.6) a (3.3) jest
E(W) = JZEi(W;) = JZ#;-VJ = Hi;

E(W?) = jZk: E(W,W,) = 171 S(e) vy = S(ey) -

Nyni
By(t,z) = Y exp (—zR™B) P(t) = F(t; ™" ", 7" 7", L),
PeA
a tedy
(6.9) @,(z) = lim F,(t; e7**"", e7*R7", ).
t

Podle (6.9) a (1.5) jest
QG(RZ) = lim Fa(t + 1; e-—Rz/RH-l’ e—Rz/RHx, .”) -
t

= lim F,(1; F(t; e 7** 7", ...)) = F,(1; 9(2)) .
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Summary

BRANCHING PROCESSES WITH A DENUMERABLE SET
OF TYPES OF PARTICLES

StanisLAv KoLpaA, Pardubice

In the present paper the classical case of a branching process with a finite number
of typas of particles is generalized to a branching process with a denumerable number
of types of particles. The investigation of the generalized branching process is carried
out by using the method of generating functions.

For asymptotic properties of the branching process of a denumerable set of types
of particles the minimal positive real characteristic number of a linear operator,
expressed by means of an infinite matrix of first factorial moments, is decisive.

On this matrix operator such assumptions are made in propositions 3.1 and 3.2 that
the operator satisfies the demands required in the study of asymptotic properties.

In the main propositions of the last three chapters it is shown, for a denumerable
number of types of particles, under what conditions and to what extent, the asymptotic
properties of the finite case of branching processes are preserved.
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