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Casopis pro pé&stovani matematiky, rot. 94 (1969), Praha
ULOHY A PROBLEMY

Uloha &. 1. Rozhodnéte, zda plati ndsledujici v&ta: Nech? f je redlnd funkce na
intervalu I = (a, b), kterd md primitivni funkci na I a pro ni¥ ddle plati:

(*) Ke kazdému x el a kazdému e > 0 existuje takové r, ¢ 0 <r < ¢ a Ze
f(x)=3f(x +r) + f(x = 1))

Pak je f linedrni.

Poznédmka. Je-li funkce f spojitd na I, je tvrzeni pravdivé, jak plyne z této uvahy: Bud .
{a, By < I; necht Ax + B = f(x), AR+ B = f(B). Bud dile g(x) = Ax + B.Potomh=f— g
spliiuje predpoklady véty a je h(x) = h(B) = 0. Necht je napf. max {h(x); x € {a, ﬁ)} =M >0
bud xo = inf {x € {«, B); h(x) = M}. Pak h(xy) = M a h(x) < M pro x € {a, xy), coZ je
zfejmé spor s (*). Je tedy & = 0 na {a, B), z &ehoZ uZ tvrzeni lehce plyne.

Uloha &. 2. Necht E je separabilni nekonecné dimenziondlni Banachiiv prostor.

Rozhodnéte, zda existuji x{, X,, ..., € E tak, Ze ke kaZdému x € E existuje permu-
® )

tace m mnoZiny vSech prirozenych Cisel, pro niz Y, X, = X.
n=1

Karel Kartdk, Praha

Re3eni lohy &. 10 (autor Jan Mafik) z rog. 81 (1956), str. 470.

Uloha: Rozhodnéte, zda plati tato véta: Bud f spojitd funkce na mnoZiné G,
kterd je otevFend v m-rozmérném kartézském prostoru E,. Necht ke kaZdému s € G
existuje uzaviend koule K o stfedu s tak, fe K = G a Ze [¢ f(x)dx = [¢f(s)dx
(=£(s). V, kde V je objem koule K). Potom je funkce f harmonickd na mnoZiné G.

UkédZeme, Ze uvedend véta obecné neplati. '

Oznadeni. Je-li ceE,, budte ¢y, c,,..., ¢, soufadnice bodu ¢. Pro M < E,,
bud [M| vn&jsi Lebesgueova mira mnoZiny M. Pro ceE,, R > 0 bud Q(c, R) =
{x; |x — ¢| < R} (koule). Kone¢n& bud |Q(c, 1)| = x,.

Lemma 1. Nechf0 < y; < 9, < ... < y,. Potom Z(—i)"*" 7 > 0.
k=1

Dtkaz. Souet md tvar bud y, — y,—y + ... + 93 — y; nebo y, — Y,y + ...
oo +P3 — Y2 + 4.

Lemma 2. Bud ce E,, « <0, B > c,. Bud f spojitd v E,,, omezend pro x, S f
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a budf(x) = « + x, — B pro x, > B. Potom

lim R'"‘I f(x)dx = 0.
R Q(c,R)

Dukaz. Predpoklddejme, Ze m > 1. Bud 4 > 0. Uréeme B > 0, aby bylo
|[f(x)] < B prd x; < p. Déle urleme 4, aby bylo Ax,,_, > 2"(4 + Bx,,). Bud nyni
R > 4(A — a + B — ¢,). Poloime :

m
M={x;c, + 3R < x; <c¢; + 3R; Y (x; — ¢j)* < }R?}.
=2

Snadno se zjisti, Ze [M| = R™.2™™.%,_,, M < Q(c, R) a Ze pro kazdé xe M je
Xy >A—a+ f> B, tedy f(x) = + x; — B> A Je tudiz

f f(x)dx > A|M| — B|Q(c,R)| = A.2™™ . R™ . %,,_y — Bx,R" =
J 2(c,R)

=R™(A.2™™.%,_, — Bx,) > AR™.

Pro m = 1 pfenechdvame dikaz &tendfi.

Véta. Existuje funkce F spojitd v E,,, kterd tam neni harmonickd a md tuto vlast-
nost: Ke kaZzdému c € E,, existuje takové R > 0, Ze

J (F(x) = F(c))dx = 0.
Q(c,R)

Dikaz. Napfed sestrojime posloupnost ag, a,,... takto: PoloZime a, = 0,
a, = 1. Je-li n = 1 a je-li jiZ sestrojena posloupnost a, a4, ..., a, takovd, Ze a, —
— Q-1 > ay_y — ay_, pro k = 2,3, ..., n, definujeme nejprve pomocné funkce ¢, g
pfedpisem ¢(t) = 0 pro t £ 0, ¢(t) = (—1)*"*! pro a;_; < t < a;, ¢(t) = 1 pro
t>a, g(t) = [ o Pro t>a, je g(t) = g(a,) + t — a,. Dile je g(a,) =

=Y (=1)**"*! (g, — a,-,), coZ je podle lemmatu 1 zdporné. Vidime, Ze pfedpo-
k=1 -

klady lemmatu 2 jsou spln&ny, poloZime-li ¢ = [a,-,,0,...,0], 8 = a,, « = g(a,),
f(x) = g(x,). Existuje tedy R, takové, Ze [o« r,)f > 9(a,-1) %, . R}. Nyni uréime
a,.q tak, aby byloa,,; —~ a, > a, — a,_, a zdroveti a,,,; > a,_; + R;.

Tim je sestrojena posloupnost ag, a;,...; protoze a, — d,_; > a; — do = 1
(n=2,3,...), je a, > oo. PoloZme &(t) = 0 pro t < 0, &(t) = (—1) pro a;_, <
<t<Zay¥(t)= [, P, F(x) = ¥(x,). Funkce F je zfejm& spojitd v E,, a neni tam
harmonickd. Bud kone¢n€ c € E,,. Neni-li ¢, rovno Zidnému z &isel a;, je funkce F

linedrni v okoli bodu ¢ a za hledané R mtiZeme volit libovolné dostate¢n& malé kladné
&islo. Bud tedy ¢; = a,_,. PoloZme G(x) = (=1)"""' F(x), P(R) = [o(.r (G(x) —
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— G(c)) dx. Sestrojme funkce f, g a &islo R, jako na za&dtku dikazu. Pro x; < a,4,
je ziejme f(x) = G(x); je G(c) = g(a,-,). Podle volby R, je P(R;) = [g( g,y (f(x) —
~ g(a,-,))dx > 0. Pro a,_, < x; < a, (pro n =1 zde volime a,_, = —0) je
zfejmé G(x) < G(c) a tedy pro mald R > 0 je P(R) < 0. Ze spojitosti funkce P plyne,
Ze pro n&které R > 0 je P(R) = 0. Toto R ndm vyhovuje.

Véta je dokdzdna.

Dé&kuji prof.-J. MAkikovI za rady, které umozZnily zjednodusit diikaz.

Ivan Netuka, Praha
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