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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 93 (1968), Praha

RUZNE

OBECNE VZORCE PRO PREVOD SOUCINU KOSINU »n-CISEL
NA SOUCET KOSINU

KAReL CEPAK, Praha

(Doslo dne 14. Cervna 1966)

Zndmy vzorec cos a, cos a, = (cos («; + «,) + cos (a; — «,)) lze snadno roz-
n
§ifit na n-libovolnych &isel o, a5, ..., a,, tj. vyjadfit soudin [] cos «;. Tato prdce se
zabyvd n&kolika takovymi vzorci. =1
Véta 1. Pro prirozené Cislo n = 2 budte (ky 1, ky,1s s ky11)s (K120 k225 -
o kn—12)s o5 (kg 2nm1s Kk 201y - k,,_l,z,. 1) posloupnosti téchto vlastnosti:
(1) kij=01 pro i=12..,n-1; j=12,..,2""1;
(ki K2 g oo K1) F (Koo Ko g oo Kuy i) PO i # 2 )
(tedy vSechny navzdjem riizné, (n — 1)-¢lenné bindrni posloupnosti). Pak plati:

@) [eos

2n-1

Z cos (o + Z(l = 2k ;) s y) -

2n 1

Tato véta se dokdZe snadno uplnou indukci. Pro n = 2 se tvrzeni redukuje na
zndmy vzorec uvedeny v tvodu ¢ldnku. V druhém kroku diikazu vyndsobime obé
strany rovnice (2) kosinem dalsiho libovolného &isla «,4; a po jednoduché upravé
pravé strany obdrZime

n+1

Hcosa =~ Zcos.(ocl + Z(l — 29; ;) %y y)

kdeg;;=0,1proi=1,2,..,n,j=1,2,...,2"%
Z induk&niho ptedpokladu, Ze viechny zmin&né bindrni posloupnosti (ky , k5 1, ...
corkno11)s (Ky25 Kz 25 ooy Kney 2)s ooes (Ky 2n=15 K3 gn=1y + o5 Kn—q gn-1) jsOU navzdjem
rizné se pak dokdZe, Ze také (qy,1, .20 - dn1)s (d1,20 92,25 0> du2)s -5 (41,20
2,2ms +--» Gn,2n) jSOU navzdjem rizné. Tim je dikaz proveden.

l) Rovnost dvou posloupnosti (ay, a,, ..., a,), (bl,bz,.‘., b,) je definovana takto: n=
=m&a;=b;proi=1,2,....,m
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Oznaéme f; = a; + (1 — 2k, o, + (1 — 2k, ) o3 + ... + (1 = 2k,—y ) o,
a hledejme nyni takovy pfevodni vzorec, ktery by definoval jejich uspotddéni. (Véta 1
piipousti libovolné uspofdddni).

Kazdé B; je (pro dand «,, a,, ..., a,) zfejm& definovdno pfisluinou bindrni posloup-
nosti (ky j, ky j, ..., ky—y ;). Viechna lze tedy uspofddat nezdvisle na oy, oz, ..., o,
uspofdddnim pfisluSnych binarnich posloupnosti. Zvolme nejobvyklejsi uspofdddni
bindrnich posloupnosti, tj. uspofdddni dané vztahem

n—1

(3) j - 1 = Zki’jzn_l_i prO j = 1, 2,..., 27!*1 .
i=1

Je jasné, Ze rovnice (1) a (3) definuji implicitng vSechny navzdjem rtzné (n — 1)
¢lenné bindrni posloupnosti a zdrovefi jejich uspofdddni. Ddle je zfejmé, Ze (pro
n = 2) miZeme kaZdou (n — 1)-&lennou bindrni posloupnost (ky j, ky j, -.+» kn—y ;)
povaZovat za obecny tvar zdpisu celého nezdporného &isla j — 1 (j < 2"7') ve
dvojkové soustavé. Odtud vyplyvd snadné urleni té€chto posloupnosti, jejich uspofa-
ddni a tim i urCeni B, B,, ..., Ban-1.

Pokusme se nyni najit pfevodni vzorec ve tvaru jediné rovnice. Zavedme funkci
g(m, i, j) rovnici

(4) g(m, i J) o (_1)Entier((i"1)2i-m) )

Srovnejme nyni hodnoty koeficientt k; ; definovanych rovnicemi (1), (3) a hodnoty
funkce g(m,i,j) pro pevné m=n—1 a pro i=1,2,...m; j=12,...,2™
Snadno odvodime tyto vztahy: Necht p = 0,1,2,.... Pak pro i =1,2,...,m;
j=12,...,2™ a pro

2p2" 1S S 2+ 1) 27 e ki = 05 g(m, i,J) = 1,
@+ 12+ 1@+ 22" e ki = 1 g(m, i) = ~ L.

Tedy
g(m, i,j) =1 — 2k; ;

a vzorec (2) miZeme psét takto:
n
[Jcosa
i=1

pro viechna n = 2,3, ... a pro kaZzdych n &isel «y, «, ..., &, Tento vzorec zfejmé
plati i pro hodnotu n = 1. MtZeme tedy vyslovit ndsledujici vétu:

2n-1

+ Z(( l)Entxcr((J 1)2¢- "‘”)) H_1)

Véta 2. Pro kaZdé pFirozené ¢islo n a pro kaZdych n &isel ay, o, ..., &, plati

n
[Tcosa;
i=1

2n—-1

¥, cos (3 ((— 002 ) )

2nl

2) Entier (x) je nejvétdi celé &islo, vyhovujici nerovnosti Entier (x) = x.
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