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Casoplis pro p¥stovini matematiky, ro&. 93 (1968), Praha

AXOIDY OBECNEHO AFINNiHO POHYBU

ApoLF KARGER, Praha
(Doslo 15. Cervna 1967)

1. UvOoD

Necht G je souvisld m-dimensiondlni (m > 1) Lieova grupa afinnich transformaci
afinniho prostoru 4,. KaZdou transformaci g € G lze psdt ve tvaru

(1) g= c Z)

kde b je nesinguldrni matice typu » X n a a je sloupec typu n. Grupa G indukuje
pfirozenym zptisobem grupu linedrnich transformaci v zaméfeni ¥, afinniho prosto-
ru A4,, kterou budeme znaéit opét G, a to takto: Budte ge G, VeV, 4,Be 4,

a necht V = A — B. PoloZme
gV =gA — gB.

Vektor gV zfejmé zdvisi pouze na vektoru V a na transformaci g € G. Bud ddle
{A,E,,...,E,} repér v 4, a {E,, ..., E,} reper ve V,. n-tici soufadnic bodu X € 4,
resp. vektoru v € ¥, piSme do sloupce a zna¢me ji x resp. v. Pak pro g € G ve tvaru (1)

gX = 1,0 1=— 1 gV = 1,0 0__'0'
a,b)\x a + bx a, b/\v by
Lieovu algebru g grupy G uvaZujme jako podalgebru v gl(n + 1), tj. jako algebru
matic typu (n + 1) x (n + 1). Rovnicemi

X=<0’ 0), ti. xi= —of,

plati

X, —¢

kde ¢ je jednotkovd matice, je definovdn afinni prostor 4, v gl(n + 1), rovnicemi

V=<0’0), ti. xi=0,
v, 0
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je definovéno jeho zaméfeni V,. UvaZujeme-li grupu ad G jako grupu automorfizmit
celé algebry gl(n + 1), zjistime snadno, Ze ad G operuje v A4, (ve V,) stejn& jako grupa
G v A4, (ve V,). Tim je ddna isomorfni representace grupy G v ad GL(n + 1), které
v daliim pouZijeme. Pfedpoklddejme tedy, Ze grupa G je grupou linedrnich transfor-
maci v gl(n + 1), vytvofend shora uvedenym zpiisobem.

2. AFINNI POHYB

Mgjme nyni afinni pohyb g(f) z G t¥idy C', jeho pevny Fidici kuZel necht je R(t),
a jeho hybny fidici kuZel oznagme R(t) ([1]).

Definice. Pohyb indukovany ve ¥, pohybem g¢(t) z G nazyvejme vektorovym
pohybem pfifazenym pohybu g(t).

Tetny vektor T trajektorie bodu X € 4, v bodé X je ddn vztahem T = [R, X],
te¢ny vektor U trajektorie vektoru Ve V, je ddn vztahem U = [R, V] ([1]).

Je-li
R — 0, O X = 0, 0’ V= 0,0,
Ry, R, X, —¢ \v, 0

R x]=( N mvi=(> 9.
R,x + R,, 0 R,v, 0

Vektor Re g < gl(n + 1) operuje tedy dvojim zpiisobem jako linedrni operdtor:

je

R:4,->V, atotak,Ze X - [R,X],
R:V, >V, atotak,Ze V - [R,V].

Vlastnostmi tohoto operdtoru se budeme nyni zabyvat a ukdZeme, Ze jimi jsou v pod-
staté ddny téZ vlastnosti afinniho pohybu.

3. INVARIANTNi PODPROSTORY AFINNfHO POHYBU

Zvolme libovolny vektor

Ri, R,

n=(°’ 0 >egn(n +1).

Charakteristicky mnohoglen x(A) = det |R, — AE| matice R, je nezdvisly na adjun-
govaném zobrazeni z G a md tedy invariantni vyznam. Pfedpoklddejme, Ze jeho
nenulové kofeny jsou jednoduché. Necht

k+1

k
AN =AMTIA=2) [T W +ar+b), kde i+k+2l=n,
u=1 v=k+1
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je jeho rozklad na irreducibilni faktory. Jednotlivym faktoriim charakteristického
mnoho¢lenu odpovidaji ve V, invariantni podprostory ¥, ¥, ¥, n = 1,..., k,
v=k+1,...,k + I MnoZinu {¥",, ¥} invariantnich podprostori nenulovych
kofent oznatme Y.

Definice. Linedrni soustavu L, = A4, nazyvejme a-invariantni linedrni soustavou,
krétce a-soustavou, jestliZe plati

@) [RL]SY,®7,, kie ¥,ey nebo ¥, = {0}

(ti.[R,L] =¥, ® ¥oprop = 1,nebo [R, Ly] S ¥).

Vétal. Je-li L, = A + W a-soustava, kde Aec A,a W <V, je
3 - WV, DY,.

Dukaz. Necht L,= A + # je a-soustava. Pak [R, 4+ #7] =[R, 4] +
+ [R,#] =R, +Ra+ Ryw < ¥, ® ¥, Z toho plyne

@) Ry + Rae?, ® 7.

Ze (4) mdme R,w < ¥, @ 7.

Je-li i ndsobnost nulového kofene, plati pro x € V,: Je-li R,x € ¥y, je R;(sz) =0,
a tedy Rix = 0, a tedy x € ¥",. Rozli§ujme nyni dva p¥ipady:

a) Necht 7", = {0}. Pak R,#" = ¥ g, atedy # < ¥ = ¥, ® V.

b) Necht ¥, €Y. Je-li we #°, pak Rywe ¥, ® ¥,
Row = v, + vo, kde v, € ¥, vo € V. v, = R,u, pro n&jaké u, z ¥",. Pak ale R,(w —
—u,) =v9€V o atedyw —u,e¥oawe?, d ¥, coijsme méli dokdzat. Obrd-
cend véta neplati vzhledem k (4).

Vétou 1 jsou popsdny viechny a-soustavy. NejduleZit&jsi jsou samozfejmé ty,
které jsou maximdlni, tj. nejsou €dsti jiné a-soustavy. VSimn&me si tedy nyni vlastnosti
t&chto maximdlnich a-invariantnich linedrnich soustav (pi§me krdtce a™-soustav).

Véta 2. Je-li L, a™-soustava, je
Li=A4+7,®7,, kde [R,A]e¥,® V.

Diikaz. Necht 4 + #" = L, je a-soustava a nechf je #" = ¥, @ ¥, (tj. # *
+7,®7). Pak [R A+ #]| <= 7V,® V) a tedy [R,A] €V, ® V). Z toho
plyne

[R,A+"//',@“//‘0]=[R,A]+[R,“//,@“/7'o]=[R,A]+“//,§“//¢®‘I/'o,

a tedy L, neni maximdlni.
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Disledek. a™-soustavy maji dimensi i resp. i + 1 resp. i + 2, podle toho, je-li
o = 0 resp. odpovidd-li a redlnému nenulovému resp. imagindrnimu kofenu charak-
teristické rovnice matice R,. Zabyvejme se nyni existenci a jednozna&nosti a™-soustav.

Lemma 1. Ke kaZdému o existuje bod A € A, takovy, Ze plati
[R,A]e ¥, ® ¥ .

Diikaz. Bud X € A4, libovolny bod. RozloZme V, na direktni soudet V, = ¥", ®
@ YV,® #, kde # je direktni soulet invariantnich podprostord, pfislu§nych
ostatnim charakteristickym kofentim. Pak [R, X] = x, + x,, kde x, € ¥, ® ¥,
x,€H#. Je-li v = v, + v, libovolny vektor z V,, kde opét v, € ¥, @ ¥, v, € H#,
plati [R,X + v] = x; + x, + Rv; + R,v,. JelikoZ R, plsobi v s# jako auto-
morfizmus, Ize vybrat v, tak, aby R,v, = —x,. Pak ale [R, X + v] = x; + Ry, €
€V, ® Vo, coz jsme méli dokdzat.

Lemma 2. Budte La M dvé o«™-soustavy. Pak L = M.

Dikaz. Necht L=A+ ¥, ® %5 M=B+ ¥,® ¥, Pak [R,4]e?,®
® %o [RBle?,® ¥y, a tedy [R,A— Ble¥,® ¥, Oznaime 4 — B = v.
Pak [R,v] = v, + vy, v,€ ¥, vo€ ¥ . JelikoZ v, € ¥, existuje u € ¥, takovy, Ze
R,u = [R,u] = v,. Pak ale plati [R,»p — u] =v,€¥ 7, a tedy v —uec¥, ave
€V, ® YV, CimZ je diikaz proveden. Diisledkem obou lemmat je

Véta 3. Ke kazdému o existuje prdvé jedna o™-soustava.

Véta 4. Bud L, a"-soustava, Ly B™-soustava a necht o + B. Pak L, " Ly = L.

Dukaz. Nejdfive ukdZeme, Ze kazdd a™-soustava obsahuje 0™-soustavu. Skuteéné,
nechf A€ Ly. Pak [R,A] e ¥y = ¥, ® ¥, a tedy A leZi v a™soustavé. Obrdcené
nechf AeL,n L, pro o % B. Pak [R, A]e ¥, ® ¥, [R,A] €V @ ¥, a tedy
[R, A] € ¥",. Z toho plyne A € L,.

4. POPIS AFINN{HO POHYBU

Necht nyni R(t) resp. R(t) je pevny resp. hybny ¥idici kuZel afinniho pohybu g(t) z G.
Pak plati ([1])

(5) R(t) = adg(t) R(t).

Z (5) plyne, Ze charakteristické rovnice operitorit R, a R, jsou stejné pro kazdé t
a maji tedy touz mnoZinu kofend. UkaZme, jak souviseji a™-soustavy operdtori R
a R, pfisluiné témuz a.
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Véta 5. PFi vektorovém pohybu ve V,, pFifazeném pohybu g(t), se postupné zto-
toZriuji invariantni podprostory, neboli pFesnéji.

Je-li V,,(‘V ) invariantni podprostor operdtoru Rz('P:Z), prislusny korenu A,
plati

adg(t) ¥, =¥,
Diikaz. Budte ¥ ”(7“) invariantni podporostory kofenu A,. Pak pro ve 7,, plati
(apad’R + a,adR + a,E)v =0,

kde na levé strang je tfeba vzit pfisludny irreducibilni mnohoélen zobrazeni adR,
zizeného na V,. Vzhledem k tomu, Ze pro viechna X, Ye gl(n + 1) plati
adg(t) ((ad*X) Y) = (ad*(adg(t) X)) (adg(t) Y),
mame
(a0ad’R + a,adR + a,E)* (adg(t)v) = 0,

a tedy adg(t) v € ¥,. JelikoZ adg(t) je automorfizmus, je tim vé&ta dokdzdna. Afinni
pohyb pak popisuje

Véta 6. PFi afinnim pohybu se postupné ztotoZsiuji a™-soustavy, neboli presnéji:
Budte L,(L,) o™soustavy operdtoru R(R). Pak

L, = adg(t) L, .

Dukaz. Necht AeL, Pak [R,4]e¥,® ¥, a tedy [R,adgd]e ¥, ® ¥,
podle véty 5, a tedy adg(t) A€ L,. Mdme tedy adg(t) L, = L, a opét vzhledem k re-
guldrnosti zobrazeni adg je adg(t) L, = L,.

Ptedpoklddejme nyni, Ze viechna L(t) jsou dlferencovatelne zavisld na t na celém
defini¢nim intervalu. Oznadme T,(X,t) teny prostor a™soustavy L,(t) v bod& X
a podobné pro L,(t). Za uvedeného pfedpokladu plati

Véta 7. PFi afinnim pohybu se postupné ztotoZriuji tecné prostory o™-soustavy, tj.:
Jsou-li L(L,) a™-soustavy pevného (hybného) Fidiciho kuZele, je
T(X,t) = adg(t) T(X, 1) .

Diikaz. Pfedpoklddejme, e t je kanonicky parametr pohybu (z dikazu bude
vidét, Ze to neni podstatné). Necht X(t) € L,(t) je diferencovatelnd kfivka. Pak

(6) X(t) = adg(t) X(t) e L,(t)

a plati X(t)' € T(X, t), X(t) € T(X, t). Derivovdnim vztahu (6) dostaneme ([1]):
X(t) = adg(t) (X(t)') + adg(t) [R(t), X(t)]. Podle (5) a (6) mdme adg(t) (X(t)) =
= X(t) — [R(t), X(1)]. [R(t), X()]e ¥, ® ¥ o< T(X,t), a tedy adg(t) (X(¢))e
€ T (X, t) a z toho uZ snadno plyne tvrzeni véty. Analogickd véta plati pro pfifazeny
vektorovy pohyb.
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5. AFINNf POHYB S dim ¥; = 0 NEBO dim ¥, =1

Na pfiikladé afinniho pohybu s dim ¥, = 0 nebo s dim ¥", = 1 ukaZme, Ze ve
specidlnich pfipadech lze dokdzat o né&co silnéj§i véty, neZ jsou véty odst. 3 a 4; na
tomto pfikladé bude rovnéz patrné, Ze to v obecném ptipad¢ nelze.

Je-li dim ¥, = 0 nebo =1, je hodnost h(R;) operdtoru R, rovna n nebo n — 1.
Studujme tyto pifipady oddélené:

a) h(R,) = n. Pak ¥, = {0}. O™-soustava md pak dimensi 0 a je ddna rovnici
[R, 4] = 0. Kfivka A(f) se obvykle nazyvd polodii (v tomto pfipadé pevnou).
Ostatni a™-soustavy maji pak dimensi 1 pro redlny kofen a dimensi 2 pro imagindrni
koften.

b) h(R,) = n — 1, h(R) = n. Dimense ¥, se rovnd jedné. 0™-soustava md tedy
dimensi 1. Pf¥imkovd plocha vytvofend 0™-soustavami se nazyvd axoidem (pevnym).
Ostatni a™-soustavy maji dimensi 2 nebo 3.

¢) h(R;) = h(R) = n — 1. Plati samozfejmé totéZ, co v pfipadé b), nebot o™-sou-
stavy zdviseji pouze na operdtoru R,, ale ukdZeme, Ze v tomto pfipadé lze a™-soustavy
nahradit a-soustavami o 1 men$i dimense. Pfedev§im dokaZzme

Lemma 3. Pro 0™-soustavu L, v pFipadé c) plati
[R, L] = 0.

Dukaz. Rovnice [R, X] = 0 md pro X € 4, jednodimensiondlni feSeni, oznaéme
je S. JelikoZ [R, S| = 0 € ¥, je S, vzhledem k dimensi S, 0™-soustavou. Z jednoznag-
nosti a™-soustav plyne L, = S.

Disledek. Pro kazdou a-soustavu S, v pfipadé c) plati
[R,S,] = 7,.
Dukaz. Bud L, a™-soustava, tj. S, = L,. Pak mdme
[RSJ<[RL]=[RA+7,©7,]=[R¥.®F] =7,

zvolime-li A € L,, coz lze podle véty 4.

V kazdé a™-soustavé existuji tedy a-soustavy o jedni¢ku mensi dimense, pro které
[R,S]=#je-liS = A+ # ajsou to pravé soustavy S, = A + ¥, kde A€ L,
Plati tedy ndsledujici

Tvrzeni. V pFipadé c) prochdzi kazdym bodem O™-soustavy jedind o-soustava S,,
pro kterou [R, S,] = ¥,

Z konstrukce téchto soustav je vidét, Ze pfi pohybu se ztotoZiiuji nejen soustavy L,
aL,aleisS,as5,a jejich te€né prostory. Znamend to, Ze okamZité pohyby se d&ji
v prostorech A,_ 1, prochdzejicich body 0™-soustavy.
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6. EUKLIDOVSKY POHYB V E,

Za ptfedpokladii z odst. 5 o hodnosti operdtoru R najdéme soustavy L, a S, eukli-
dovského pohybu v E,.

a) Necht dimense E, je sudd. Pak h(R,) = n, nebot R, je antisymetrickd matice.
V tomto pfipad¥ tedy mnoZina o™-soustav je dana kfivkou (polodii), jejimz kazdym
bodem prochdzeji n/2 invariantni podprostory dimense 2, které jsou totdln& kolmé,
nebot jejich zaméfeni jsou invariantni podprostory antisymetrického zobrazeni R,.

b) Dimense E, lich4, h(R,) = n — 1, h(R) = n. Maximdlni invariantni podprosto-
ry jsou ddny pfimkovou plochou (axoidem) a (n — 1)/2 invariantnimi podprostory
dimense 3 k sob& kolmymi.

¢) Dimense E, lichd, h(R,) = h(R) = n — 1. Maximdlni invariantni podprostory
jsou tytéZ, jako v pfipad& b). Kazdym bodem O™-soustavy prochdzeji (n — 1)/2 in-
variantni podprostory dimense 2, které jsou opét totdlné kolmé.

OkamZité pohyby pak zfejmé jsou tyto:

a) Rotace kolem bodu polodie.

b) Sroubovy pohyb kolem pfimky axoidu.

¢) Rotace kolem ptimky axoidu.

Z uvedeného je rovnéz vidét jak by se nasly a™-soustavy v pripad€ euklidovského
pohybu s h(R,) < n — 1, nebot normdlni tvary antisymetrickych matic jsou velmi
jednoduché.
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Zusamenfassung
POHLFLACHEN DER ALLGEMEINEN AFFINEN BEWEGUNG

ApoLF KARGER, Praha

Die Arbeit kniipft an den Artikel ([1]) des Autors an und es ist eine Verallgemeiner-
rung der Arbeit von Clifford-Mahon ([2]). In der Arbeit wird gezeigt, daB die einpara-
metrige affine Bewegung in A, durch die Identifizierung der invarianten Unterrdume
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des Operators, der durch den Richtkegel definiert wird, erfolgt. Dabei werden auch
die Tangentialrdume dieser invarianten Unterrdume identifiziert.

In dem Absatz 5 sind diese Unterrdume fiir die Bewegung mit dem maximalen
Rang bzw. mit dem Rang um Eins kleiner gefunden. In dem Absatz 6 wird es gezeigt,
daB man in dem Falle der euklidischen Bewegung in E, nicht nur die bekannten
Figuren (Polbahnkurven, Polflichen) sondern auch die weiteren invarianten Unter-
riume bekommt, die den nichttrivialen Sinn natiirlich erst bei der Dimension Dim
E, > 3 haben.
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