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Casopis pro péstovéni matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

O VYSLEDCICH SOVETSKYCH MATEMATIKU V TEORII
STEJNOMERNYCH APROXIMACI V KOMPLEXNiM OBORU

JAROSLAV Fuka, Praha
(Doslo dne 12, kvétna 1967)

V tomto &ldnku je poddn pfehled vysledkii sovétskych matematikii v teorii stejno-
mérnych aproximaci spojitych funkci pomoci analytickych funkci.

Mergeljanova véta, charakterizujici ty rovinné kompakty, na nichZ Ize kaZdou
spojitou funkci holomorfni ve vnitinich bodech kompaktu stejnomérn€ aproximovat
s libovolnou pfesnosti pomoci polynomt, patfi dnes patrné ke vieobecnému matema-
tickému vzdéldni. Stala se b&%n& uZivanym ndstrojem matematikl, pracujicich
v teorii funkci jedné i vice komplexnich promé&nnych, v teorii aproximace funkci
i v nékterych partiich funkciondlni analysy, zejména v teorii Banachovskych algeber.
Neni v§ak u nds jiZ tak b&Zn& zndmo, Ze k diikazu této véty vytvofil S. N. MERGELIAN
dimyslnou a zcela origindlni metodu, které lze uzit k fe¥eni fady dalfich problémi
v teorii aproximaci. V tomto €ldnku se proto pokusime nadrtnout hlavni my$lenky
Mergeljanovy metody a podat pfehled vysledkit docilenych jeji pomoci; zminime
se viak i o n&kterych jinych otdzkdch teorie aproximaci. Pfitom si samozfejmé nedi-
nime ndroky na uplnost: Jde ndm jen o to, aby si étend¥ mohl utvofit alespoii pfi-
bliznou pfedstavu o hloubce koncepci a bohatosti vysledkli, docilenych sové&tskymi
matematiky v tomto oboru.

1. V tomto odstavci budeme formulovat tlohy teorie stejnomérné aproximace
v komplexni roving. Oznaleni: E — kompaktni podmnoZina komplexni roviny C;
C(E)-Banachova algebra viech komplexnich funkci spojitjch na E s obvyklymi
operacemi s&itdni a ndsobeni funkci a s normou ||f|| = max |7(2)|; C(E)-Banachova

algebra viech komplexnich funkci spojitych na E a holomorfmch ve vnitfnich
bodech E s normou prostoru C(E); A(E) — uzdvér v metrice prostoru C(E) mnoZiny
viech funkci holomorfnich na E (t.j. holomorfnich v n&jakém, zdvisejicim na funkci,
okoli kompaktu E); analogicky se definuje R(E) resp. P(E) jako uzdvér v metrice
C(E) mnoZiny viech raciondlnich funkci s pély vn& E resp. mnoZiny viech polynomit
jedné komplexni promé&nné. Zfejm&

) P(E) = R(E) = A(E) = C,(E) = C(E).
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Teorie stejnomé&rnych aproximaci se zabyvd otdzkami, kdy v (1) n&které inkluse
pfechdzeji v rovnost.

Z klasické Rungeho véty, kterd tvrdi, Ze kaZdou funkci holomorfni na E lze na E
s libovolnou pfesnosti stejnomé&rné aproximovat pomoci raciondlnich funkci s poly
mimo E resp. pomoci polynomd, jestliZe E neroztind € (tj. je-li € \ E souvisld
mnoZing), plyne, Ze rovnost R(E) = A(E) plati pro kazdy kompakt E a rovnost
P(E) = A(E), jestliZe E neroztind C. JestliZe viak v3ak E roztind C, pak md C \ E
neprdzdnou omezenou komponentu Cj, a tedy kaZd4 funkce z P(E) (t.j. kaZdd funkce,
ktera je limitou posloupnosti polynomil, konvergujici stejnomérné na E, a tedy podle
principu maxima i v C,) musi byt holomorfnii v C,. Pak ale napf. funkce (z — z,) ™,
z, & Cy, kterd lezi v R(E), nemiZe leZet v P(E). Rovnost P(E) = A(E) plati tedy
pravé kdyZ E neroztind €. Na druhé strang je zfejmé, %e C,(E) = C(E) plati prdvé
tehdy, jestlize E neobsahuje vnitfni body, tj. je-li E ¥idky kompakt. Zdkladni ilohou
teorie stejnomé&rnych aproximaci je tedy

. Uloha 1. Charakterizovat ty kompakty, pro né# A(E) = C,(E) a jeji specidlni
piipady:

Uloha I1. Charakterizovat ty Fidké kompakty, pro né¥ A(E) = C(E).
Uloha III. Charakterizovat ty kompakty, neroztinajici C, pro né# P(E) = C ,(E)

2. Zastavme se nejprve u lohy III., po jejimZ vyfeseni S. N. Mergeljanem v r. 1951
[1] byly teprve ulohy I. a II. poloZeny. Prvnim vysledkem v tomto sméru je klasickd
Weierstrassova véta [2], kterd je konec koncli podnétem a vychozim bodem ke vzniku
teorie stejnomérnych aproximaci v komplexni roving: Je-li E uzaviend usecka
na rediné ose, potom P(E) = C(E)(=C4(E), nebot v tomto pFipadé E neobsahuje
vnitinf body). V r. 1929 dokdzal J. L. WALsH [3], [4] rovnost P(E) = C(E) resp.
P(E) = C,(E) s dodatenym, stdle jest¢ velmi silnym topologickym omezenim:
E je Jordaniiv oblouk resp. uzaviena Jordanova oblast. V r.1931 ukdzali F. HARTOGS
a A. ROSENTHAL [5], Ze v pfipadé fidkych kompaktii neni jiZ nutné Zédné dalii ome-
zeni topologického charakteru: Dok4zali totiZ rovnost P(E) = C(E) za pfedpokladu,
%e E neroztind € a md (plo§nou) Lebesgueovu miru nula. Kone&n& v r. 1934 vyfesil
M. A. LAvrenTEV [6], [7] alohu III. pro pfipad Fidkych kompaktii. Dokdzal, Ze je-li E
Fidky kompakt, neroztinajici C, potom P(E) = C(E). V r. 1945 dokdzal M. V. KELDYS
[8] rovnost P(E) = C,(E) v pfipad¥, Z¢ E neroztind C a je uzdvérem omezené
jednoduse souvislé oblasti. V r. 1951 publikoval S. N. Mergeljan v prdci [9] novy,
nepomérné jednodussi dikaz Lavrentévovy véty a pomoci zde rozvinuté metody
vyfedil v citované jiZz prdci [1] definitivng lohu III., dokdzav tuto v&tu: BudiZ E
kompaktni podmnoZina komplexni roviny C. K tomu, aby kaZdou funkci, spojitou
na E a holomorfni ve vnitinich bodech E bylo moZno stejnomérné aproximovat
s libovolnou pFesnosti na E pomoci polynomii, jest nutné a staci, aby kompakt E
neroztinal C. Podrobny diikaz této véty i fady dalSich vysledkd najde &tendf v Mer-
geljanové referdtu [10]. .

460



3. Viimné&me si, Ze netrividlni ¢dst Mergeljanovy véty spo&ivd v tvrzeni, Ze pod-
minka je postaCujici. Neni proto pfili§ pfekvapujici, Ze Mergeljanovy metody lze
uZit obecnéji k nalezeni postacujicich podminek v tloze I. a tedy i II. V této obecné&;jsi
formé v tomto odstavci Mergeljanovu metodu popiSeme.

Metoda se zaklddd na uziti Greenovy formule
o)
O @=L —1ﬂ L dedn (zeGr=¢+m)

27i Jr (- z n))]el—z
a vhodné aproximaci jddra ({ — z)~! ve druhém integrdlu. Ve (2) je G libovolnd
oblast s dostate¢nd hladkou (napf. po &istech hladkou) hranici I', f(z) libovolnd
funkce, kterd md v G U I spojité parcidlni derivace podle x i y,

éfié):l(@f_(c) +,-§1j@)
o 2\ & on

a integruje se podle (dvojrozmérné) Lebesgueovy miry d¢ dn. Tato formule plyne
obvyklym zptsobem z Greenovy véty. Ctendf necht si uvédomi toto: Je-li f(2)
holomorfni v G, je vzhledem ke Cauchy-Riemannovym podminkdm &f/0Z = O,
dvojny integrél ve (2) odpadne a (2) se redukuje na obvyklou Cauchyovu formuli.

Zvolme tedy libovolnou funkci f € C4(E). Budeme se snaZit aproximovat ji libo-
volng pfesn& funkcemi z A(E). Abychom mohli na f aplikovat formuli (2), je tfeba f
nejdfive zhladit. To je prvni krok Mergeljanova postupu: ProdlouZime f spojité
na dostateéné velky uzavieny kruh K(0, R) se stfedem v pod4tku a polomérem R,
obsahujici E ve svém vnitfku. ProdlouZenou funkci budeme ddle oznacovat f, «(d)
ozunadime jeji modul spojitosti

w(d) = sup |f(z1) — f(z2)] -

z1,226K(0,R),|z1—22| <&

Zvolime nyni pevné 8, 0 < 6 < 1, a zplisobem bé&inym v teorii redlnych funkci
zhladime f(z) pomoci nezdporného rota¢né symetrického jadra K,(r) (t.j. zdvislého
jen na r = |z|). Tak dostaneme funkci

£iz) = j j JOKe - ) sz

(pro body z vn& K(0, R) klademe f(z) = 0). Na jddro K,(r) klademe jako obvykle
tyto poZadavky: K4(r) = O pro r > §;

K,(r) je (jakoZto funkce proménnych x, y) natolik hladkd, aby f; méla uvnit¥
K(0, R) spojité parcidlni derivace podle x i y.

Thned je vidét, Ze plati
(3) If = foll = (9)
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aZe f,(z) = f(z) v t&h bodech z, které i se svym -okolim leZi v E, tj. Ze v takovych
bodech bude f; holomorfni (to plyne lehce uZitim residuové véty vzhledem k rota¢ni
symetrii K,). Z rotalni symetrie K; ddle plyne

’ .[J. aKJ(IC—_ D ae dn =0.
c 0z

Jddro Ky(r) 1ze dokonce zvolit tak, Ze plati
aKd(K - zI) dédn < E
c 0z =5

Z poslednich dvou vlastnosti plyne odhad
(4) laf,(—z)l < C w(9) .
| oz | 8

Poznamenejme, Ze jadro se viemi poZadovanymi vlastnostmi je napf. jédro Ky(r) = 0
pro r > 8, Ky(r) = (2/n6*) (1 — r?[6*) pro 0 < r < 6.

Pondvad f je spojité, tedy () — 0 pro & — 0, plyne ze (3), Ze sta&i aproximovat
funkci f;.

Druhy krok spoivd v uZiti formule (2) na f;. To se provede takto: Sestrojime
uvnit¥ K(O, R) konetny systém D oblasti s dostate¢n& hladkou hranici I', pokryvajici
E, tak, aby Lebesgueova mira mnoZiny D \ E byla libovolné mald. Na D a f; nyni
uZijeme (2). Dostdvdme

0)
() f.;(Z)=L. fHde _ ,UC— dédn.

2ni Jr ( — z

Prvni integrdl v (5) je funkce holomorfni na E, stadi tedy aproximovat druhy integrdl
v (5), tj. ,,neanalytickou &dst* funkce f;. V tom je smysl uZiti formule (2). Ddle

af.,(c) , (0) (0

©) H {—z {dn=‘”’D\ECiZZ .”a(a—cz

Odhadngme prvni integrdl na pravé strané (6). Jest

(0 @
[ O [ EE RS S r e

el -z \EC"'ZI

vzhledem ke (4). Je patrno, Ze [f, ;({ — z)! d¢ dy nabude nejvétsi hodnoty
v tom plipad¥, kdy mnoZina D \ E bude ,,nejvice soustfedéna* okolo bodu z,
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tj. kdyZ D \ E bude kruh se stiedem v bod€ z. V tom pfipadé se viak integrdl
snadno spoitd pfechodem k poldrnim soufadnicim a je, nezdvisle na z, roven 2nr,
kde r je polomér kruhu, tedy roven 2z ./(M/r), kde M je mira D \ E. Tu jsme
v§ak mohli zvolit libovoln& malou, nap¥. mensi neZ §2. Pak ale

f{0)

[l S
D\EC -2

Uloha je tedy pfevedena na aproximaci integrdlu

f0)

aC
J‘J‘EC - Zdé -

Vzpoméiime si viak, Ze v téch bodech { € E, které i se svym é-okolim leZi v E, je fy(z)
holomorfni, tedy v nich plati 9f5({)/o = 0, odkud
Q) of(¢)

ol ol
dédn = d¢dny,
J]EC"Z ¥ J.J‘Eac—z S dn

kde E; je prinik uzdvéru §-okoli hranice kompaktu E s E.
Dosavadni uvahy, i kdyZ byly podstatné, byly pomérn& jednoduché. NejobtiZn&jsi
kol je prdvé aproximace integrdlu

SCwd)>0 pro 6§-0.

LEG)
Fyz) = J‘J‘ C—a—z—- dédn.

V tom spocivd tfeti krok Mergeljanovy metody. Jeho idea spo&ivd v aproximaci
jddra ({ — z)~! pomoci funkci holomorfnich na E. Jde o to, pfemistit singularity
funkce ({ — z)~! mimo E tak, aby se pfitom p¥ili§ nezménilo chovdni funkce ({ — z)~!
vné malého okoli bodu {. ‘

Predstavme si, Ze se ndm pro kazdé { € E, podafi sestrojit funkci ¢,({, z), holo-
morfni (v proménné z) na E a spliiujici podminky

1 Cs?
—_— < — R —z/228.
©) Y @4(¢, 2) S|C-Z|3 pro zeE, |[(—z|=2
®) losz, 2) g% pro zeE.

kde C je konstanta, zdvisejici jen na {. Vzhledem ke kompaktnosti E; miZeme pfed-
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poklddat, Ze ¢,((, z) je po &dstech konstantni v proménné { (ptesng fedeno: existuje
konetn& mnoho bodl {;€E;, i = 1,2,...,s5, tak, Ze pro kazdé (e E ¢)(, z) =
= @,({, z) pro n&které {;). Funkce

. ?4(z) —J'j IO o0, 2y an

bude pak holomorfni na E a bude aproximovat F,(z) tim pfesngji, &im mens{ bude 5.
Vskutku

©) Fi2) - oua)] s S0 j — ot 2| dedn

Es ‘C -
vzhledem ke (4). RozloZme E; na dv& disjunktni mnoZiny E;, E,, kde
'(10) E,={leEy; | —z| 220}, E;=E,\E, ={{€Es |{ —z| <25}.

Zavedenim poldrnich soufadnic dostaneme vzhledem k (7) a (8)

o[

2n 29
(12) f f ot 2)| agan s S J f 0 dodg = Cyd
E; 0 0

a ddle

1 2r (20
(13) f 4 f dodo = C,5.
Ezlc - z’ o Jo

Z (11) aZ (13) vzhledem k (10) a (9) plyne pro libovolné z € E |Fy(z) — ®4(z)| <
< C4 w(0), tedy |F5 — @] = 0 pro & — 0. JestliZe tedy najdeme né&jaké podminky,
zarudujici existenci funkce @4, z) s vlastnostmi (7) a (8), bude tim sougasn& ukdzéano,
Ze tyto podminky staéi k tomu, aby platilo 4z = C(E).

2n AR
—— — o)t 2)|dEdn c52f J e %¢dede = Cy6,

4. Nastinime nyni, jak Mergeljan sestrojil v [1] funkci ¢,((, z) pro tlohu IIL
I kdyZ je tu zdkladni mySlenka opét jednoduchd, je tentokrdt pfili§ specidlni a nelze
ji pfenést na fefeni ulohy I. Spodivd v tom, Ze v libovolném 26-okoli bodu { € E;
1ze najit kontinuum, neprotinajici E, jehoZ priimér m4 velikost ¥ddu J, totiZ Jordaniiv
oblouk j, o priiméru nap¥. 9, spojujici vné€ E dva vhodné& zvolené body z,, z, € C \ E,
z nichZ prvni je vzddlen od { napf. 25, druhy %5. Takovy j; existuje, nebot E neroztind
C. Pomoci konformniho zobrazeni vn&j$ku jednotkového kruhu na vnéjsek j, sestrojil
Mergeljan nejdfive funkci ¢(z), pro niZ lze pomoci silného apardtu teorie konform-
nich zobrazeni (podrobnosti ditkazu viz v [10]) dokdzat odhad (8) a odhad

. 1 ' )
(14) ’C—: - (p(z)l <cC T pro |z=(226.
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Odhad (14) viak k dikazu P(E) = C,(E) nesta¥i, nebot misto (11) dostdvdme nyni

o |,

a tedy

1

{ —
s

2n AR
dfd'1§C6J J‘ Q"zgdgd<p=C510g1.
0 J2s 0

S 9(z)

|Fs(z) — @5(z)| < C w(5)log %

Tento vyraz vak obecn& nekonverguje k nule pro viechny funkce z C A(E), jestlize
8 — 0. Stastny ndpad vzit misto ¢(z) linedrni kombinaci ¢(z) a jejiho kvadrdtu
umoZnil nakonec Mergeljanovi sestrojit funkci ¢4(¢, z), pro niZ jiz plati lepsi odhad
(7).

Této myslenky nelze bezprostfedné uzit k nalezeni postadujicich podminek ne-
topologického charakteru pro rovnost A(E) = C,(E). Pfi¢ina je nasnadé: Jordaniiv
oblouk o priméru fddu & lze sice popsanym zplisobem sestrojit v libovolném §-okoli
hrani¢niho bodu { kompaktu E vidy, je-li { soufasné hraniénim bodem né&jaké
komponenty doplitku k E. Jestlize viak oteviend mnoZina € \ E md nekone¢né
(t.j. spogetn&) mnoho komponent, mohou existovat hraniéni body, jeZ neleZi na hranici
Zddné komponenty € \ E a neni pak jasné, zda vibec j; poZadovaného priméru
existuje.

Podrobnou analysou, provedenou v Mergeljanové semindfi v létech 1953 —54
se ukdzalo, Ze podminky k rovnosti A(E) = C,(E) a k FeSeni ulohy II. je tfeba hledat
v lokdlni formé v terminech analytické kapacity, zavedené v r. 1947 L. V. AHLFORSEM
[11]. Reseni ulohy II. a postadujici podminka k rovnosti A(E) = C,(E) v terminech
analytické kapacity vSak bylo ddno teprve v r. 1958 a 1959 A. G. VITUSKINEM [12],
[13], jehoZ pfinos nyni struén& popiSeme.

Nejprve budeme definovat analytickou kapacitu. Budiz F kompaktni podmnoZina
C. Oznaéme B(F) mnoZinu viech funkci, které jsou holomorfni v otevfené mnoZing
€ \ F a v nekoneénu, rovny nule v nekoneénu a ] f(z)] < 1prozeC \ F. Analy-
tickd kapacita F se definuje takto:

(16) ¥(F) = sup |f'(w0)| = sup lim [z f(z)|.
SeB(F) SeB(F) 2w
Ztejmé plati
1
17 F) = sup |— z)dz|,
(17) (F) = sup b rf()

kde I je libovolnd (hladké) k¥ivka, obsahujici F ve svém vnitfku. Pro libovolnou
omezenou mnozinu S definujeme y(S) = sup y(F), kde supremum se bere pfes

viechny kompakty F < S.
Podstatou Vituskinovy myslenky je odhad koeficienti v Laurentové rozvoji

funkce f € B(F).
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Lemma ([13]): Nech? kompaktni mno¥ina F lef{ v kruhu |z — {| < 6. Necht
f e B(F) md vné |z - C[ < 6 Laurentiv rozvoj

a, az as
+ + + ...
z={ (=0 (z=-0)

(18) . f(z) =

Potom pro koeficienty a,, n = 1,2, ..., plati odhad
(19) |as| < 2ey(F)ns"*.

Odhad (19) dostaneme u¥itim Cauchyova vzorce pro a,:
1
20 a, = — 2)(z - )" 1dz,
@) i) JOE0

kde 4 je libovolné &islo vEtsi neZ 6. K tomu je tfeba odhadnout maximum absolutni
hodnoty f(z) na kruZnici |z — {| = 4. Av3ak pro takovd z dostaneme uZitim Cau-
chyovy formule

(21) 1) = - _LL _M!@_—ﬁ di |

2ni t—z

Jest totiZ

(el e

pro kazdé R > |z{, ale prvni integrdl je roven nule vzhledem k f(o0) = 0. Integrand
ve (21) je pro pevné z jakoZto funkce promé&nné t holomorfni vn& F, rovnd se
nule v nekonetnu a jeho absolutni hodnota je nejvyse rovna 2/(4 — ). Funkce
—(f(t) = f(2)) (4 — 6)[2(t — z) leZi tedy v B(F) a podle definice analytické kapacity
(viz vzorec (17)) tedy ze vztahu (21) dostdvdme | f(z)| < 2y(F)[(4 — &) pro |z — {| =
= A. Odtud volbou 4 = (1 + 1/n) § ve (20) dostdvdme

2 ay(F) A1 =2n (1 + 1) 5"~1 y(F) < 2end"~1 y(F),

n

|ad] < —1-211:41
2n 4

co je (19).

Pfedstavme si nyni, Ze se ndm v §-okoli n&jakého hraniniho bodu { € E podafi
najit kompakt F, F N E = 0, jeho¥ analytickd kapacita y(F) je kladnd. Podle definice
7(F) se najde funkce fe B(F) tak, Ze pro ni plati f(c0) > y(F)/2. f md vn& kruhu
[t - {| < 6 Laurenttv rozvoj (18). Jest -

@) /@l <1, |a 2 3o(F).
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Pro funkci ¢(z) = —f(z)/a, tedy plati pro |{ — z| 2 25 vzhledem k odhadim (19)

2ey(F)né"~!
@) ) s et B
_ 166 & n _ o
R e

coZ je odhad typu (14). Dle zfejmé plati |¢(z)| < 2/y(F). My viak potfebujeme lepsi
odhad (7). K tomu je tfeba odstranit &len a,/(z — {) a, zrozdilu ¢(z) = ({ — z)™* —
— ¢(z). Ale je jasné, jak to provést: Kvadrdt funkce f(z) md u ({ — z)~2 koeficient
a?. Vezmeme-li tedy funkci

m@=—§?+§ﬂw,

dostaneme analogickymi Gvahami pomoci (19) odhad (7) a bude
46

<55+ v

I¢J(C9

Uvdzime-li je¥t¥, Ze pro analytickou kapacitu plati y(F') < y(F) je-lli F' = F a %e
¥(K(a, r)) = r, tedy y(F) < 8, dostdvdme kone¥ng '

o
v(F)
K tomu, abychom dostali odhad (8), tedy podle (24) sta¥i, aby existovala konstanta
C, takovd, Ze y(K({, 8) \ E) 2 C;8. Z vysledkit odst. 3 pak plyne tato véta [12].
Budi¥ E kompakt v C, K({, 8) kruh se stfedem v bodé { a polomérem 6. JestliZe
existuje posloupnost 8, — 0 a konstanta C tak, Ze pro kaZdy hraniéni bod (€ E
platf y(K((, 8,) \ E) = C$,, pFicem¥ C nezdvisi ani na { ani na n, potom A(E) =
= CA(E).

Tato krdsnd véta neni oviem jedinym VituSkinovym pfinosem k teorii stejno-

mérnych aproximaci v roving. V prdci [13] vyfesil Vituskin tlohu II. Jeho vysledek
zni takto: Budif E Fidky kompakt v C. Oznaéme

AE8) = »(K( 8) N E), - (8) = infy((, 9).

(24) less, 2)| = C

KaZdd z ndsledujicich podminek je nutnd a postacujict k tomu, aby platilo A(E) =
= C(E)

) _
(23) : 30 y&’
2 ¥5) = 5

467



(27) Pro libovolnou omezenou otevienou mnofinu G = € plati y(G \ E) = y(G).
Diikaz postagitelnosti podminky (25) se dostane vyloZenou metodou. Poznamenejme
jen, Ze tloha II. md ,,resolventu*

d @e(z) = Jf "’L‘df dn .
gl —z

To znamen4, ¥¢ k tomu, aby platilo A(E) = C(E), stadi, aby bylo ¢ € A(E) (jak ukdzal
A. DeNioY [14], je ¢ spojitd v € a je zfejm& holomorfni vné E). Proto prvni i druhy
krok metody vyloZené v odst. 3 odpadaji a k odhadu jédra ({ — z)™' stadi uZit
slabiho odhadu (14), tj. odhadu (23). V tom tkvi podstata rozdilu mezi tlohou I. a II.
K diikazu nutnosti podminky (25) odkazujeme &tendfe na Vituskinovu prdci [13]
nebo na krdsny Mergeljantiv vyklad v dodatku k ruskému prekladu knihy [15].

Poznamenejme, Ze podminky (25) a (26) (a (27)) vyjadfuji pozoruhodnou nestabilitu
analytické kapacity fidkych kompaktt: plati-li podstatné slabsi podminka (25),
plati jiZ i podminka (26). PEimy diikaz tohoto tvrzeni bez pfechodu k aproximacni
v&té neni zndm.

5. V tomto odstavci uvedeme nékteré vysledky, které 1ze dokdzat pomoci metody
vyloZené v odstavci 3. a 4.

Pfedev§im Ize metodu i vysledky odstavch 3. a 4. pfenést na aproximaci pomoci
analytickych funkci v metrice L,, p = 1. Je jen tfeba pfislusné modifikovat definici
analytické kapacity. To provedl S. O. SINANJAN v préci [16]. Definuje analytickou
p-kapacitu kompaktu F = C takto: y,(F) = sup |f'(c0)|, kde B,(F) je tfida viech

SeBy(F)

funkci holomorfnich v oteviené mnoZin& € \ F a v bod€ oo, rovnych nule v bod¥ oo

a takovych, Ze
1 P axal” <1
sup { ——— z)[Pdxdyy =1,
2 oo

kde K je libovolny kruh, obsahujici F, (K \ F) Lebesgueova mira mnoZiny K \ F.
Ozna¥me jesté A,(E) uzdvér v metrice L,(E) funkci holomorfnich na E. Sinanjan
dokdzal vétu: Budi¥ p 2 2. Je-li E Fidkp kompakt a je-li p = 2, potom A, E) =
= L,(E) prdvé kdyZ plat{ y,(Ks \ E) = 277 pro kaZdy kruh K; = € o poloméru
6. Jeli1 £ p <2, plati vidy A,(E) = L,(E). Je zajimavé, Ze odtud neplyne Vituiki-
nova véta. Sinanjan sestrojil takovy fidky kompakt E, Ze plati 4,(E) = L(E) pro
libovolné p 2 1, zatimco A(E) *+ C(E).

Mergeljanovy metody lze u¥it k ¥eSeni vilohy o stejnomérné aproximaci funkci
na uzavienych podmnoZindch € (nikoliv nutn& omezenych) pomoci celistvych
funkci. M.V. Keldy¥ a M. A. Lavrent&v ([17]) dokdzali v r. 1939, Ze libovolnou
funkci spojitou na dané fidké souvislé uzaviené mnoZiné E < € lze s libovolnou
pfesnosti stejnomérné aproximovat, pomoci celistvych funkci prdvé kdyz E je K-
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mnoZina. Pfitom uzaviend podmnoZina E — € se nazyvd K-mnoZinou, jestliZe existu-
je takovd nezdpornd neklesajici funkce rg(f), rgt) > oo pro t — o, Ze libovolny bod
ze € \ E (z # 0) Ize s bodem oo spojit Jordanovym obloukem leZicim v-C \ E
a vné kruhu |{| £ rg(|z|) (pfedstavme si, Ze E je ,,pevnina®, € \ E obklopujici ji
,,mofe a , jezera. Je-li E K-mnoZina, nesmi bytv E ,,jezera‘ a ,,mofe* nesmi mit
zhruba Fedeno pfili§ hluboké ,,zdlivy* nebo ,,prilivy*). Pomoci Mergeljanovy metody
dokdzal vr. 1964 N. U. ARAKELIAN [ 18] tento hluboky vysledek: K tomu, aby kaZdou
Sfunkci, spojitou na E a holomorfni ve vnitfnich- bodech E bylo moZno s libovolnou
prFesnosti stejnomérné aproximovat na E pomoci celistvych funkci, jest nutné a staci,
aby E byla K-mnoZinou. Tato véta zfejmé obsahuje jako specidlni pfipad Mergel-
janovu vétu, nebotf kompaktni mnoZina, neroztinajici C, je zfejm& K-mnoZina
(je-li R polomér kruhu se stfedem v po&dtku, obsahujici E, 1ze volit rg(r) = 0 pro
t SR, rg(t) =tprot > R).

Nejpozoruhodngjsim vysledkem tohoto typu jsou viak véty A. A. GONCARA [19],
[20], které ukazuji, Ze mezi Gilohou II. a ulohou o stejnomé&rné aproximaci vSech funkci
spojitych na (¥idkych) kompaktnich podmnoZindch R,, n 2 3, pomoci harmonickych
funkci existuje pfekvapujici analogie. Zavedme nejdfive oznadeni: & — kompaktni
podmnoZina eukleidovského prostoru R,, n = 3; H(&) — uzdvér v metrice prostoru
C(&) vSech funkci harmonickych na & (t.j. harmonickych v n&jakém, zdvisejicim
na funkci, okoli kompaktu &); ¢(#) — Newtonovskd kapacita &, tj. nejvétsi ndboj,
ktery lze rozloZit na & tak, aby piislu¥ny k nému Newtonovsky potencidl byl nejvyse
roven jedné (pfesnd: ¢(&) = sup u(&), kde supremum se bere pies viechny nezdporné
miry na &, pron& [, |P — Q|™"*? du(Q) < 1); K(Q, 8) — koule se stfedem v bodé
Q a polomérem §. Gonéartv vysledek zni takto: BudiZ & rFidky kompaktv R,, n = 3.
Ozna¢me ¢(Q, ) = ¢(K(Q, ) \ &), ¢(6) =infc(Q,). KaZdd z ndsledujicich

Qel

tFi podminek je nutnd a postacujici k tomu, aby platilo H(&) = C(&)

) _
(28) | Iim = =
(29) ¢(3) = o2

(30) Pro libovolnou omezenou otevienou mno%inu G < R, plati ¢(G \ &) = ¢(G).

Diikaz tohoto vysledku je zcela analogicky diikazu VituSkinova feSeni ulohy II.,
ukdzaného v odst. 4. V souvislosti s touto analogii poznamenejme toto: Uloha II. je,
jak ukdzal americky matematik E. BisHoP [21], ekvivalentni s Glohou charakterizovat
ty rovinné kompakty E, na nichZ Ize kaZdou redlnou spojitou funkci s libovolnou
pfesnosti stejnomérné aproximovat pomoci redlnych &dsti funkci holomorfnich na E.
Z druhé strany tfida viech funkci harmonickych na E je podstatn& rozsahlejsi nez
tfida t&ch funkci harmonickych na E, které jsou redlnymi &dstmi funkci holomorfnich
na E, nebof sdruZend funkce miiZe byt mnohoznaénd. Proto jsou ulohy ,,harmonické*
a ,,analytické‘‘ aproximace v roviné principidlng odli¥né. A&koliv tedy tiloha o apro-
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ximaci pomoci harmonickych funkci v prostoru R,, n = 3, je téhoZ typu jako tloha
o ,,harmonické*“ aproximaci v roving forma jejlho Fe¥eni je analogickd uloze
o ,,analytické* aproximaci v roving. Ctendf nechf si srovnd podminky (28) aZ (30)
s podminkami (25) aZ (27) (zejména pro n = 3).

Nakonec poznamenejme, %¢ Gondarova vdta osvétluje v novych souvislostech
i zndmd star§i feSeni ulohy o harmonické aproximaci v R,, n = 3. To viak spadd
mimo rdmec ¢ldnku a proto odkazujeme &tendfe na citované jiz Gon&arovy prdce
nebo na spoledny Mergeljaniv a Gon&arlv referdt [22].

6. JestliZe pro kompakt E neplati A(E) = C(E), resp. A(E) = C(E), vznikd
otdzka po vnitfni charakterizaci algebry A(E). Releni takto obecné formulovaného
problému teorie stejnomé&rnych aproximaci v roving je patrn& otdzkou velmi vzddlené
budoucnosti. Jsou s nim spojeny zajimavé otdzky, vztahujici se ke studiu chovdni
. holomorfnich funkci na kompaktnich mnoZindch a ve vicendsobné& souvislych
oblastech. Dfive neZ uvedeme né&které byf i specidlni vysledky v tomto sméru, ukd-
¥eme ptiklady kompaktii, pro n& A(E) + C(E) resp. A(E) % C,(E). Prvni z nich
pochdzi od S. N. Mergeljana [10].

Budiz K otevfeny jednotkovy kruh, I'y jeho hranice. Odstraiime z K spodetny
podet otevi‘en)"ch kruhil K; s hranicemi I';, i = 1, 2, . tak aby platilo: K; nK; = 0

proi =% j; Z 0; < o0, kde g, je polomér I';; mnoZina U K, je hustd v K. Dostaneme
tak Fidky souv1sly kompakt E a tvrdime, Ze plati A(E) + C(E). Vskutku je-li r

raciondlni funkce s pdly mimo E, plati zfejmé

(31) j r(z)dz =0,

kdel' =TI, — U I';. Limitnim pfechodem dostaneme, Ze vztah (31) plati pro kaZdou
funkci z A(E). Zvolme N tak, aby platilo Z 0; < % a definujme funkci f(z) takto:

f(z)=1/zprozel,, f(z) =0nal} k = 1 2 — 1. Roziifme ji spojité na E
tak, aby bylo |f(z)| < 1. Potom bude '
J‘f(z)dz 2 J. f(z)dz| - ¥ J‘ [f(z)|ds2 2n~2nY 0, >m > 0.
r Io i=1 ry i=N

Pro f(z) tedy neplati (31), tedy f ¢ A(E).

Druhy pfiklad pochdzi od A. A. Gonéara [22]. Abychom jej mohli vyloZit, po-
tfebujeme pojem analytické C-kapacity, zavedené E. P. DOLZENKEM v [23]. Jak bude
patrno z ndsledujiciho odstavce, je tento pojem pfirozeny pro formulaci fe¥enf
Glohy I. Analytickd C-kapacita kompaktu F < C se definuje vztahem
(32) o(E) = sup |f'(=)|,
kde supremum se bere ve tfd¥ funkci f(z) spojitjch v C, holomorfnich v € \ F
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a v nekone¢nu, rovnych nule v nekonenu a takovych, Ze lf(z)l S1pro zeC,
Pro libovolnou omezenou mnoZinu S definujeme «(S) = sup a(F), kde supremum
se bere pfes viechny kompakty F < S. Zfejm& o S) < ¥(S). Gonlar sestrojil uza-
vienou oblast E, pro niZ A(E) # C,(E). Ponechme oznateni z pfedchoziho piikladu
a zvolme v K fidky kompakt F, neroztinajici C a takovy, Ze «(F) > 0. Konstrukce E
je tdZ jako v predchozim pfiklad® s tim rozdilem, %e kruhy nevybirdme z K, ale

z K \ F a misto hustoty mnoZiny G K, v K poZadujeme, aby mnoZina viech hro-
madn)"ch bodit mnoZiny stiedii kr:;;‘i K, byla totoZnd s F. Kompakt E = K \
\NF N\ U K; je pak zfejm& uzdv&rem oblasti E° = K \ U K;. Stejné jako v pfed-
chozim pnkladé dostaneme vzhledem k 2 0; < o, Ze pro kazdou f € A(E) plati (31).

Av3ak pondvadZ o(F) >0a F neroztma C existuje funkce ¢y spojitd v € a holo-
morfni viude vné F tak, Ze

1 'f on(z) 82

o = |@i(c0)| > 3a(F) > 0.

Odtud plyne, Ze

>0.

¢Hz)dz

'[ roqu(Z) dz

Tedy. ziZeni @5 na E nele?i v A(E), atkoliv leZi v C,(E). Uvedme jet& konkrétni
pfiklad kompaktu F s poZadovanymi vlastnostmi. Je to napf. libovolny uzavieny
Jordaniiv oblouk j, leZici v K, jehoZ dvojrozmérnd Lebesgueova mira u( j) je kladn4.
Vskutku pro funkci
?iz) = j
J

spojitou v € a holomorfni v € \ j (viz odst. 4), pak plati

lim ﬁ —Z_dedn =l—.”d€dn1=u(j)>0,
zZ— jC—Z j
tedy ofj) > 0.

Vratme se nyni k zdkladnimu problému, poloZenému na poédtku tohoto odstavce
a pokusme se jej rozumné zuZit. Jde pak o to, charakterizovat ty kompakty, pro néz
sice A(E) # C,(E) resp. A(E) + C(E), aviak A(E) zachovdvd n&které zdkladni
vlastnosti analytickych funkci. Prvni takovou vlastnosti je diferencovatelnost.
E. P. DolZenko [24] ukdzal, e v A(E) vidycky existuji funkce, které nemajf ani
v jednom bodé z E derivaci vzhledem ke mnoZing E, jestliZe E je ¥idky. Tento vysledek
ukazuje, Ze studium diferencidlnich vlastnosti funkci z A(E) je tfeba zjemnit. Analy-
tické funkce v8ak maji i jiné zdkladni vlastnosti, které lze, na rozdil od diferenco-
vatelnosti, pfenést na obecné algebry funkci. Pfedeviim algebra viech funkci spoji-

loj(e0)] =
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ych v uzavfeném jednotkovém kruhu K a holomorfnich v jeho vnitfku je anti-
symetrickd (t.j. neobsahuje neokonstantni redlnou funkci) a md vlastnost jedno-
znatnosti: JestliZe se dv& takové funkce rovnaji na n&aké podmnoZing kruhu K,
oteviené v K, pak jsou si identicky rovny. Algebru A(E) budeme tedy nazyvat ana-
Iytickeu, jestlie plati: Je-li G < E otevfend v E a je-li fe A(E) rovna nule v G,
potom f je rovna nule v§ude v E. Pokud jde o antisymetrické algebry, poznamenejme,
%e hraji zna&nou roli v teorii funk&nich algeber (t.j. zhruba Banachovskych podalgeber
algebry C(X), kde X je kompaktni Hausdorffiiv prostor). Jak ukdzal E. Bishop [25],
Ize kaZdou funk&ni algebru v jistém smyslu sloZit z antisymetrickych algeber. Byla
vyslovena domn¥nka, 7e kazdd algebra A(E) Mergeljanova typu (viz prvni pfiklad
tohoto odst.) je antisymetrickd. Tuto domnénku vyvrétil dimyslnou konstrukci
protipfikladu americky matematik L. A. STEEN [26]. Pokud jde o analytické algebry
A(E), ztistdvd i tu problém nevyfeSen. Na zdkladé myslenky M. V. Keldyse sestrojil
. 8. O. Sinanjan [27] fidky kompakt E takovy, Ze A(E) je analytickd. Dokonce plati
vice: Je-li f € A,(E) (viz odst. 5), f rovna nule skoro viude na n&jaké otevfené pod-
mnoZing E, je f = 0 skoro viude v E.

Zivérem tohoto odstavce se zmifime o aproximaci spojitych funkci vice komplex-
nich proménnych. Zde je situace podstatné sloZit&jsi. Jak ukdzal americky matematik
J. WERMER [28], existuje v € takovy Jordaniv oblouk j, Ze P(j) + C(j). Z druhé
strany E. BisHOP (viz. o tom v [29]) ukdzal, Ze je-li j diferencovatelny, plati jiZ P(j) =
= C(j). Zatim nejsiln&jsi vysledek v tomto sméru dokdzal E. M. CIRkA [30], ktery
ukdzal, Ze je-li projekce j = €2 na nékterou ze soufadnicovych rovin z; = 0, z, = 0
Fidky kompakt, potom A(j) = C(j).

7. V tomto zdvéredném odstavci se jen velmi struéné zminime o nékterych jinych
feSenich tlohy II. a o feSeni lohy I.

Prvni je feSeni E. Bishopa v terminech minim4lni hranice algebry A(E). Bod { € E
nazveme vrcholkem algebry A(E), jestliZe existuje funkce f e A(E) tak, Ze |f({)| >
> |f(z)| pro vSechny z € E, z = {. MnoZinu viech vrcholki algebry A(E) nazveme
minimdlni hranici M(A) algebry A(E) Poznamenejme, Ze pojem minimdlni hranice
Ize definovat obecn& pro podprostory Banachovskych prostori a Ze je mu nyni
ve funkciondlni analyze v&nov4na znaénd pozornost. Ctendfe, zajimajiciho se o tuto
problematiku, odkazujeme na knihu [31]. E. Bishop, ktery v [21] zavedl pojem
minimdlni hranice, dokdzal tuto vétu [21]: A(E) = C(E) plati prdvé kdyz M(A) = E.
Vyznam této krdsné véty spodivd v tom, Ze ukazuje funkciondln& analyticky pfistup
k feSeni problémi klasické analysy a ddvd podnét k poloZeni daldich obecngjsich
otdzek.

Dal3j feSeni lohy II. pochdzi od S. N. Mergeljana [15]. Mergeljan definuje funkci
m,({). BudiZ { € E, ¢ > 0, & > 0. PoloZme m,({, ¢, 5) = sup |f({)|, kde supremum
se bere ve tfidé viech funkci z A(E), splitujicich podminky [f|| < 1, |f(2)] < & pro
|z — ¢{| > 8, ze E. Nyni definujeme pro { € E, m,({) = lim m,((, ¢, 6). Zfejmé

e-0,5-0
0 < m,({) < 1. Mergeljan vyslovil tuto vétu: A(E) = C(E) prdvé kdy? m,{) =1
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pro viechny { € E. V préci [32] dokdzal A. A. Gon¢ar, Ze funkce mA(C) je charak-
teristickou funkci M(A4), tj. m4({) = 1 pro { € M(A4), m,({) = 0 pro { € E \ M(A),
&mZ je véta dokdzdna v disledku Bishopovy véty. V [32] je dokdzdno i kritérium,
aby bod {eE byl vrcholkem A(E).Poznamenejme, Ze neddvno dostal M. S. MEL’NIKOV
[33] uplnou lokdlni charakterizaci vrcholku A(E) v terminech analytické kapacity.
Jeho vysledek zni takto: Budif { € E, K(n) mezikru#i 1/2" 2 |{ — z| = 1/2"*,
7» = y(K(n) \ E). K tomu, aby bod { € E byl vrcholek A(E) jest nutné a staci,
“aby Y 2%, = o.

n=0
Vratme se nyni k feSeni Glohy I. K jejimu fefeni byly na zdklad€ analogie s ulohou

11 formulovdny dvé hypotézy. Prvni, kterd neni dosud dokdzdna ani vyvrdcena,
formuloval A. A. Gondar: A(E) = C,(E) plati prdvé kdyZ M(A) = M(C,), nebo
ekvivalentné A(E) = C,(E) prdvé kdyZ m () = mc ({) pro kazdé { e E (M(C,),
mc,, se definuji analogicky jako M(A), m,).

Druhou hypotézu formuloval S. N. Mergeljan: A(E) = C,(E) prdvé kdy#
«K \ E) = o(K \ E°) pro libovolny kruh K = C. Zde «(S) je analytickd C-kapa-
cita mnoziny S (viz (32) v odst. 6), E° vnitfek mnoziny E.

Tato hypotéza byla neddvno dokdzdna zcela novou metodou, technicky velmi
komplikovanou, A. G. Vitutkinem [34]. Novymi hlubokymi vysledky A. G. Vitus-
kina je dovrSena teorie stejnomé&rnych aproximaci, i kdyZ stdle zlstdvaji otevieny,
jak jsme se pokusili naznadit v odst. 6 a 7, velmi zajimavé a té€zké problémy. Zavérem
uvedme formulaci hlavnich vysledkid A. G. Vituskina, dokdzanych v [34], [35]
a [36].

Budi? E kompaktni podmnoZina C. KaZdd z ndsledujicich dvou podminek je nutnd
a stali k tomu, aby platilo A(E) = C,(E):

(33) Ke kazdému bodu { € E existuje konstanta r 2 1, zdvisejici na {, tak, %e plati

I «K(¢, 6) \ E°)
a0 a(K(¢, r6) \ E)

(34) Pro kaZdou omezenou otevienou mno%inu G < € plati (G \ E) = o(G \ E°).
Tato v&ta je dokdzdna v [34].

K formulaci daldiho Vituskinova vysledku ozmatme R(z, 8) &tverec se stranami
rovnob&nymi se soufadnicovymi osami, sttedem v bodé z a délkou strany 3, I'(5)
jeho hranici.

Budi? E kompaktni podmnoZina C, f(z) funkce spojitd v C s modulem spojitosti
a(8). K tomu, aby bylo f € A(E), je nutné a staci, aby pro kaZdy ctverec R(z, d)
platila nerovnost

(35)

kde C je konstanta nezdvisejici ani na z ani na 6. To, Ze podminka (35) je postadujici,
je ukdzdno v [35], nutnost podminky (35) je dokdzdna v [36].

f(z)dz| £ C w(8) y(R(z, &) \ E),

re)
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