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Časopis pro pěstován! matematiky, roč. 92 (1967)» Praha 

O VÝSLEDCÍCH SOVĚTSKÝCH MATEMATIKŮ V TEORII 
STEJNOMĚRNÝCH APROXIMACÍ V KOMPLEXNÍM OBORU 

JAROSLAV FUKA, Praha 

(Došlo dne 12. května 1967) 

V tomto článku je podán přehled výsledků sovětských matematiků v teorii stejno­
měrných aproximací spojitých funkcí pomocí analytických funkcí. 

Mergeljanova věta, charakterizující ty rovinné kompakty, na nichž lze každou 
spojitou funkci holomorfní ve vnitřních bodech kompaktu stejnoměrně aproximovat 
s libovolnou přesností pomocí polynomů, patří dnes patrně ke všeobecnému matema­
tickému vzdělání. Stala se běžně užívaným nástrojem matematiků, pracujících 
v teorii funkcí jedné i více komplexních proměnných, v teorii aproximace funkcí 
i v některých partiích funkcionální analysy, zejména v teorii Banachovských algeber. 
Není však u nás již tak běžně známo, že k důkazu této věty vytvořil S. N. MERGELJAN 

důmyslnou a zcela originální metodu, které lze užít k řešení řady dalších problémů 
v teorii aproximací. V tomto článku se proto pokusíme načrtnout hlavní myšlenky 
Mergeljanovy metody a podat přehled výsledků docílených její pomocí; zmíníme 
se však i o některých jiných otázkách teorie aproximací. Přitom si samozřejmě neči­
níme nároky na úplnost: Jde nám jen o to, aby si čtenář mohl utvořit alespoň při­
bližnou představu o hloubce koncepcí a bohatosti výsledků, docílených sovětskými 
matematiky v tomto oboru. 

1. V tomto odstavci budeme formulovat úlohy teorie stejnoměrné aproximace 
v komplexní rovině. Označení: E — kompaktní podmnožina komplexní roviny C; 
C(£)-Banachova algebra všech komplexních funkcí spojitých na E s obvyklými 
operacemi sčítání a násobení funkcí a s normou | / | = max \f(z)\; Q(£)-Banachova 

zeE 

algebra všech komplexních funkcí spojitých na £ a holomorfních ve vnitřních 
bodech E s normou prostoru C(E); A(E) — uzávěr v metrice prostoru C(E) množiny 
všech funkcí holomorfních na E (t.j. holomorfních v nějakém, závisejícím na funkci, 
okolí kompaktu E); analogicky se definuje R(E) resp. P(É) jako uzávěr v metrice 
C(E) množiny všech racionálních funkcí s póly vně E resp. množiny všech polynomů 
jedné komplexní proměnné. Zřejmě 

(1) P(E) c R(E) c A(E) cz CA(E) c C(E). 
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Teorie stejnoměrných aproximací se zabývá otázkami, kdy v (1) některé inkluse 
přecházejí v rovnost. 

Z klasické Rungeho věty, která tvrdí, že každou funkci holomorfní na £ lze na £ 
s libovolnou přesností stejnoměrně aproximovat pomocí racionálních funkcí s póly 
mimo £ resp. pomocí polynomů, jestliže £ neroztíná C (tj. je-li C \ £ souvislá 
množiny), plyne, že rovnost JR(£) = A(E) platí pro každý kompakt £ a rovnost 
P(£) = A(E)9 jestliže £ neroztíná C. Jestliže však však £ roztíná C, pak má C \ £ 
neprázdnou omezenou komponentu Cu a tedy každá funkce z P(£) (t. j . každá funkce, 
která je limitou posloupnosti polynomů, konvergující stejnoměrně na £, a tedy podle 
principu maxima i v Cx) musí být holomorfní i v Cx. Pak ale např. funkce (z — zx)~ \ 
zx s Cx, která leží v R(É), nemůže ležet v P(£). Rovnost P(£) = A(E) platí tedy 
právě když £ neroztíná C. Na druhé straně je zřejmé, že CA(E) = C(E) platí právě 
tehdy, jestliže £ neobsahuje vnitřní body, tj. je-li £ řídký kompakt. Základní úlohou 
teorie stejnoměrných aproximací je tedy 

Úloha I. Charakterizovat ty kompakty, pro něž A(É) = CA(É) a její speciální 
případy: 

Úloha II. Charakterizovat ty řídké kompakty, pro něž A(E) = C(E). 

Úloha III. Charakterizovat ty kompakty, neroztínající C, pro něž P(E) = CA(E) 

2. Zastavme se nejprve u úlohy III., po jejímž vyřešení S. N. Mergeljanem v r. 1951 
[ l] byly teprve úlohy I. a II. položeny. Prvním výsledkem v tomto směru je klasická 
Weierstrassova věta [2], která je konec konců podnětem a výchozím bodem ke vzniku 
teorie stejnoměrných aproximací v komplexní rovině: Je4i E uzavřená úsečka 
na reálné ose, potom P(E) = C(E)( = CA(E), neboť v tomto případě E neobsahuje 
vnitřní body). V r. 1929 dokázal J. L. WALSH [3], [4] rovnost P(£) = C(£) resp. 
P(£) = CA(E) s dodatečným, stále ještě velmi silným topologickým omezením: 
£ je Jordánův oblouk resp. uzavřená Jordánova oblast. V r. 1931 ukázali F. HARTOGS 
a A. ROSENTHAL [5], že v případě řídkých kompaktů není již nutné žádné další ome­
zení topologického charakteru: Dokázali totiž rovnost P(£) = C(£) za předpokladu, 
že £ neroztíná C a má (plošnou) Lebesgueovu míru nula. Konečně v r. 1934 vyřešil 
M. A. LAVRENTÍV [6], [7] úlohu III. pro případ řídkých kompaktů. Dokázal, že je-li £ 
řídký kompakt, neroztíiiající C, potom P(£) = C(£). V r. 1945 dokázal M. V. KELDYŠ 

[8] rovnost P(£) = CA(E) v případě, že £ neroztíná C a je uzávěrem omezené 
jednoduše souvislé oblasti. V r. 1951 publikoval S. N. Mergeljan v práci [9] nový, 
nepoměrně jednodušší důkaz Lavrentěvovy věty a pomocí zde rozvinuté metody 
vyřešil v citované již práci [1] definitivně úlohu III., dokázav tuto větu: Budiž E 
kompaktní podmnožina komplexní roviny C. K tomu, aby každou funkci, spojitou 
na E a holomorfní ve vnitřních bodech E bylo možno stejnoměrně aproximovat 
s libovolnou přesností na E pomocí polynomů, jest nutné a stačí, aby kompakt E 
neroztínal C. Podrobný důkaz této věty i řady dalších výsledků najde čtenář v Mer-
geljanově referátu [10], 
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3. Všimněme si, že netriviální část Mergeljanovy věty spočívá v tvrzení, že pod­
mínka je postačující. Není proto příliš překvapující, že Mergeljanovy metody lze 
užít obecněji k nalezení postačujících podmínek v úloze I. a tedy i II. V této obecnější 
formě v tomto odstavci Mergeljanovu metodu popíšeme. 

Metoda se zakládá na užití Greenovy formule 

-y(0 

(2) m = ~\f^'-\\ - ^ - d í d , ( Z 6 G . C - Í + .,) 
2mJrC-z njjGÍ-z 

a vhodné aproximaci jádra (C — z)'1 ve druhém integrálu. Ve (2) je G libovolná 
oblast s dostatečně hladkou (např. po částech hladkou) hranicí F, f(z) libovolná 
funkce, která má v G u F spojité parciální derivace podle x i y, 

ff(Q = i/ff(c) , Ža/(C)\ 
<?£ 2 V a í «ff / 

a integruje se podle (dvojrozměrné) Lebesgueovy míry d£ d*/. Tato formule plyne 
obvyklým způsobem z Greenovy věty. Čtenář nechť si uvědomí toto: Je-li f(z) 
holomorfní v G, je vzhledem ke Cauchy-Riemannovým podmínkám dfjdz = 0, 
dvojný integrál ve (2) odpadne a (2) se redukuje na obvyklou Cauchyovu formuli. 

Zvolme tedy libovolnou funkci/6 CA(E). Budeme se snažit aproximovat ji libo­
volně přesně funkcemi z A(E). Abychom mohli n a / aplikovat formuli (2), je třeba/ 
nejdříve zhladit. To je první krok Mergeljanova postupu: Prodloužíme / spojitě 
na dostatečně velký uzavřený kruh K(0, JR) se středem v počátku a poloměrem R, 
obsahující E ve svém vnitřku. Prodlouženou funkci budeme dále označovat /, co(S) 
označíme její modul spojitosti 

<o(d)= sup | / ( Z l ) - / ( z 2 ) | . 
zi,z2eJí:(0,K),jzi-Z2|<S 

Zvolíme nyní pevně S, 0 < ó < 1, a způsobem běžným v teorii reálných funkcí 
zhladíme f(z) pomocí nezáporného rotačně symetrického jádra Kó(r) (t.j. závislého 
jen na r = |z|). Tak dostaneme funkci 

m = W = JJc/(0^(|c-z|)dídii 

(pro body z vně K(0, .R) klademe f(z) = 0). Na jádro Kd(r) klademe jako obvykle 
tyto požadavky: Kd(r) = 0 pro r > 5; 

Kd(r) je (jakožto funkce proměnných x, y) natolik hladká, aby fd měla uvnitř 
K(0, R) spojité parciální derivace podle x i y. 

Ihned je vidět, že platí 

(3) l / - / í | š t o ( á ) 
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a i e / ^ ) •* f(z) v těch bodech z% které i se svým á-okolím leží v E, tj. že v takových 
bodech bude/* holomorfhí (to plyne lehce užitím residuové věty vzhledem k rotační 
symetrii %»). Z rotační symetrie Ks dále plyne 

rj^-z|)d^d>? = 0 

Jádro K*(r) lze dokonce zvolit tak, že platí 

í \гЧ\l ~ A) 
дž 

d^dř? ^ 

Z posledních dvou vlastností plyne odhad 

<4) 
dflz) 

ôž 

Cw(ó) 

Poznamenejme, že jádro se všemi požadovanými vlastnostmi je např. jádro Ká(r) = 0 
pro r > 5, Kě(r) « (2/7tá2) (1 - r2jd2) pro 0 ̂  r ̂  5. 

Poněvadž / je spojitá, tedy co(5) -» 0 pro 5 -• 0, plyne ze (3), že stačí aproximovat 
funkci fó. 

Druhý krok spočívá v užití formule (2) na /-. To se provede takto: Sestrojíme 
uvnitř K(09 R) konečný systém D oblastí s dostatečně hladkou hranicí F, pokrývající 
E, tak, aby Lebesgueova míra množiny D \ E byla libovolně malá. N a D a / a nyní 
užijeme (2). Dostáváme 

W) 
(5) «2).±ffl*-íff .*_<.«,. 

2niJr C - z TTJJDC - z 

První integrál v (5) je funkce holomorfní na E, stačí tedy aproximovat druhý integrál 
v (5), tj. „neanalytickou část" funkce/-. V tom je smysl užití formule (2). Dále 

m) . w) w) 
(6) f f^dcdn-rr ^ d c d , + ffF«.ded,. 

JJBC-Z J J D X E C - Z J J E C - Z 

Odhadneme první integrál na pravé straně (6). Jest 

I W)\ W) 
Iff J L d € d , | á f f õl 

C-z! 
d | d»j š c 5 JJflxE|C-z| d^dř/ 

vzhledem ke (4). Je patrno, že J J ^ f t - z)*"*1 d^dt? nabude největší hodnoty 
v tom případě, kdy množina D \ E bude „nejvíce soustředěna" okolo bodu z, 

462 



tj. když D \ E bude kruh se středem v bodě z. V tom případě se však integrál 
snadno spočítá přechodem k polárním souřadnicím a je, nezávisle na z, roven 2nr, 
kde r je poloměr kruhu, tedy roven 2% y/(Mjn)9 kde M je míra D \ £. Tu jsme 
však mohli zvolit libovolně malou, např. menší než S2. Pak ale 

Iff. 
W) 

dtídr, 
} &\E C "— z 

Úloha je tedy převedena na aproximaci integrálu 

g C co(8) -+0 pro <5 -+ 0 . 

Я, 
W) 
JL 
c - z 

dtdri. 

Vzpomeňme si však, že v těch bodech £ e £, které i se svým á-okolím leží v £, je/á(z) 
holomorfní, tedy v nich platí df3(QjdZ = 0, odkud 

W) 

ÍÍЉ dÇdri 
• j ) Яð i - z 

d^dif, 

kde £j je průnik uzávěru á-okolí hranice kompaktu £ s £. 
Dosavadní úvahy, i když byly podstatné, byly poměrně jednoduché. Nejobtížnějš 

úkol je právě aproximace integrálu 

W) 

V tom spočívá třetí krok Mergeljanovy metody. Jeho idea spočívá v aproximaci 
jádra (£ — z)"1 pomocí funkcí holomorfních na £. Jde o to, přemístit singularity 
funkce (C - z) ""1 mimo £ tak, aby se přitom příliš nezměnilo chování funkce (£ — z)""1 

vně malého okolí bodu £. 

Představme si, že se nám pro každé £ e Eé podaří sestrojit funkci <ps(C9 z), holo­
morfní (v proměnné z) na £ a splňující podmínky 

(7) 
1 

í - -

(8) 

<Pě(C> z)\ 
Cð2 

pro z є £ , |í — z\ î> 2ð , 

Mc,-0I ^ т P Г O z є J S 

д 
kde C je konstanta, závisející jen na £. Vzhledem ke kompaktnosti Ea můžeme před-
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pokládat, že <pj£, z) je po částech konstantní v proměnné C (přesně řečeno: existuje 
konečně mnoho bodů & e Eé9 i = 1, 2,..., 5, tak, že pro každé £ e £ <£-(£, z) = 
-» <?*(£i, z) pro některé Q. Funkce 

Ф. <-) £^9ft(C.-)<-{«*, 
bude pak holomorfní na £ a bude aproximovat Fs(z) tím přesněji, čím menší bude 5+ 
Vskutku 

1 (9) ÌFІ{Z)-ФІ{Z)\<£Æ^ 
c - -

(pô(C, z) dZdri 

vzhledem ke (4). Rozložme £a na dvě disjunktní množiny Eu E2, kde 

(10) £. = {CeEe; |C - z| = 25} , £2 = £3 \ £ t = {Ce£„ |C - z| < 25} . 

Zavedením polárních souřadnic dostaneme vzhledem k (7) a (8) 

(ii) ff L i - _ ^(c, z) 
JJE, |C - -

J I w c ' z ) l (12) 

a dále 

(13) 

dfd^ = C<52 

dCdíj < 

f2n pR 
Q-ІQdQdęSC^å 

Jo J 2ð 

JJE2 ІC 
dčdí? 

^ Л2я /»2<5 

- # d# dę = C2<5 
<5 Jo Jo 

Л2я /*2$ 

^ dø dę = C3<5. 
Jo Jo 

Z (11) až (13) vzhledem k (10) a (9) plyne pro libovolné zeE \Fd(z) - *,(z)| g 
^ C4 ct>(<5), tedy ||F* - <Pa|| -» 0 pro <5 -• 0. Jestliže tedy najdeme nějaké podmínky, 
zaručující existenci funkce <pd(C9 z) s vlastnostmi (7) a (8), bude tím současně ukázáno, 
že tyto podmínky stačí k tomu, aby platilo AE = CA(E). 

4. Nastíníme nyní, jak Mergeljan sestrojil v [1] funkci <ps(C, z) pro úlohu IIL 
I když je tu základní myšlenka opět jednoduchá, je tentokrát příliš speciální a nelze 
ji přenést na řešení úlohy I. Spočívá v tom, že v libovolném 2<5-okolí bodu £ e Eá 

ke najít kontinuum, neprotínající E, jehož průměr má velikost řádu S, totiž Jordánův 
oblouky o průměru např. \b9 spojující vně E dva vhodně zvolené body zl9 z2 e C \ E9 

z nichž první je vzdálen od ( např. |<5, druhý |<5. Takový j d existuje, neboť E neroztíná 
C. Pomocí konformního zobrazení vnějšku jednotkového kruhu na vnějšek j d sestrojil 
Mergeljan nejdňve funkci <p(z)9 pro niž lze pomocí silného aparátu teorie konform­
ních zobrazení (podrobnosti důkazu viz v [10]) dokázat odhad (8) a odhad 

(14) 
C - 2 

- ę{z)\ ѓ C 
lc - -f 

pгo |z - Cl è 2(5 
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Odhad (14) však k důkazu P(É) = CÁ(É) nestačí, neboť místo (11) dostáváme nyní 

(15) ff l - i - - cp(z) d{ ár, <í Cd f " f Q~2Q áQ dep = C6 log - . 
JJE, C - - Jo J2i 8 

& tedy 

i F ^ - ^ z J l á C c o ^ l o g i 

Tento výraz vsak obecně nekonverguje k nule pro všechny funkce z CA(E), jestliže 
S -* 0. Šťastný nápad vzít místo q>(z) lineární kombinaci (p(z) a jejího kvadrátu 
umožnil nakonec Mergeljanovi sestrojit funkci <pd(£9 z), pro niž již platí lepší odhad 

(7). 
Této myšlenky nelze bezprostředně užít k nalezení postačujících podmínek ne-

topologického charakteru pro rovnost A(E) = CA(E). Příčina je nasnadě: Jordánův 
oblouk o průměru řádu S lze sice popsaným způsobem sestrojit v libovolném 5-okolí 
hraničního bodu £ kompaktu E vždy, je-li £ současně hraničním bodem nějaké 
komponenty doplňku k JE. Jestliže však otevřená množina C \ E má nekonečně 
(t. j . spočetně) mnoho komponent, mohou existovat hraniční body, jež neleží na hranici 
žádné komponenty C \ £ a není pak jasné, zda vůbec j d požadovaného průměru 
existuje. 

Podrobnou analysou, provedenou v Mergeljanově semináři v létech 1953 — 54 
se ukázalo, že podmínky k rovnosti A(É) = CA(É) a k řešení úlohy II. je třeba hledat 
v lokální formě v termínech analytické kapacity, zavedené v r. 1947 L. V. AHLFORSEM 

[11]. Řešení úlohy II. a postačující podmínka k rovnosti A(E) = CA(É) v termínech 
analytické kapacity však bylo dáno teprve v r. 1958 a 1959 A. G. VITUŠKINEM [12], 
[13], jehož přínos nyní stručně popíšeme. 

Nejprve budeme definovat analytickou kapacitu. Budiž F kompaktní podmnožina 
C. Označme B(F) množinu všech funkcí, které jsou holomorfní v otevřené množině 
C \ F a v nekonečnu, rovny nule v nekonečnu a \f(z)\ S 1 pro Z G C \ F . Analy­
tická kapacita F se definuje takto: 

(16) y(F) = sup |/'(oo)| = sup lim \zf(z)\. 
feB(F) feB(F) z-+oo 

Zřejmě platí 

(17) y(F) = sup U- f f(z) áz 
feB(F) \27t J r 

kde r je libovolná (hladká) křivka, obsahující F ve svém vnitřku. Pro libovolnou 
omezenou množinu S definujeme y(S) = sup y(F)9 kde supremum se bere přes 
všechny kompakty F c S. 

Podstatou Vituškinovy myšlenky je odhad koeficientů v Laurentově rozvoji 
funkce/e B(F). 
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lxn*j»a ([13]): Nechť kompaktní množina F leží v kruhu \z — C\ < S. Nechť 
feB(F) má vně \z — £| jg S Laurentův rozvoj 

ax a2 (18) . /(-) = --- + 
z - í ( z - 0 2 (--C)3 

Potom pro koeficienty am n = 1, 2,..., pía*/ oáhad 

(19) \an\ <*2ey(F)nSn~x. 

Odhad (19) dostaneme užitím Cauchyova vzorce pro an: 

(20) n.-^Г / ( г ) ( z - 0 - ł d 2 , 

kde i je libovolné číslo větší než <5. K tomu je třeba odhadnout maximum absolutní 
hodnoty/(z) na kružnici \z — £| = A. Avšak pro taková z dostaneme užitím Cau-
chyovy formule 

27n Jiř-ri-rí * - z 

Jest totiž 

A-j-L-íf A < , - í _____),;) 
2** \J|,-fl-ji í - z J|f-c|-# ' - z / 

pro každé R > \z\9 ale první integrál je roven nule vzhledem k/(oo) = 0. Integrand 
ve (21) je pro pevné z jakožto funkce proměnné t holomorfní vně F, rovná se 
nule v nekonečnu a jeho absolutní hodnota je nejvýše rovna 2j(A — S). Funkce 
""(/(O - f(2)) (á ~ <*)/2(* - z) leží tedy v B(F) a podle definice analytické kapacity 
(viz vzorec (17)) tedy ze vztahu (21) dostáváme \f(z)\ <; 2y(F)j(A - S) pro \z - C| = 
» A. Odtud volbou A » (1 4- l/n) S ve (20) dostáváme 

Kl ú — 2wJ — — y(F) zi"-1 = 2n f 1 + ~Y S*"1 y(F) < 2enS*~l y(F) 9 2% A — S \ nj 

což je (19). 
Představme si nyní, Že se nám v 5-okoli nějakého hraničního bodu £ e E podaří 

-Sájft kompakt F, F n JE =* 0, jehož analytická kapacita y(F) je kladná. Podle definice 
f(F) se najde funkce / € J»(F) tak, že pro ni platí f'(oo) > r(F)/2. / má vně kruhu 
\t — (| Š 5 Laurentův rozvoj (18). Jest 

(22) \m\SU Wžií(ř). 
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Pro funkci <p(z) = -/(z)/a_ tedy platí pro |C — z\ __ 2<5 vzhledem k odhadům (19) 

(23) -ę(z) 
C - -

< ________ y _ _ _ _ _ _ _ _ _ 
— ../•—\ l f _ I 2 —i y(Ғ) |C-z | 2

в ť. (25) » - 2 

16e<5 " и ô 
— - \ _ / • 

lc-^A-- 1 |c-z|2' 
což je odhad typu (14). Dále zřejmě platí |<p(z)| ^ 2/y(F). My však potřebujeme lepší 
odhad (7). K tomu je třeba odstranit člen a2j(z — C) at z rozdílu <p(z) = (C - z)~* ~ 
— <p(z). Ale je jasné, jak to provést: Kvadrát funkce/(z) má u (C — z)"2 koeficient 
a_. Vezmeme-li tedy funkci 

<Pi(z)=-f-& + ^3f\z), 

dostaneme analogickými úvahami pomocí (19) odhad (7) a bude 

M„_)|_J-+ 4á 

y(F) 7
2(F) 

Uvážíme-li ještě, že pro analytickou kapacitu platí y(Ff) __ y(F) je-li F' c F a že 
y(__(a, r)) sa r, tedy y(F) __ <5, dostáváme konečně 

(24) WC,-)|_C 3 

m 
K tomu, abychom dostali odhad (8), tedy podle (24) stačí, aby existovala konstanta 
Cc taková, že y(__(C, <5) \ É) £ C{<5. Z výsledků odst. 3 pak plyne tato věta [12]. 
Budiž E kompakt v C, K(C, 5) kruh se středem v bodě C a poloměrem <5. Jestliže 
existuje posloupnost 5n -> 0 a konstanta C tak, že pro každý hraniční bod C e E 
platí y(K(£, 8n) \ E) ̂  C<5n, přičemž C nezávisí ani na C ani na n, potom A(E) = 
= CA(E). 

Tato krásná věta není ovšem jediným Vituškinovým přínosem k teorii stejno­
měrných aproximací v rovině. V práci [13] vyřešil Vituškin úlohu II. Jeho výsledek 
zni takto: Budiž E řídký kompakt v C. Označme 

y(C, 5) - y(K(t, 6) \ E), y(S) -= inf y(C, 5). 
C - _ 

Každá z následujících podmínek je nutná a postačující k tomu, aby platilo A(E) =-
= C(_) 

K_) = 

(26) y(5) _ 5 
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(27) Pro libovolnou omezenou otevřenou množinu G c C platí y(G \ E) = y(G). 
Důkaz postačitelnosti podmínky (25) se dostane vyloženou metodou. Poznamenejme 
jen, že úloha II. má „resolventu" 

*« ( г ) -£^ z 

To znamená, že k tomu, aby platilo A(E) = C(E), stačí, aby bylo cpE e A(É) (jak ukázal 
A. DENJOY [14], je q>E spojitá v C a je zřejmě holomorfní vně £). Proto první i druhý 
krok metody vyložené v odst. 3 odpadají a k odhadu jádra (C - z)""1 stačí užít 
slabšího odhadu (14), tj. odhadu (23). V tom tkví podstata rozdílu mezi úlohou I. a II. 
K důkazu nutnosti podmínky (25) odkazujeme čtenáře na Vituškinovu práci [13] 
nebo na krásný Mergeljanův výklad v dodatku k ruskému překladu knihy [15]. 

Poznamenejme, že podmínky (25) a (26) (a (27)) vyjadřují pozoruhodnou nestabilitu 
analytické kapacity řídkých kompaktů: platí-li podstatně slabší podmínka (25), 
platí již i podmínka (26). Přímý důkaz tohoto tvrzení bez přechodu k aproximační 
větě není znám. 

5. V tomto odstavci uvedeme některé výsledky, které lze dokázat pomocí metody 
vyložené v odstavci 3. a 4. 

Především lze metodu i výsledky odstavců 3. a 4. přenést na aproximaci pomocí 
analytických funkcí v metrice Lp, p ^ 1. Je jen třeba příslušně modifikovat definici 
analytické kapacity. To provedl S. O. SINANJAN V práci [16]. Definuje analytickou 
p-kapacitu kompaktu F c C takto: yp(F) = sup |/'(oo)|, kde BP(F) je třída všech 

feBp(F) 
funkcí holomorfních v otevřené množině C \ F a v bodě oo, rovných nule v bodě co 
a takových, že 

s?{^L,m'áxá>. < i 

kde K je libovolný kruh, obsahující F, p,(K \ F) Lebesgueova míra množiny K \ F. 
Označme ještě AP(E) uzávěr v metrice LP(E) funkcí holomorfních na E. Sinanjan 
dokázal větu: Budiž p ^ 2. Je-li E řídký kompakt a je-li p = 2, potom AP(E) = 
=- Lp(E) pravě když platí yp(Ks \ E) g> 2"~UpS pro každý kruh Kd c C o poloměru 
S. Je-li 1 S P < 2, platí vždy AP(É) = Lp(E). Je zajímavé, že odtud neplyne Vituški-
nova věta. Sinanjan sestrojil takový řídký kompakt E, že platí Ap(E) = LP(E) pro 
libovolné p ^ l , zatímco A(É) # C(E). 

Mergeljanovy metody lze užít k řešení úlohy o stejnoměrné aproximaci funkcí 
na uzavřených podmnožinách C (nikoliv nutně omezených) pomocí celistvých 
funkcí. M.V. KeldyŠ a M. A. Lavrentěv ([17]) dokázali v r. 1939, že libovolnou 
funkci spojitou na dané řídké souvislé uzavřené množině E a C lze s libovolnou 
přesností stejnoměrně aproximovat, pomocí celistvých funkcí právě když E je K-

468 



množina. Přitom uzavřená podmnožina E <= C se nazývá K-množinou, jestliže existu­
je taková nezáporná neklesající funkce rE(t), r^t) -* oo pro t -> oo, že libovolný bod 
z e C \ E (z + 0) lze s bodem oo spojit Jordánovým obloukem ležícím v C \ £ 
a vně kruhu |£| ^ rE(\z\) (představme si, že E je „pevnina", C \ E obklopující ji 
„moře" a „jezera". Je-li E K-množina, nesmí být v E „jezera" a „moře" nesmí mít 
zhruba řečeno příliš hluboké „zálivy" nebo „průlivy"). Pomocí Mergeljanovy metody 
dokázal v r. 1964 N. U. ARAKEUAN [18] tento hluboký výsledek: K tomu, aby každou 
funkci, spojitou na E a holomorfni ve vnitřních bodech E bylo možno s libovolnou 
přesnosti stejnoměrně aproximovat na E pomocí celistvých funkci, jest nutné a stačí, 
aby E byla K-množinou. Tato věta zřejmě obsahuje jako speciální případ Mergel-
janovu větu, neboť kompaktní množina, neroztínající C, je zřejmě K-množina 
(je-li R poloměr kruhu se středem v počátku, obsahující E, lze volit rE(t) = 0 pro 
t S R, rE(t) = t pro t > R). 

Nejpozoruhodnějším výsledkem tohoto typu jsou však věty A. A. GONČARA [19], 
[20], které ukazují, že mezi úlohou II. a úlohou o stejnoměrné aproximaci všech funkcí 
spojitých na (řídkých) kompaktních podmnožinách Rn, n ^ 3, pomocí harmonických 
funkcí existuje překvapující analogie. Zaveďme nejdříve označení: i — kompaktní 
podmnožina eukleidovského prostoru Rn, n ^ 3; H(S) — uzávěr v metrice prostoru 
C(é) všech funkcí harmonických na i (t.j. harmonických v nějakém, závisejícím 
na funkci, okolí kompaktu S); c(S) — Newtonovská kapacita S, tj. největší náboj, 
který lze rozložit na S tak, aby příslušný k němu Newtonovský potenciál byl nejvýše 
roven jedné (přesně: c(S) = sup ix($), kde supremum se bere přes všechny nezáporné 
míry na S, pro něž \ě \P - Q\~n+2 áfi(Q) <: 1); K(Q, 8) - koule se středem v bodě 
Q a poloměrem <5. Gončarův výsledek zní takto: Budiž € řídký kompakt v Rn,n —• 3. 
Označme c(Q, 5) = c(K(Q, ó) \ ď), c(ó) = inf c(Q, <5). Každá z následujících 

QeS 
tří podmínek je nutná a postačující k tomu, aby platilo H(S) = C(S) 

(28) HH ^ = oo 
a-o Sn 

(29) c(ó) = án~2 

(30) Pro libovolnou omezenou otevřenou množinu G c Rn platí c(G \ S) = c(G). 

Důkaz tohoto výsledku je zcela analogický důkazu Vituškinova řešení úlohy II., 
ukázaného v odst. 4. V souvislosti s touto analogií poznamenejme toto: Úloha II. je, 
jak ukázal americký matematik E. BISHOP [21], ekvivalentní s úlohou charakterizovat 
ty rovinné kompakty E, na nichž lze každou reálnou spojitou funkci s libovolnou 
přesností stejnoměrně aproximovat pomocí reálných částí funkcí holomorfních na E. 
Z druhé strany třída všech funkcí harmonických na E je podstatně rozsáhlejší než 
třída těch funkcí harmonických na E, které jsou reálnými částmi funkcí holomorfních 
na E, neboř sdružená funkce může být mnohoznačná. Proto jsou úlohy „harmonické" 
a „analytické" aproximace v rovině principiálně odlišné. Ačkoliv tedy úloha o apro-
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ximaci pomoci harmonických funkcí v prostoru Rn, n 2g 3, je téhož typu jako úloha 
o „harmonické" aproximaci v rovině, forma jejího řešení je analogická úloze 
o „analytické" aproximaci v rovině. Čtenář nechť si srovná podmínky (28) až (30) 
s podmínkami (25) až (27) (zejména pro n = 3). 

Nalconec poznamenejme, že Gončarova věta osvětluje v nových souvislostech 
i známá starší řešení úlohy o harmonické aproximaci v Rni n 2> 3. To však spadá 
mimo rámec článku a proto odkazujeme čtenáře na citované již Gončarovy práce 
nebo na společný Mergeljanův a Gončarův referát [22]. 

6. Jestliže pro kompakt E neplatí A(E) = CA(E), resp. A(Ě) = C(E), vzniká 
otázka po vnitřní charakterizaci algebry A(É). Řešení takto obecně formulovaného 
problému teorie stejnoměrných aproximací v rovině je patrně otázkou velmi vzdálené 
budoucnosti. Jsou s ním spojeny zajímavé otázky, vztahující se ke studiu chování 
holomorfních funkcí n£ kompaktních množinách a ve vícenásobně souvislých 
oblastech. Dříve než uvedeme některé byť i speciální výsledky v tomto směru, uká­
žeme příklady kompaktů, pro něž A(E) # C(E) resp. A(É) 4= CA(E). První z nich 
pochází od S. N. Mergeljana [10]. 

Budiž K otevřený jednotkový kruh, F 0 jeho hranice. Odstraňme z K spočetný 
počet otevřených kruhů Kt s hranicemi F ř, i = 1, 2,..., tak, aby platilo: Kt n Kj = 0 

00 00 

pro i # j ; YJQÍ < °°> kde gt je poloměr F ž; množina \J Kt je hustá v K. Dostaneme 

tak řídký souvislý kompakt E a tvrdíme, že platí A(E) # C(É). Vskutku je-li r 
racionální funkce s póly mimo JE, platí zřejmě 

(31) j\(z) dz = 0. 

kde F == F 0 — U F ř. Limitním přechodem dostaneme, že vztah (31) platí pro každou 
i-=i 

funkci z A(E). Zvolme N tak, aby platilo ]T gt < | a definujme funkci f(z) takto: 
i~N 

f(z) = l/z pro z e F 0 , f(z) = 0 na Fk, k = 1, 2,...» N — 1. Rozšiřme ji spojitě na E 
tak, aby bylo \f(z)\ á 1. Potom bude 

!f /(z)dzl à If / (z )d- - f f |/(z)|ds £ 2* - 2 í r £ e . 
J r I |Jr0 '= i J r , »-w 

> ж > 0 , 

Pro f(z) tedy neplatí (31), tedy / £ Al(£). 
Druhý piKklad pochází od A. A. Gončara [22]. Abychom jej mohli vyložit, po­

třebujeme pojem analytické C-kapacity, zavedené E. P. DOLŽENKEM V [23]. Jak bude 
patrno z následujícího odstavce, je tento pojem přirozený pro formulaci řešení 
úlohy I. Analytieká C-kapacita kompaktu F c C se definuje vztahem 

(52) <£) = sup|/'(oo)|, 

kde supremum se bere ve třídě funkcí f(z) spojitých v C, holomorfních v C \ F 
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a v nekonečnu, rovných nule v nekonečnu a takových, že |/(^)| -S. 1 pro z e C. 
Pro libovolnou omezenou množinu S definujeme ot(S) = sup «(F), kde supremum 
se bere přes všechny kompakty F c S. Zřejmě <x(S) 2á y(S). Gončar sestrojil uza­
vřenou oblast E, pro niž A(E) # CU(JE). Ponechme označení z předchozího příkladu 
a zvolme v K řídký kompakt F, neroztínající C a takový, že a(F) > 0. Konstrukce E 
je táž jako v předchozím příkladě s tím rozdílem, že kruhy nevybíráme z K, ale 

oo 

z E \ F a místo hustoty množiny \J Ktv K požadujeme, aby množina všech hro-
Í - = I _ 

madných bodů množiny středů kruhů Kt byla totožná s F. Kompakt E = K \ 
oo co 

\ F \ U Kt je pak zřejmě uzávěrem oblasti £° = K \ (J K^. Stejně jako v před-

chozím příkladě dostaneme vzhledem k £ gf < oo, že pro každou/ e ^4(F) platí (31). 

Avšak poněvadž a(F) > 0 a F neroztíná C, existuje funkce <pF spojitá v C a holo-
morfní všude vně F tak, že 

Odtud plyne, že 

| l f ^ z ) d z | - | ^ o o ) | > 4 o ( F ) > 0 . 
\2n J To I 

(pf{z) dz = i 9F(z) dz 
J r J r 0 

Tedy zúžení <pF na E neleží v A[(F), ačkoliv leží v CA(E), Uveďme ještě konkrétní 
příklad kompaktu F s požadovanými vlastnostmi. Je to např. libovolný uzavřený 
Jordánův oblouk j , ležící v K, jehož dvojrozměrná Lebesgueova míra n(j) je kladná. 
Vskutku pro funkci 

<pj(z)~ — — dÉdif, 

spojitou v C a holomorfní v C \ j (viz odst. 4), pak platí 

kX°°)l = lUm í í 7^-^dfll - I" ff d€dJ - Ki) > °> 
tedy o ĵ) > 0. 

Vraťme se nyní k základnímu problému, položenému na počátku tohoto odstavce 
a pokusme se jej rozumně zúžit. Jde pak o to, charakterizovat ty kompakty, pro něž 
sice A(E) # CA(E) resp. A(E) # C(E), avšak A(E) zachovává některé základní 
vlastnosti analytických funkcí. První takovou vlastností je diferencovatelnost. 
E. P. Dolženko [24] ukázal, že v A(E) vždycky existují funkce, které nemají ani 
v jednom bodě z E derivaci vzhledem ke množině JB, jestliže £ je řídký. Tento výsledek 
ukazuje, že studium diferenciálních vlastností funkcí z A(É) je třeba zjemnit. Analy­
tické funkce však mají i jiné základní vlastnosti, které lze, na rozdíl od diferenco-
vatelnosti, přenést na obecné algebry funkcí. Především algebra všech funkcí spoji-
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ých v uzavřeném jednotkovém kruhu K a holomorfních v jeho vnitřku je anti-
symetrická (t.j. neobsahuje neokonstantní reálnou funkci) a má vlastnost jedno­
značnosti: Jestliže se dvě takové funkce rovnají na nějaké podmnožině kruhu K, 
otevřené v K, pak jsou si identicky rovny. Algebru A(E) budeme tedy nazývat ana-
lytickeu, jestliže platí: Je-li G <z E otevřená v £ a je-U/eAl(£) rovna nule v G, 
potom / je rovna nule všude v E. Pokud jde o antisymetrické algebry, poznamenejme, 
že hrají značnou roli v teorii funkčních algeber (t.j. zhruba Banachovských podalgeber 
algebry C(X), kde X je kompaktní Hausdorffův prostor). Jak ukázal E. Bishop [25], 
lze každou funkční algebru v jistém smyslu složit z antisymetrických algeber. Byla 
vyslovena domněnka, že každá algebra A(E) Mergeljanova typu (viz první příklad 
tohoto odst.) je antisymetrická. Tuto domněnku vyvrátil důmyslnou konstrukcí 
protipříkladu americký matematik L. A. STEEN [26]. Pokud jde o analytické algebry 
A(E), zůstává i tu problém nevyřešen. Na základě myšlenky M. V. Keldyše sestrojil 
S. O. Sinanjan [27] řídký kompakt E takový, že A(E) je analytická. Dokonce platí 
více: Je-li / e A2(E) (viz odst. 5), / rovna nule skoro všude na nějaké otevřené pod­
množině £, je / = 0 skoro všude v E. 

.Závěrem tohoto odstavce se zmiňme o aproximaci spojitých funkcí více komplex­
ních proměnných. Zde je situace podstatně složitější. Jak ukázal americký matematik 
J. WERMER [28], existuje v C 3 takový Jordánův oblouk j , že P(j) #= C(j). Z druhé 
strany E. BISHOP (viz. o tom v [29]) ukázal, že je-li j diferencovatelný, platí již P(j) = 
-s C(j). Zatím nejsilnější výsledek v tomto směru dokázal E. M. ČIRKA [30], který 
ukázal, že je-li projekce j c C2 na některou ze souřadnicových rovin z t = 0, z2 = 0 
řídký kompakt, potom A(j) = C(j). 

7. V tomto závěrečném odstavci se jen velmi stručně zmíníme o některých jiných 
řešeních úlohy II. a o řešení úlohy I. 

První je řešení E. Bishopa v termínech minimální hranice algebry A(E). Bod £ e E 
nazveme vrcholkem algebry A(E), jestliže existuje funkce / e A(E) tak, že |/(C)| > 
> | / ( z) | P r o všechny z e E, z 4= £. Množinu všech vrcholků algebry A(E) nazveme 
minimální hranicí M(A) algebry A(E). Poznamenejme, že pojem minimální hranice 
lze definovat obecně pro podprostory Banachovských prostorů a že je mu nyní 
ve funkcionální analýze věnována značná pozornost. Čtenáře, zajímajícího se o tuto 
problematiku, odkazujeme na knihu [31]. E. Bishop, který v [21] zavedl pojem 
minimální hranice, dokázal tuto větu [21]: A(E) = C(É) platí právě když M(A) = E. 
Význam této krásné věty spočívá v tom, že ukazuje funkcionálně analytický přístup 
k řešení problémů klasické analysy a dává podnět k položení dalších obecnějších 
otázek. 

Další řešení úlohy II. pochází od S. N. Mergeljana [15]. Mergeljan definuje funkci 
mA(Q. Budil C € E, B > 0, S > 0. Položme mA(C, s, d) = sup |/(C)|» kde supremum 
se bere ve třídě všech funkcí z A(E), splňujících podmínky | / | á h \f(z)\ < z pro 
\z - i\ > 5, z e JE. Nyní definujeme pro £ € E, mA(Q = lim mA(C, B, 5). Zřejmě 

e~>0,#-»0 

0 S mA(0 j£ L Mergeljan vyslovil tuto větu: A(E) --= C(É) právě když mA(Q = 1 
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pro všechny £ e £. V práci [32] dokázal A. A. Gončar, že funkce mA(£) je charak­
teristickou funkcí M(Á), tj. mA(Q = 1 pro £ e M(̂ 4), mA(£) = 0 pro £ e £ \ M(Á), 
čímž je věta dokázána v důsledku Bishopovy věty. V [32] je dokázáno i kritérium, 
aby bod £e£ byl vrcholkem A(Ě).Poznamenejme, že nedávno dostal M. S. MEL'NIKOV 
[33] úplnou lokální charakterizaci vrcholku A(É) v termínech analytické kapacity. 
Jeho výsledek zní takto: Budiž £ e £ , K(n) mezikruží 1/2* = |£ - z\ = l/2n+1, 
yn = y(K(n) \ £). K tomu, aby bod £ e £ byl vrcholek A(É) jest nutně a stačí, 

00 

aby £ 2% = oo. 
n = 0 

Vraťme se nyní k řešení úlohy I. K jejímu řešení byly na základě analogie s úlohou 
II formulovány dvě hypotézy. První, která není dosud dokázána ani vyvrácena, 
formuloval A. A. Gončar: A(E) = C^(£) platí právě když M(Á) = M(CA), nebo 
ekvivalentně A(É) = C^(£) právě když mA(£) = mCA(() pro každé £ e £ (M(C^), 
mCA se definují analogicky jako M(A), mA). 

Druhou hypotézu formuloval S. N. Mergeljan: A(E) = C^(£) právě když 
a(K \ £) = a(K \ £°) pro libovolný kruh K cz C. Zde a(S) je analytická C-kapa-
cita množiny S (viz (32) v odst. 6), £° vnitřek množiny £. 

Tato hypotéza byla nedávno dokázána zcela novou metodou, technicky velmi 
komplikovanou, A. G. Vituškinem [34]. Novými hlubokými výsledky A. G. VituŠ-
kina je dovršena teorie stejnoměrných aproximací, i když stále zůstávají otevřeny, 
jak jsme se pokusili naznačit v odst. 6 a 7, velmi zajímavé a těžké problémy. Závorem 
uveďme formulaci hlavních výsledků A. G. Vituškina, dokázaných v [34], [35] 
a [36]. 

Budiž E kompaktní podmnožina C Každá z následujících dvou podmínek je nutná 
a stačí k tomu, aby platilo A(E) = C^(£): 
(33) Ke každému bodu £ e £ existuje konstanta r = 1, závisející na £, tak, že platí 

a-o a(K(£, rd) \ E) 

(34) Pro každou omezenou otevřenou množinu G c C platí cc(G \ £) = <x(G \ £°). 
Tato věta je dokázána v [34]. 

K formulaci dalšího Vituškinova výsledku označme R(z, 5) čtverec se stranami 
rovnoběžnými se souřadnicovými osami, středem v bodě z a délkou strany S, F(S) 
jeho hranici. 

Budiž E kompaktní podmnožina C, f (z) funkce spojitá v C s modulem spojitosti 
co(S). K tomu, aby bylo feA(E), je nutné a stačí, aby pro každý čtverec R(z, 5) 
platila nerovnost 

(35) |f /(z)dz = C (o(ó) y(R(z, 8)\ £) , 

kde Cje konstanta nezávisející ani na z ani na 5. To, že podmínka (35) je postačující, 
je ukázáno v [35], nutnost podmínky (35) je dokázána v [36]. 
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