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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

EXTREMALNI MNOZINY UZLU V SUDEM GRAFU

JArROSLAV MORAVEK a PAVEL RANDL, Praha
(Doslo dne 25. dubna 1966)

1°. Budiz G = (X, Y, I'), (X * 0, Y % 0) kone&ny sudy graf [1] s ohodnocenim
uzlt a(x), x € X; b(y), y € Y. Budeme pfedpoklddat, Ze plati: a(x) > 0, b(y) = 0.
Necht jsou ddle ddna &sla a, b (a 2 0, b 2 0).

Pro A = X, B < Y poloZme

ad) = 3 alx), b(B) = ¥ b(y)

x|xe. y|yeB

(Specidlng: a(@) = b(0) = 0).
Nasim cilem je popsat algoritmus pro feSeni ndsledujici Qlohy:

Uloha I. Mdme nalézt mno%inu A (A < X), pro niz plati:
1. a(4) + a > 0.

b(rd) + b .

. ———— — min.

a(A) + a

Driive neZ pfistoupime k vlastnimu vykladu, ukdZeme, %e ndsledujici Glohu lze
prevést na tlohu I:

Uloha IL. V sudém grafu s ohodnocenim z dlohy I je ddna mno%ina uzli X,
(Xo = X, Xy *+ X). Uloha spocivd v nalezeni mnoZiny A, pro nif plati:

1. XocAdcX.
2. a(A) +a>0.
5 bCA) + b

a(A) + a
Definujeme novy sudy graf G = (X, ¥, ) takto:

— min.

X=X-X,, P=Y-TX,,
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zobrazeni ' vznikne zG¥enim zobrazeni I' na mnoZiny X, ¥:
x=Ix—-TX, pro xeX — X,.
Ohvodtioceni grafu G je definovdno takto:
d(x) = a(x),...,xe X — X,, b(y)=0b(y),....ye Y—TIX,.
Déle poloZime:
d = a(X,) + a, b= b(I'X,) + b.

Ulohu II Ize nyni zformulovat ekvivalentnim zpiisobem takto:

Uloha II'. Nalézt mno%inu A (4 < X), pro niZ platt:
1. 4A) + a>0.
) B(I“:I) +5
d(d) + a
Posledni formulace je shodnd s formulaci ulohy I. Pfitom, je-li A4 feS§enim ulohy II,

je A = A — X, YeSenim tilohy I’ a obrdceng, je-li 4 fe¥enim tlohy Il’,je 4 = X, u 4
feSenim tulohy II.

2°. Prejdéme nyni k fedeni Ulohy I. Ozna&me

(1) > — min {b(I‘A) +b

a(Ad) + a

(4 < X)& (a(4) + a > 0)} .

Tuto rovnici lze postupné upravit takto:
p* = min {u | 34[(4 = X) & (a(4) + a > 0)&
& (u(a(A4) + a) = b(T'4) + b)]},
1" p* = min {p | min {p. a(X — 4) + B(I'4)|(4 = X)&
&(a(4) +a>0}=pu.a(X)+p.a— b}.

UkdZeme nyni metodu, jak pfi daném u (u > 0) nalézt mnoZinu 4, 4 < X, pro niZ
plati:

(2 a(A) + a > 0.
3) ' u.a(X — A) + b(I'4) - min .

Pfi daném p s poufitim grafu G = (X, Y, I') a ohodnoceni a(x), x € X; b(y), ye Y
jeho uzld sestrojime dopravni sif [ 1] adjunkci uzld x, (vstupu), z (vystupu), vstupnich
hran (xo, x) pro x € X a vystupnich hran (y, z) pro y e Y. Pfitom vstupni hrany

444



(xo, x) ohodnotime propustnostmi p . a(x), vystupni hrany (y, z) propustnostmi b(y)
a hrany (%, y) pro y e I'x budou mit nekonetnou propustnost +co. Jinjch hran
v siti neni.

Takto definovanou dopravni sif oznadime M, = W(xy, z, X, Y, I, p). Tokem
(pFipustnym tokem) dopravni sit€ 9t, nazveme funkci hran sité ¢(x), x € X; y(x, y),
yeIx; x(»), y €Y, splitujici ndsledujici podminky:

0 < o(x) = 2 Y(x,y) S p.a(x) jestliZe xeX,

y|yel'x

0 g ) = 2 tl/(x, y) S b(y) jestlizZe yeVY,

xxe

Y(x,y) 2 0 jestlize yelIx, xeX, yeY.

Maximdlnim tokem se nazyvd tok, pro néjz vyraz

2 o(x) = Z ()

x|xeX ylyeY

nazyvany hodnotou toku, nabyvd maximdini hodnoty.
Rezem sité R, budeme rozumét dvojici mnoZin (R, S) uzld sit&, majici ndsledujici
vlastnosti:

RnS=0, RuS=XuUYu{xy,z}, x€R, zeS, I(XnR)nS=90.

(NaSe definice Yezu je pongkud specidln&j¥i neZ definice v [1, 2]. Posledni podminka
vyjadfuje, Ze zkoumdme pouze fezy s kone&nou propustnosti.)

Propustnost{ Fezu nazveme &slo u.a(X n S) + b(Y n R). Rez s minimdlni pro-
pustnosti nazveme minimdinim rFezem. Plati zndmd véta Ford - Fulkersonova:

Véta: max Y ¢(x) = min {u.a(X n S) + B(Y " R) | (R, S) je libovolny Fez},
?.¥,x x|xeX
tj. hodnota maximdliniho toku je rovna propustnosti minimdiniho Fezu.

V [1, 2] je popsdn efektivni algoritmus pro sou¥asné nalezeni maximdlniho toku
a minimdlniho fezu. Jiné algoritmy pro feSeni této tlohy jsou uvedeny v [3, 4].

Vrdtime se nyni k problému (2), (3).
Tvrzeni 1: Plati:

@) min {u.a(X — 4) + b(I'd)| A c X, a(4) + a > 0} =
=min {u.a(X 0 S) + B(Yn R) | (R, S) je Fez, a(X N R) + a > 0}.

Pfitom je-li A mno%ina, pro nif vjraz na levé strané vztahu (4) dosahuje minima,
sestrojime minimdln{ Fez na pravé strané vztahu (4) takto:

R={x}UAUTA, S=(X-A)vu(Y-TA)vu{z}.
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Obrdcené k minimdlInimu Fezu (R, S) sestrojime mnoZinu A takto:

A=XnNnR.

Tvrzeni 2: BudiZ (R, S) minimdini Fez sité R, a necht plati a(X N R) + a > 0,
p# = p*(kde p* je definovdno v (1)). Polozme
b(rd) + b

A=XnNnR, = .
# a(A) + a

Potom plati py =z ji = p*. PFitom vztah u = [i plati prdvé tehdy, jestlife y = i = p*.
Dukaz. Vztah i 2 p* je zfejmy. Vzhledem k (1') musime vySetfit tyto dva pfipady:

o) p.a(X —A) + b(frd) <p.a(X)+p.a—b.
B) p.alX — A)+ bTA)=p.aX)+p.a—-b.

V ptipad® o) plati:
w(a(4) + a) > b(T'4) + b
atedy p > [i.
V ptipadé B) plati:
’ u(a(A) + a) = b(T'4) + b
a na druhé strang:
wa(C) + a) < b(I'C) + b jestlize Cc< X.

(viz (1'), (2), (3) a tvrzeni 1). TudiZ plati p = ji= p*, Q. E. D.

V Tvrzeni 2 jsme pfedpoklddali, Ze plati a(X N R) + a > 0. Zbyvd jest& vyfesit
pfipad p 2 0, a(X N R) + a = 0. Tento pfipad zfejm& nastane prdvé tehdy, jestliZe
a = 0 a maximdlni tok v siti %, nasycuje vstupni hrany (x,, x).

Tvrzeni 3: Necht u = 0. Budi? (R, S) minimdlni ¥Fez sité N, a necht plati
a(X nR)= a = 0. Potom plati p < p*.

Dikaz. Podle pfedpokladu existuje tok (¢, ¥, x), nasycujici vstupni hrany sit& 9t,.
BudiZ 4 < X, a(A)+ a >0. Potom plati:

ua(d) + a)= . a(4)=n 3. alx)= Z o(x) =

XIE xxe

-3 T U)S T THs)= T A0)S U A+ b

x|xed y|yelx yl yeI'A x|xeX

a tedy plati u < u*, Q.E.D.
Z tvrzeni 1, 2, 3 vyplyvd algoritmus, popsany v ndsledujicim odstavci.
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3°. Algoritmus pro feSeni dlohy I.

A. Polozime po = (b(I'4) + b)/(a(A) + a), kde A4 je libovolnd mnoZina splitujici
vztahy Ac X, a(/'f) + a > 0. Sestrojime maximdlni tok ((po, Vo, Xo) a minimdlni
ez (Ro, So) v siti N,

B. Nechf (@g, Y, xx) j¢ maximdlni tok a (Rg, Sx) minimdlni fez N,
(K =0,1,2,...). Polozime Ax = X N Rg. JestliZe plati a(4x) + a = 0, pfejdeme
k bodu D. algoritmu.

C. PoloZime
b(Ir'dg) + b

Hg+1 = a(Ay) + a .

Plati pgsy < pg. Jeli pgyy < pg» sestrojime pripustny tok ((jb, v, R) v siti Ropes
takto:

o(x) = B2 (%), B(x y) = ylx, 3), 200) = B ()
Uk Uk K

Vychdzejice z p¥ipustného toku (@, ¥, %) nalezneme pomoci Ford - Fulkersonova
algoritmu maximdlni tok (@g+1, Yk+1> Xk+1) @ minimdlni fez (Rg4y, Sk+) a pre-
deme k bodu B. algoritmu. Je-li ux,; = g, piejdeme k bodu D.

D. Algoritmus kondi. Ag je feSenim tulohy I, u, = u*.

Popsany algoritmus vytvdfi konefnou posloupnost mnoZin Ay, 4,,..., 4,
pii SemZ A je feSenim. Autoriim neni zndm netrividlni odhad pro Cislo K, uddvajici
podet kroki algoritmu a zdd se, Ze ziskdni takového odhadu bude v obecném pfipadé
dosti obtizné. Na druhé strané vSak, srovndme-li popsany algoritmus s trividlnim
algoritmem enumerace viech mnoZin 4, vidime, Ze popsany algoritmus méd na rozdil
od posledniho tyto pfednosti:

1. Obsahuje netrividlni kritérium optimdlnosti mnoZiny A.

2. Posloupnost &sel u,, us, ..., Ux Vytvofend algoritmem je klesajici.
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Pe3iome
O 9KCTPEMAJIBHBIX MHOXECTBAX BEPIINH ITPOCTOI'O I'PADA

}IPQCJ'IAB MOPABEK (Jaroslav Morévek), IIABEJI PAH/IJI (Pavel Randl), ITpara

Llenbio 3TOM CTATHH ABJIAETCS IHOCTPOECHHE AJITOPUTMA JUIS PELUCHUS CJIEAYIOLIEeH
3ajiaru:

Ilycrs (X, Y, I') o6o3navaeT npocroit rpad (o6o3nauyenus sammcrsoBanst u3 [1])
C 3aJaHHBIMH 3HA4YeHUIMHE BepunH. Hano onpeseants MHOXeCTBO BepUIHH A Takoe,
uto A < X u dynkuus (b(I'A) + b)/(a(4) + a) nocruraer MuHEMyMa. Ynorpebis~
eTcs 0603HaYeHHE

a(4) = Y a(x), b(B) =} by,
. x|xed y|yeB
npugeM a(x) > 0, b(y) =0 (x€X, yeY) 3amanble 3Hauenus BepumH; a = 0,
bz=0.

AJropuT™, pelajoliuii Ha KaxoM IUary 3a7a4y O MAKCHMAIbHOM NOTOKE M MU~
HHMAJIBHOM Da3pe3e, ONpEENAeT KOHEURYIO IOCTeOBATENLHOCTD WHCEN fo >
> Uy > 0> > . > pg, tae ;= (b(I'A;) + b)/(a(4;) + a) 1 Agx sBuseTCsH
pellleHHeM 3aJja4u.

Summary
ON EXTREMAL SETS OF NODES IN BIPARTITE GRAPHS

JAROSLAV MORAVEK and PAVEL RANDL, Praha

The purpose of the present paper is to describe an algorithm for solving the fol-
lowing problem:

Let (X, Y, T') be a bipartite graph (the notation is used from [1]) with labelled
nodes. We have to determine the set of nodes A4 such that A = X and the function
(b(r'4) + b)[(a(A) + a) attains the minimum value. The following notation is used:

a(d) = Y. a(x), b(B)= Y b(y),
x|xed ylyeB -
where a(x) > 0, b(y) 2 0 (x € X, y € Y) are the given labellings of the nodes; a > 0,
b = 0. The algorithm solving at each step the problem of finding the maximum
flow and minimum cut, generates a finite sequence of numbers po > gy > ... >
> p; > ... > pg where p; = (b(I'4;) + b)/(a(4,) + a) and Ag is the solution of
the problem. -
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