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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

O JEDNEJ METODE URCENIA POLOMERU GULE VPISANEJ A GULI
PRIPISANYCH SIMPLEXU V E, A NIEKTORE APLIKACIE

PAVEL BARTOS, Bratislava

(Doslo diia 25. juna 1965)

Venované pamiatke RUDOLFA ZELINKU

Oznadiac a; = (a;5, 4; 35 ..., A; ), X = (X4, X3, ..., X,) mdZeme rovnice polpriesto-
rov, ktorych prenikom je simplex v E,, pisat v tvare

(1) Il'=al',x+bi’ i=1,2,...,n+1-
Tu ; st nezdporné parametre, ktoré podla (5) a (6) v préci [2] spliiajt vztah')
nt+1
) Y B, = 4
i=1
kde B; #+ 0 st doplnky prvkov b; v determinante
al,‘, al’z, ey a1’", bl
3) A= ‘:12,1’ ‘:12,2’ ees t:lz,,,, 1:)2 l +0

‘ an+l,1’ an+1,2’ LERE an+1.m bn+1 \
Parametre [; = 0 suvisia so vzdialenostami v; bodu x od rovin /; = 0 vzfahom

_ Ia;x+ b,-| _ _l,_

el e

takZe
@ A' I;= Uilail

1) Ak v (1) neboli vybraté prave tie polpriestory, ktorych prenikom je simplex, takZe niektoré
parametre /; st nekladné, plati vzfah (2) vo forme

n+1 -
:Z:JBil Iy = 4]

Na to treba pamitat i pri niektorych dal$ich vzfahoch.
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Pre stred S (n — 1)-gule simplexu vpisanej je

v, =0, i=1,’2,..., n+1

a g je polomer tejto gule. Podla (2) je potom

5) o=4

¥ la| B,
i=1
Suradnice jej stredu s = (sy, 53, - ., §,) dostaneme rieSenim siistavy linedrnych rovnic
as+ b, = Qla,-l , i=1,2,..,n

resp. dosadenim /; = Q,dil do hotového parametrického vyjadrenia bodov simplexu
podla prdce [2].

Polomer a stred gule simplexu zvonku k stene, leZiacej v nadrovine /; = O pripisa-
nej?) dostaneme rovnakym spdsobom, ak v pouZitych vzfahoch miesto I; piSeme —1;,
a teda jej polomer je

4

(6) Qj = n+1
i=21|ai| B; — 2|aj| B,

stradnice jej stredu s; = (S, $;,2, .-+, 5;,.) SU korene sistavy linedrnych rovnic
a,.sj+b,-=gj]a,~|, i=1,2,..., n+1, i%j

alebo sa dostant z parametrického vyjadrenia bodov simplexu podla [2], ak v fiom
piseme I, = gj|a)|, ked i +jal; = —gjaj.
Polomery g, 01, 02, - - -» On+1 SUVisia spolu podla (5) a (6) vztahom

) S
i=1 @

)

V praci [1] pojedndva MIROSLAV FIEDLER ndroénym matematickym apardtom
o rozsiahlom stibore problémov, tykajucich sa simplexu v E,. Stred simplexu vpisanej
gule sa tu javi ako jeden prvok mnoZiny vyznaénych bodov simplexu. Pre jej polomer

odvodil autor vztah (7,4)
_Jal)
(8) ¢ = n+1 -

.';1 \/Igiil

2) O ostatnych zvonku pripisanych guliach, z ktorych kaZd4 je zvonku pripisand k viacerym
stendm simplexu, neuvaZujeme. Vztahy pre ne by sme dostali obdobne zmenou znamienok viace-
rych parametrov /;.




Tu 4 = Ie,,|; r,s=0,1,2,...,n + 1 pritom ey =0, €,y = €y, = 1 a ked rs + 0
je e, = 0,07 (3tvorec vzdialenosti vrcholov O, a O,simplexu, teda e,, = 0, ked r = s
a ked r # s, je e, Stvorec hrany simplexu spojujicej jeho vrcholy O, a 0,). Dalej
znadi g, doplnok prvku e,, v determinante 4’.

Vzdjomny vzfah (5) a (8) a priina ich formdlnej odli§nosti vysvitne, ak uréime
n-dimenziondlny obsah V simplexu a(n — 1)-dimenziondlny obsah V; jeho steny,
leZiacej v rovine I; = 0. Podla (3,11) v [1] je

2 _(—1)”+1A’
® = 2(n!)?
a
(10 yro (V00 i=12...,n+1.

(- )P
Z (9) a (10) vyplyva
m) =
i; Vi igl\/lgul

¢o je zovieobecnenie zndmeho vzfahu v E, a E5. Obdobne

Y

nV .
=0, j=12...n+1.

Z v, = 2V;
i=1

Obsah simplexu mdZeme potitat aj ako absolutnu hodnotu vyrazu (pozri [3]
strana 102)

.

Ay 4 Ay, Ay n
__B—— s T P’y ey —; N 1
1 1 1 1 1 1
xV, X LX) 1
(2) (2) (2) 1 42,1 43,2 Ay n 1
iV:- X1 X2 7 ooy Xp s 1 _ B E B s LERN B ’ —
n!| : : : : n! 2 2 2
‘(nt1) _(n+1) ‘(n+1) : : : :
Xy Xy L xy , 1
' Apiy Anir2 Ay
, y s , 1
Bn+1 Bn+1 Bn+1 ;

(A A o Ala By ‘

= - A2,l’ A2,2’ LR ] A2,n9 BZ
n! Ble een Bn+l . N . :

An+1,1’ An+1,2’ soey An+1,m Bn+1 ‘
kde x? = (x{, x@, ..., x{), j = 1,2,...,n + 1 st vrcholy simplexu, 4,, doplnky
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prvkov a;,, B; doplnok prvku b; v determinante 4. Podla vety o determinante
doplnkov je teda
4" l
(12) V=
|n!'B/B,... B, |
Na uréenie (n — 1)-dimenziondlneho obsahu V; stien simplexu pouZijeme vzfah

_ Vihi
n b

14 j=101,2...n+1

kde h; je vySka simplexu prislu$nd k podstave v rovine /; = 0. V dalSom budeme
predpokladat, Ze rovnice opornych rovin /; = 0 mdme v normovanom tvare, takZe

‘l"il =1, a teda |

. 1 4
hj = |ax9 +b)| = "iAjEj +b;| = _l;,-
takze
ay  v="_ n|4)” a1 B;d
" h; n!'|BB,..B,,| |B| (n-1)!|BB,...B,,

Zo vzfahov (12) a (13) mdme

0= nV _ |Al

n+1 n+1

PN

<o je vzorec (5) pre normované rovnice opornych rovin, a obdobne

nV |4]

Qi=n+1 s j=1’2""’n+1‘3)

n+1
i; v, — 2V i§1[3i| - 2|B,|

Tym sme ukdzali na vzdjomnu suvislost vztahov (5) a (8) a naznadili, ako sa jeden
z druhého odvodi. Zdroveii je dand moZnost vyjadrit 4" a g;; pomocou koeficientov
rovnic opornych rovin simplexu.

Nase tivahy st tizko zamerané na urcenie polomeru vpisanej gule; ak chceme po-
mocou ich vysledkov urcit iné veli€iny simplexu, sme nuteni pouZit vzfahy tychto
veli¢in k polomeru vpisanej gule z inych tedrii, napr. zo syntetickej geometrie.
UkédZeme to na priklade z analytickej geometrie v E,.

Pisme rovnice polrovin, ktorych prenikom trojuholnik je, v normovanej forme

ax+by+c,=1, a?+b>=1, 1,20, i=1273

,3) Ak je zaru€ené, Ze v rovniciach polpriestorov (1) st v8etky parametre /; neziporné, moZno
vo vyrazoch pre g a ¢ I vynechat znaky absolttnej hodnoty podla (6) v praci [2].

11



a oznatme 4,, B;, C, po rade doplnky prvkov a;, b;, c; v determinante
a,;, by, ¢;
- 4=\|a, by, c;| 0
as, bs, ¢3

prigom C;C,C; * 0. PodIa (5) a (6) je

A4 4
(14) Q= —————"""""""F> &~ >
C, + C, + C, —C, + C, + C,
b = 4 o 4
2 CI_C2+C3, 3 C1+C2—C3'
Pre obsah trojuholnika mame podTa (12)*)
AZ
(15) P
: 2|C,C,C;|
a pre dizky d,, d,, d; jeho strdn podla (13)
A
(16) 4 =S| i-123.
C1C2C3

Polomer r kruZnice trojuholniku opisanej uréime pomocou planimetrického vzorca
r = dyd,d,[4P a dostaneme

(17)

|4
2C,C,C,

a potom pre vnutorné uhly ay, a,, a3 trojuholnika

| . d,
(18) smaz1=2—r'=|C,-|, i=1,23.

Zo vzfahov (14), (15) a (17) vyplyva

P d, + d, + d,

=———————________.__.’ r = -
[Cy + C, + C4 2|C, + C, + Gy

(19) P=rld], ve

4) Tu nemdZeme vynechat znak absolitnej hodnoty, hoci je l;=0,i=1,2,3, lebo je zaru-
Cené len, Ze sign C; =sign 4 ¥ 0,i=1,2,3.

12



a zo vztahov (15) a (16) pre vysky trojuholnika

(20) v, =

4 , i=1,273

o

atd.
Rozmanitost vztahov v E, by sa, pravdaZe, zvicSila, nebudeme sa tym zaoberat.
Nakoniec ukdZeme na jednom priklade praktickt aplikabilitu vysledkov.

Priklad. Dané su rovnice opornych priamok trojuholnika
(1) x=0, 4x+3y—12=0, 12x + Sy —60=0.

Pouzite vysledkov tejto prace na vypocet roznych veliin tohoto trojuholnika.

RieSenie. Spdsobom opisanym v prdci (2) ndjdeme, Ze uvaZzovany trojuholnik je
prenikom polrovin ’

) x=1, t@dx+3y—12)=1,, H(—12x =5y + 60) =1I;.

Pritom sme pouZili normovaného tvaru rovnic opornych priamok. Z rovnic (2) uréi-
me parametrické vyjadrenie bodov trojuholnika

(3) x=1, y=4-41, + 5], + 12)
a nezdporné parametre I, ,, I; spliiaju rovnicu
4) 161, + 251, + 391, = 120.
Suradnice vrcholov dostaneme, ked dva z parametrov maji nulovi hodnotu.

Pri I, =1; =0 je podla (4) I, =%} a tak 0, = (5, —6). Obdobne dostaneme
02 = (O’ 12)’ 03 = (O’ 4)

PodTla (4) je
20 3 120 s
e 6+25+39 27 YT Ti6+25+30 2

a obdobne ¢, = 4, 05 = 60.
Hodnoty 4 a C; ur¢ime teraz vhodne takto:
V determinante

|
1, 0, 0|

|

- 4 3 12
4= 5> 5 T F
12 5 60

13> ~13° 13
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uréime jeden minor, napr.

(=]

C,=

wiw
.

1,
4
5

wiw

KedZe je kladny, su aj 4 a C,, C, kladné. PodIa (4) je 4/C; = 120" odkial 4 = 2;

39> 13>
dalej C,/4 = {5, odkial C; = ¢t a obdobne C, = 5. Mdme teda
24 16 5 3
5 A=—, Ci=—, C,=—, Cy=-.
©) 130 7' et P 130 s

Sturadnice stredu vpisanej kruZnice a stredov pripisanych kruZnic uréime z para-
metrického vyjadrenia (3) a (4). Dostaneme

s = (g 220 Fde 1N (BN g _(_,, tatet+12) [ 523,
’ 3 22 7t v 3 2 2)

—4g, — 50, + 12 — 40, + 505+ 12
sz=(az, 02 = Ses )=(4,—8); Ss=(es,——9—3——"3——)=(60,24).

3 3

Obsah potitame zo vztahu P = |4%2C,C,C5|, teda P = 30 a potom r = P[|4| =
=30: —fi; = %5—. Velkost stran dostaneme zo vztahov d; = [CiA/C1C2C3|, teda
dy=8,d,=2,d,=3%.

Pre velkosti vntitornych uhlov plati sin a; = |Ci|, takZe sina; = %—g, sin a, = %,
sin a3 = 2. Prisluiné ostré uhly st a} = 14°15'0", o) = 22°37'12", a} = 36°52'11".
KedZe oy + aj + a3 < 180° je trojuholnik tupouhly a «; je tupy uhol. Preto a; =
= 14°15'0", a, = 22°37°12", a3 = 143°07'49".

Jestvuji rozmanité iné moZnosti kombinovania vypodtov.
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Pesome

Ob OJHOM METOJE OIIPEAEJIEHUA PALNUYCA BIIUCAHHOI'O
IMAPA U ITPUIIMCAHHBIX HNIAPOB CUMILJIEKCA
B E, 1 HEKOTOPBIE ITPUMEHEHUA

TTABEJI BAPTOIII (Pavel Barto$), Bpatuciasa

B 310if paboTe Ha OCHOBE HapaMeTPUYECKOTO BBIPAXKEHHS TOYEK CUMILIEKCA
B E, BHIBOOATCS COOTHOLICHHUS IS BEJMYMHBI pafinyca BIMCAHHOTO ILapa U MpH-
MUCAHHBIX LIAPOB CHMILJIEKCA, YPABHEHUS OMOPHBIX TMJIOCKOCTEH KOTOPOTO JaHHBI.

Zusammenfassung

UBER EINE METHODE DER BESTIMMUNG VON DEM RADIUS
DER EINGESCHRIEBENEN UND ZUGESCHRIEBENEN KUGELN
EINES SIMPLEXES IM E, UND EINIGE ANWENDUNGEN

PAVEL BARTOS, Bratislava

In der Arbeit werden mit Hilfe der parametrischen Ausdriicke fiir die Punkte des
Simplexes im E, Beziehungen fiir die GroBe der Radiuse der ein- und zugeschriebe-
nen Kugeln des Simplexes, wobei die Gleichungen dessen Stiitzebenen bekannt sind,
hergeleitet.
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