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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha
SVAZEK 92 # PRAHA 15.2.1967 % ClisLo 1

PRISPEVEK K VARIACIM DANEHO SOUCTU

ROBERT KARPE, Brno

(Doslo dne 19. Gnora 1963, piepracované dne 16. bfezna 1966)

Necht
(1 A={1,23,..}
pfedstavuje mnoZinu v8ech pfirozenych Cisel; necht
(2) A-{r}=12,..,r—1Lr+1,r+2,..

ptredstavuje mnoZinu viech pfirozenych &isel, od niZ je odebrano &islo r.
Necht

o) w(pm-hg,mpémugA_m]

predstavuje pocet, resp. soubor vsech variaci s opakovanim, souétu n, k-té tfidy, jeZ
jsou sestavovdny ze viech pfirozenych &isel, vyjma &isla'r. Viz [1], avod 5. kapitoly.

a) DokédZeme, Ze plati:

o o([a)- (5 e (o ria- ),

kde ptirozené &islo n — ri omezime nerovnosti n/k

v

r.

Dikaz. Soubor

(2) ‘ o® I:J-n; A]

roztfidime podle toho, kolikrat se prvek r vyskytuje v jednotlivych variacich: uvdzime,
Ze viechny variace souboru (), jeZ obsahuji pravé i prvki r, vzniknou za&lenénim
téchto i prvki do kaZdé variace souboru:

(B) q>("‘“”n —ri; A — {r}].



UvédZime ddle, Ze v libovolné variaci souboru (B), kterd po zaClenéni i prvki r se
stane k-&lennou, mohou miti jednotlivé prvky r, podle toho kolikdté misto odleva
obsadily, tyto indexy:

. 1,2, i—1,i
1,2, i—1,i+1

Toto jsou viak i-mistné kombinace z k prvkii, bez opakovédni. Mame tedy vysledek:

Z kazdé (k — i)-Elenné variace soudtu n — ri, sestavené z prvkd mnoziny A — {r},
vznikne vzdy (k

4
sestavenych z mnoZiny A.

Z téchto uvah pak bezprostfedné vyplyva relace (4).

) variaci k-Clennych, souétu n, obsahujicich i prvka r, a tudiz

b) Ddle odvodime relaci:

0 wo(fa-0)= S () o[- i)

Diikaz. ProtoZe plati

o o0 [ 4) = 5, ()00 (- ).

plati téZ

(b"“”(J-n - A) = :‘g)(k ; 1).@*“““(&; —r—rj; A— {r});

tato relace po substituci j + 1 = i zni:

@) o* (Jn - A) = ;é (I: B 11> L kD (fn —ri; A — {r}).

Rozdilem (4)—(4') obdrZime:

0 ()l
=(" - 1).¢<*-0(Jn i - {r}).



Pozndmka. Jednd se o to abychom ukdzali, Ze timto postupem, s-krdt opétova-
nym, obdrZime na levé strané rovnice — jako koeficienty za sebou jdoucich élentt —

c v o k\ .
kombinaéni c151a<_ ;i=0,1,...,s.
1

Plati-li (5), pak plati téz

el ()
(e

Tato relace po substituci j + 1 = i zni:

o Qoo (o) () o (- ) -
:kg (’j - 12) kD (fn —ri; A — {r}).

Rozdilem (5)—(5") obdrZime:

00 (4 (- (o (-0
ST () oo (- 1),

Plati-li (6), pak plati téz

() () (o ()« (e
=,-§0(k ; 3) L k1) (fn —r—rj; A~ {r}).

Tato relace po substituci j + 1 = i se odecte od (6), ¢&imZ obdrZzime

0 () #(f) () (- o0) () o (fe)-
- (;).qw—s)qn =3 A) -7 (43 3).¢"‘*“<In —ri A - {r}),

atd., aZ konecné:

éo("l)i' (’:) @D (fn ~ ri; A) = o® (jn; A- {r}),

coz bylo dokdzat.



c) Tak jako jsme od (4) dospéli k relaci (I), kterou vzhledem k dal§imu napiSeme
v upravé

dospéli bychom — postupem zcela obdobnym — od (8) k relaci:

) Q“’(Jn; A= {r, rz}) =iz}::0(-1)“. (Z) , (D("‘“)(Jn iy A — {r,}).

SloZenim relaci (8), (9), pak obdrzime:

(10) oW (J‘n; A - {rl,rz}) =

= zk; (=1)=. (").k_h(—l)“.(k;iz) Q*TITR i) — 1y A)

i2=0 i2 i1=0
a odtud:
(11) ®(n; 4 — {r, r,}) =
k ; k! ' .
= 2 (_1)"[~ Vi) (K -y'¢(k—')<j"‘r1i1‘”rziz;A):I‘
Lz, il i) (k= i)

Opétovanim uvedeného postupu dospéjeme ziejmé k formuli:

k
(1) o® (Jn; A—{ry,ray..., rs}> = Z (=1)".
i1+i2‘:'=..(.)+ is=i

k! )
’ ' OO — iy — iy — . =i A)].
[il!‘iZ!"' ls!.(k-—l)' <J 141 22 sks

ProtoZe plati (viz [1], str. 120, relace 4):

“ (I 4)=(20)

Ize vyjddfit relaci (IT) v ¢islech kombinaénich:

(III) . Q(k) <fn; A — {rl, oy eeny rs}) =

_ 2’5,’ (=1). k ' n— 1 —riy =iy — =i\
i=0 il’ iz, ooy is : k - i - 1

itiz .. tis=i

Pro polynomicky koeficient zavedli jsme zde zkratku.

4



Poznamka 1. Odebéieme-li od mnoZiny vSech pfirozenych &isel vhodné zvolenou
podmnoZinu tak, aby ze zbylé, tj. dopliikové mnoZiny nebylo moZno sestavit uZ ani
jedinou variaci k-té tfidy, souctu n, bude platit:

k . k n—1—ri,—ryiy—...—rd
1) o= —1)%. ) Tz )
(iir) iz'o (=1 [(il,iz,...,is)< k—i-1
i Firt . tis=i

Tuto novou relaci mezi kombina¢nimi ¢isly nutno ov§em doplnit konkrétni volbou
podmnoZiny ¢isel, odebranych od 4.
Tak napfiklad mozZno zvolit:

(14) ri=1i; i=1,2,..5, kde s s;.
Prvek s, omezime vzhledem k danym indexim n, k, podminkami:
(15) n=k.so+q; 05q<k;

Snadno totiZ nahlédneme, Ze kazdd variace k-té tfidy, souétu n, musi obsahovat
alespoii jeden prvek p, pro néjZ plati p < s,.

Dikaz provedeme sporem. Pfedpoklddejme, Ze existuje variace k-té tfidy, soudtu n,
sestavend z prvkl vesmes vétSich, neZli je so. Tedy Ze plati: n = p; + p, + ... + ps»
kdep; > soproi = 1,2, ..., k.Oznalime-li p; = sq + a;,kdea, =2 1,i =1,2,...,k,
plati podle pfedpokladu: .

n=p1+p2+...+pk=k.80+(al+a2+...+ak).

Aviak g = (a; + a, + ... + a;) Z k, coz odporuje podmince (15) pro s,.

Poznamka 2. Prvnim &lenem v rozvoji pravé strany relace (III), tj. pro i = 0,

. n-—1 . <t L. v «
jest ( K 1). Toto &islo zna&i — viz (13) — pocet viech variaci k-té tf¥idy, soultu n,

jeZ jsou sestavovdny z mnozZiny 4. Vzhledem k tomu lze formulovat vysledek téZ pro
doplitkovy podet variaci:

(V) o® (fn; Fis T2 ens rs) =
. ; k n—1—ry —ryy;—...—rg
_ —1). . sts .
igo (=1 I:(il, | DY i,,) ( k—i—1 )]

irti2+ ... +is=i
Levd strana symbolisuje tudiZ podet vSech variaci, jeZ obsahuji ve své sestavé vidy

alespoii jeden (a alespoil jednou) z mnoZiny vytéenych prvkii ry, ry, ..., 7y

Poznamka 3. Uvedené uvahy mozZno téZ uvést v souvislost se zobecnénym Hermeso-
vym vzorcem, viz [2]. Tim dosp&jeme k daliimu vztahu mezi kombina&nimi &isly:



BudiZ {R} mnoZina vSech ¢isel, jeZ vylou€ime z A. Specialisujme tuto mnoZinu
ndsledovné:-

1, 2, e c—1 ]
c+ 1, ¢+ 2, ,c+d-1
(17) {R} =1c +d +1, c+d+2, s Cc+2d—1

c+(h-Dd+1,c+(h—-1)d+2, ..,c+hd—1

Znamend to tedy, Ze prvky doplitkové mnoZiny, kterou oznatime A — {R}, lze
sefadit do rostouci posloupnosti:

(18) ec,c+d,c+2d,....c+(h—1)d,c+hdyc+hd +1,c+ hd + 2, ...
Necht pro predem dand pfirozend {isla ¢, d, n, k, plati:
(19) , n—ck=dm,

kde m je &islo celé, nezdporné. Pak vzhledem k (18), (19), zajisté existuje takové nej-
niz8i pfirozené &islo hy, Ze pro kazdé ptirozené h = h, plati:

(20) o " (Jn; A(e, d)) = ¢® Un; A - {R}),

kde symbol A(c, d) zna&i mnoZinu prvkd, jez lze uspofddat do aritmetické posloup-
nosti: :

(21) A(c,d)=c,c+d,c+2d,...
Relaci (20) jsme dospgli ke konfrontaci zobecn&né Hermesovy formule:

(22) ® (fn; A(e, d)> = n_:ifijlk - 1) ,

majici smysl pokud plati (19), a relace (III), ve které necht {r, r,, ..., r,} oznaduje
nyni mnoZinu (17).
n —ck
k-1
V) a * =
' k-1

. ; k n—1—ir — i, — ... — i,
— Z (__1) o ) 171 .22 .
i=0 P PYR B : k—i—-1

it izt tisg=i

Specialisovdnim této relace, zvld3t€ pro d = 1, nebo pro (¢ = 1, d = 2), lze dospéti
k dosti pfehlednym vzorctim.
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Pesome

K PASMEIIEHUAM JAHHOW CYMMBI

POBEPT KAPIIE (Robert Karpe), Bpxo

B Hacrosiuei 3aMeTKe BBIBOXY (GOPMYJBI JUIsl YMCIa BCEX Pa3MELLCHUH CYMMEI N,
xiacca k, ¢ MOBTOPEHHEM. DJIEMEHTHI, BHICTYNAIOIIKE B 3THX pa3MeIleHHsAX, obpa-
3yIOT MHOXECTBO BCEX HATYPAJIBHBIX YMCEJI, U3 KOTOPOTO BHIHATO IMPOU3BOJHHBIM
06pa3oM BEIOpaHHOE MOJIMHOXKECTBO.

B cBsa3u ¢ stum 06Hapy)KeHbI €€ aBa COOTHOWICHHA MCXIAY OMHOMMYECKHMHU

xo3bdbuunenTamMu <Z> .

Zusammenfassung

EIN BEITRAG ZU DEN VARIATIONEN
EINER BESTIMMTEN SUMME

ROBERT KARPE, Brno

In dieser Behandlung wird eine Formel fiir die Anzahl aller Variationen zur
Summe n, k-ter Klasse, mit Wiederholung, abgeleitet. Die Elemente, aus denen die
Variationen zusammengestellt werden, bilden eine Menge aller natiirlichen Zahlen,
von der eine willkiirlich gewihlte Untermenge abgenommen ist.

Im Zusammenhang damit findet man auch zwei Relationen zwischen den Kombi-

nationszahlen (Z) .
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