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Casopis pro péstovéni matematiky, rot. 91 (1966), Praha

DUKAZ NEZAVISLOSTI BIRKHOFFOVA SYSTEMU POSTULATU
PRO DISTRIBUTIVNI SVAZY S JEDNOTKOVYM PRVKEM

BOHDAN ZELINKA, Liberec
(Doslo dne 8. prosince 1965)

Na z4klad& vysledktt M. H. A. NEWMANA [3] zavedli G. D. BIRKHOFF a G. BIRKHOFF
[1] v teorii distributivnich svazii systém sedmi postuldtd. V [2] je poloZen problém
(str. 139, problém 65) uriit, zda tento systém postuldtd je nezdvisly & nikoliv.
V tomto &ldnku je dokdzdno, Ze je nezdvisly.

Birkhoffovy postuldty jsou vysloveny pro algebru s dvéma bindrnimi operacemi A
a v. Birkhoff dokdzal, Ze algebra, ktera je spliluje, je distributivni svaz s jednotkovym
prvkem. Jde o tyto postuldty:

(1) (Va).ana=a

(2 @N(Va).avI=1

(3) @n(va).Iva=1I

@) @AN(Va).aAI=a

(5) (31 (Va).I A a=a

(6) (Va) (Vb)(Vc). a A (bvey=(aab)v(anc
(7«). (Va)(¥b)(Ye).(bve)aa=(bAa)v (cAa)

Dikaz nezdvislosti t&chto postuldti provedeme tak, Ze sestrojime algebry A4,, ..., 45,
z nichZ ka¥d4 md4 dv& bindrni operace A a v a pfitom algebra 4; (i =1,...,7)
nespliiuje postuldt (i) a spltiuje viechny ostatni.

Budeme pfi tom pouZivat zfejm& sprdvného tvrzeni (T):

Budi¥ A algebra s bindrnimi operacemi A a v, budi¥ A algebra s tymi# proky
jako A vznikld z A transposici tabulek operaci A a v . Postuldt (1) plati v A prdvé
tehdy, plati-li v A. Postulgt (2) (resp. (4), resp. (6)) plati v A prdvé tehdy, jestlize v 4
plati postuldt (3) (resp. (5), resp. (7).
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I. Algebra A, obsahuje tfi prvky p, q, I a je ddna tabulkami:

/\|qu vip g1
Pi4q9 9 p plp p 1l
9|9 a9 q q|p q 1
I|p ql I\1 I I

Postuldt (1) neni splnén, pon&vad?
PApP=4(q.

Platnost postuldti (2), (3), (4) a (5) je na prvni pohled zfejmd z tabulek. UkdZeme
platnost postuldtu (6). Je-li a = g a b, ¢ jsou libovolné prvky, pak

ga(bve=g=qvag=(@Aab)v(qgnac).

Je-lia = I a b, c libovolné prvky, plati
IA(bve=bve=(IAb)v(IAc

Vezméme konetné a = p. Zde prozkoumdme vSechny moZné pfipady, kterych je
Sest, protoZe zfejmé plati komutativni zdkon pro ob€ operace.

pr(pvp)=pAap=qg=qvg=(Ap)v(pAp)
pAa(pva)=pAap=qg=qva=(pArp)v(pAaaqg
pAa(pvI)=pAal =p=qvp=(pAap vipal
prlavae)=pagq=q=qvag=(pArqgVv(pnrg
pAa(gvI)=pAal =p=qvp=(prqgv(pal
pAa(IvI) =pAal=p=pvp=(@Aal)v(pal

Postuldt (6) tedy plati, a pon&vad? plati soudasn& i komutativni zdkon pro ob¥ opera-

ce, plati i postuldt (7). Tim je dokdzdna nezdvislost postuldtu (1) na ostatnich postu-
ldtech.

II. Algebra A, obsahuje opét tfi prvky p, ¢, I a je ddna t&mito tabulkami:

Alp gl vip gl
p|p PP PP 49 ¢
9 |P 49 94 9149 9 ¢q
I |p q I I |\I I I

Postuldt (2) neni splnén, proto¥e v tabulce operace v neexistuje sloupec, jehoZ

- viechny prvky by byly stejné. Platnost postuldtd (1), (3), (4) a (5) je op&t zfejmd z ta-

bulky. Ukd¥eme opé&t platnost postuldtu (6). Pro a = p a libovolnd b, c je
pAabve)=p=pvp=(@ab)vipArc.
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Pro a = I a libovolnd b, c je

IAn(bve=bve=(IAbyv(IAac
Pro a = g musime probrat vSechny moZné pfipady, kterych bude tentokrdt devét,
protoZe neplati komutativni zdkon pro operaci v.

Alpvp=qAap=p=pvp=(Aap)vi(gnap
Apvag=qrq=q=pvag=(qrp)v(qgnaqg)
ApvI)=qag=q=pvg=(qArp v(gnal
Agvp=qrg=qg=qvp=(@Arq) v(gnap
Aava)=qrgq=q=qvqg=(@rqVv(anaqg
AgvI)=qrq=q=qvq=(qArq Vgl
AIvp =qAal =q=qvp=(qAal)v(qgnap
AIvqg) =qAal=q=qvqg=(qAl)v(gnqg)
AIvI) =qAal=gq=qvqg=(qAl)v(gnal

QN QR QR QR

Plati tedy i postuldt (6). Pon&vad’ pro operaci A plati komutativni zdkon, plati
i postuldt (7) Tim jsme dokdzali nezdvislost postuldtu (2) na ostatnich postuldtech.

III. Na zdkladg tvrzeni (T) miZeme polo¥it Ay = A,. Tim dokdZeme nezdvislost
postuldtu (3).

IV. Algebra A, opét obsahuje prvky p, q, I a je ddna tabulkami:

Hit I

Postuldt (4) neplati, co¥ je zfejmé z tabulky operace A. Rovn&Z je z tabulek zfejmd
platnost postuldti (1), (2), (3) a (5). UkdZeme platnost postuldtu (6). Je-lia = Ia b, c
libovolné prvky, je

IAbve=bve=([Iabv(Iac

~a g >
> T~ T I I
QR QR
0~
’*Q'u<
~Na S
"MQ’Q»-Q
—~

Pro a = p opét probereme viech Sest piipadd (plati komutativni zdkon pro opera-
civ) ,
pA(pvp=pAap=p=pvp=(p@ApVv(pAD)
pra(pva)=prg=q=pvag=(pArp)v(phraq
pAa(pv)=pAl=g=pvg=(papv(pal)
PAlava)=prgq=qg=qvqg=(pra)v(pnrg
pA(@vI)=pAal=q=qvg=(prgvipal
pA(IvIy=pAl =q=qvqg=(@arl)v(pal
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Nyni probereme vSechny piipady pro a = q.

grn(pvp)=gap=p=pvp=(aArp)v(qaADp)
grn(pva)=argq=q=pva=(@Arpv(anqg
gra(pv) =qAal=q=pvg=(@ap)v(gal
ar(gva=qgrq=q=qva=(ara)v(qgnraq)
gr(gvI)=qrl=q=qvag=(@nrqgv(gnal
gr(IvI) =qAal=q=qvqg=(@al)v(gnl

Tedy postuldt (6) plati. UkdZeme jesté platnost postuldtu (7). Pro a = p a pro libo-
volnad b, ¢ plati

(bveap=p=pvp=(bAarpv(cAp)

RovnéZ pro a = q alibovolnd b, ¢ plati

bvearg=gq=qvg=(barg)v(cag)

Pro a = I prozkoumdme opét v§echny piipady.

(pvpaI=pal=qgq=qvg=(pal)v(pnal
Pva)al=qal=qg=qvg=@al)v(qgnal
(pvDAI=TIAI=I=qvI=(pal)v (Al
@vaal=qal=q=qvg=(qal)v(gal
@vD AI=sIAI=I=qvI=(qal)v( Al
IvDAI=IAI=I=IvI=_10A)v(I Al

Tedy i postuldt (7) plati. Tim je dokdzdna nezdvislost postuldtu (4) na ostatnich

postuldtech.

V. Na zdklad¥ tvrzeni (T) poloZime A5 = 4,.

VI. Algebra A4 obsahuje opét prvky p, ¢,1 a je ddna tabulkami:

Alp g1 v]p gl
plp qp plp ql
9|p q9 ¢ q |9 q I
I |p q1 I |1 I 1

Postuldt (6) v této algebfe neplati, nebot

pAa(@v)=pal=p
pre)v(PAaD=qvp=gq
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Platnost postuldtd (1), (2), (3), (4) a (5) je zfejmd z tabulek. Ukd%eme platnost postu-
14tu (7). Pro a = p a libovolnd b, ¢ plati:

. (bvc)Ap=p=pvp=(bAp)v(CAp)
Pro a = q a libovolnd b, ¢ plati
(bveagq=gq=qvag=(>bnarg)v(cag)
Pro a = I a libovolnd b, ¢ plati
bveaI=bve=(bal)v(cal

Tedy také postuldt (6) je nezdvisly na ostatnich postuldtech.

VIL. Na zdklad¥ tvrzeni (T) poloZime A; = 4.

Ziskany vysledek formulujeme jako vétu.

Vita. Birkhoffiv systém postuldtii (1), (2), (3), (4), (5), (6) a (7) pro distributivni
svazy s jednotkovym prvkem je nezdvisly.
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Pe3ome

. AOKA3ATEJIbLCTBO HE3ABMCHMMOCTHU CUCTEMBI ITOCTYJIATOB
BUPKI'O®®A IJIA JUCTPUBYTHUBHBIX CTPYKTVYP
- C EJTUHUYHBIM DJIEMEHTOM

* BQI'’TAH 3EJIMHKA (Bohdan Zelinka), JIu6epent

I'. . Bupxrodpd u I'. Bupkropd BBesm B TeopHio AUCTPUOYTHBHBIX CTPYKTYp
CHCTEMY CEMH TIOCTYJIaTOB. Aire6pa ¢ AByMs GHHapHBIMM ONEpPALMAMH, KOTOpas
YHOBJIETBOPSAET 3THM IIOCTYJIATAM, ABJIACTCA NUCTPHOYTHBHOM CTPYKTYPO# C eTHHIY-
HBIM 3JIEMEHTOM. B 3TOit CTaThe HOKa3aHA HE3aBHCHMOCTH 3THX IIOCTYNaToB (UTO
npemnoxut I'. Bapkrodd xax mpo6uemy).
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Summary

INDEPENDENCE OF BIRKHOFF’S POSTULATE SYSTEM
FOR DISTRIBUTIVE LATTICES WITH AN UNIT ELEMENT

BOHDAN ZELINKA, Liberec

G. D. Birkhoff and G. Birkhoff have introduced a system of seven postulates for
the theory of distributive lattices; an algebra with two binary operations which
satisfies those postulates is a distributive lattice with an unit element. In this article
the independence of those postulates is proved (this was a problem formulated by
G. Birkhoff). ’

CORRECTION TO THE PAPER

,PARTITIONS IN CARTESIAN SYSTEMS”*)

VAcLAV HAVEL, Brno
(Received August 22, 1966)

1. The definition of the subsystem corresponding to a generating partition (§ 2)
must be corrected as follows: If # = (2,,),, is a generating partition in a system C
then we define a subsystem C' = ((S;o)lo’ f’) in C corresponding to 2 as a system

such that, for every o, S, = ) A4,, that S = U 4, N f([1S,) and that £’ is the
AutPa AgePo S
portion of f with the domain [[S,.

[ ]
2. In the formulation of Theorem 4 (§ 4), replace ,,in” by ,,0n”.
*) Cas. pést. mat. 91 (1966), 246—253.
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