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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAY, Praha
SVAZEK 91 # PRAHA 17.10. 1966 = CISLO 4

LEBESGUEUV INTEGRAL

JAarosLAV LUKES, Praha

(Doslo dne 17. ledna 1963, pfepracované dne 1. bfezna 1965)

UvoD

0.1. Na zacdtku pfipomefime nékteré pojmy a oznacleni, které budeme v dalSim
pouzivat. E; bude mnoZina viech redlnych &isel, E} bude mnoZina, jiz dostaneme
pfiddnim symbolit + o0 a — oo k E;. Operace se symboly + 00 a —oo zavddime podle
[2], kap. 11, § 1; pfipomeiime pouze, Ze definujeme navic 0. 00 = o0 .0 = 0.

Bud X néjakd mnoZina, V(x) vyrok tykajici se element mnoZiny X. Symbolem
{x € X, V(x)} znatme mnoZinu t&h x € X, pro n&z plati vyrok V(x). Pod pojmem
funkce na mnoZin& X rozumime vidy zobrazeni mnoZiny X do E}. Pro kazdou
M < X bud g, charakteristickd funkce mnoZiny M.

Soudet zobecn&né fady zavddime podle [2], kap. I, § 6.
0.2. Neprdzdny systém & podmnoZin mnoZiny X nazveme (mnoiinon)
g-okruhem, jestlize

1. Ae ¥, Be ¥ = A — Be ¥,
)
2.4,e£(n=12,..)=>U4,eZ.
n=1
Lehko se zjisti, Ze vidy D e & a jsou-li 4, e & (n = 1,2,...), paki ) 4, € &.
n=1

MnoZinovou funkci rozumime funkci, jejiz definiéni obor tvofi néjaky systém
mnoZin. Mirou u rozumime takovou nezdpornou mnozinovou funkci, Ze

1. defini¢nim oborem u je n&jaky o-okruh &,
2. u(0) =0,
3. uje o-aditivni na &, tj. jsou-li A, € & (n = 1, 2, ...) disjunktni mnoZiny, pak

M(EA..) =§1u(A..) -
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Bud X neprdzdnd mno%ina, & o-okruh podmnoZin mnoZiny X takovy, Ze

U 4 = X. Potom dvojici (X, &) nazveme mé&fitelnym prostorem. MnoZinu
Aes :
E < X nazwveme méfitelnou, pravé kdyz E € &. Pro kaZdou funkci f na X poloZme

N; = {xeX, f(x) # 0}. Funkci f nazveme &-méfitelnou, jestlize
1. {xeX, f(x) = +o}e,
2. prokaidé ceE;je N, n {xeX, f(x) <c}e&.

Je-li E < X, potom vztah E € & plati pravé tehdy, kdyZ funkce xg je &-méfitelnd.
Trojici (X, &, p) nazveme prostorem s mirou, jestliZe (X, &) je méfitelny

prostor a u je mira na &,

0.3. Bud d4n prostor s mirou (X, &, u). V(x) bud vyrok tykajici se prvki mnoZi-
ny X. Rekneme, %e V(x) plati skoro viude (v X), jestlize M = {x € X, V(x) neplati} e
€& auM)=0.

0.4. Funkci f definovanou na X nazveme jednoduchou, je-li & — méfitelnd, ko-
netnd a mnoZina f (X) je také koneénd. Nechf f nabyvd hodnot y,, ..., y,. Potom f
je jednoduchd, prévé kdy? 4; = {x e X, f(x) = y;} € &, pokud y; # 0. Zfejms f =

n

=Y V4, Bud f &-méfitelnd nezdpornd funkce. Potom existuje posloupnost f,
i=1

jednoduchych nezdpornych funkci takovd, Ze f, # fa N, < N,.

0.5. Pozndmka. Jednoduché dikazy, které miZe provést sdim Ctend¥, budeme
v dal¥im zpravidla vynechdvat.

1. SYSTEMY Z A Z

1.1. Definice. Definujme systém 2 takto: Funkce f patfi do 2, pravé kdyZ existuji
redlnd Sisla 0=y, <y, <...<y,<+wadisla0£ag,£aq,_1<...8a, £
< + oo takovd, Ze f(x) = 0 pro x > y,, f(x) = @,y prox € (ys, Y110 i = 0,1, ...,
..., n — 1. Funkce ze systému Z jsou tedy definovény na intervalu o, + oo). Systém Z
bud mnoZina viech nerostoucich nezdpornych funkei na intervalu (0, +0). Ziejmé
2cz

1.2. Budte feZ, geZ, f,eZ (n=1,2,...), bud ¢ > 0 redlné. Potom funkce
f+ g, c.f, supf,, inf f,, lim sup f,, liminf f, patfi do Z. Jsou-li fe 2, ge2, je

n n n—o n->w
if+ge2,c.fe.
1.3. Funkce f patii do Z, pravé kdy¥ existuji f,e Z (n = 1,2,...),f, 7 f.

Dukaz Jsou-lif,e2,f, 7 f,je podle 1.2. fe Z. Bud fe Z. Oznaéme M, mnozi-
" nu bodd nespojitosti funkce f na intervalu (0, +00). M, je nejvySe spoetnd; necht
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M, = {ay, ay,...}.Prok = 1, 2, ... nechf P, je mnoZina v§ech Yseltvarun + j .27k
kden=0,1,...k—1,j=0,1,...,2% Bud Q, = P,, U U {ai} Prvky mnoZiny Q,

uspofddejme pfirozenym zplsobem podle velikosti, nechf 0 =0=0<y <

< ... < y% < +oo}. Definujme nyni funkee f, (k = 1,2,...) takto: fi(x) = 0 pro
x > }’:,‘afk(x) = f(y’:) pro xe(y'f_l, Yo, kdei=1,..,s. Ztejmé fy € Z, f, S fesr
(k =1,2,...). Je-li nyni x, € M, tj. xo = ay pro vhodné N, je f.(x,) = f(x,) pro
n 2 N. Je-li xo €(0, +©) — M, n > X, zvolme i, tak, e xo € (] -4, ¥i,>. Potom

Fx0) = f(},) = f(x0) (n = +0).

2. FUNKCIONAL 4 NA SYSTEMU Z

2.1. Axiomy. Na systému Z definujme funkciondl A témito axiomy:
(I) Jsou-li f,eZ (n =1, 2, ..-), fr 7 f, potom lim Af, = Af.

(I1) Pro z > 0 bud 4,, . m

(II1) Jsou-li fe 2, g € Z, potom A(f + g) = Af + Ag.

= Z.

Poznamenejme, Ze funkciondl 4 miiZe nabyvat i nekoneénych hodnot. V dal§im
dokdZeme existenci funkciondlu 4 s vlastnostmi (I)—(III) a jeho jednoznacnost.

k k
2.2. Budte f,e Z (n = 1, ..., k). Potom A(Y.f,) = Y. Af,.
n=1 n=1 o

Dikaz. Tvrzeni plati podle (III) pro funkce ze systému Z. Pro libovolné funkce ze Z
dokdZeme tvrzeni pomoci 1.3 a axiomu (I).

2.3. Budc > 0, fe Z. Potom A(c. f) = c. Af.

Dtkaz. Pro pfirozené c, a tedy i pro raciondlni ¢ plyne tvrzeni z 2.2. Pro libovolné
¢ > 0 plyne tvrzeni podle (I).

24. Buder konecnd, tj. f(x) = ;41 pro x € (ys yis1)s kde i = 0,...,n — 1,
0<ag,=£...2a, < 4+, f(x) = 0 pro x > y,. PoloZme jesté a,,, = 0 Potom

Af = Z ay . (.Vk = Yi- 1) = ZJ’k (ak - akH)

Dikaz. JelikoZ f(x) = Z (ak — Gx41) - X(o,n)(x), dostdvdme tvrzeni pouZitim 2.2,
2.3 a axiomu (II).

2.5. Bud fe2 takovd, ¥e f(x) = +o pro xe(0, yl), f(x)=0 pro x> y,.
Potom Af = + oo.

_ Dikaz. Polo¥me hi(x) = k. X(0,y0(%)- Zi‘ejmé h, 7 f. Tedy podle (I) a (II) Je
Af = lim Ah, = lim k. y, = +oo.

k- k=
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2.6. Véta 2.4 platii proa, = +©, a, < +0.

Dikaz. MZeme psit f = h + g, kde h(x) = + oo pro x € (0, y;), h(x) = 0 pro
x>y, g(x) =0 pro x>y, g(x) =a, +1 pro xe(0, y,), g(x) = a;4, pro
x€(Yp Yis1)» i =2,...,n — 1. Potom Af = Ah = + 0.

2.7. Necht 0 < b < +o0, a > 0. Necht f(x) = a pro xe (0, b), f(X) =0 pro
x €{b, +®). Potom Af = a.b.

Dtikaz. Definujme funkce f, na intervalu (0, + o0) takto: je-li 1/k = b, poloZme
fi = 0; jeli 1/k < b, poloZzme f,(x) = a pro x€(0, b — 1/k), fi(x) = 0 pro x >
> b — 1/k. Tedy fyeZ, f, 7 f a pro dostatetnd velkd k je Af, = a.(b — 1/k).
Odtud podle (I) plyne tvrzeni.

2.8. Véta Existuje-li funkciondl A na systému Z spliujici axiomy (I)—(III), je
jednoznacéné urden.

Ditkaz. Nechf 4, A* jsou dva takové funkciondly na systému Z. Je-li fe Z, je
podle 2.4 a 2.6 Af = A*f. Je-li f € Z, pak existuji f, € 2 takové, %e f, 7 f. Potom
Af = lim Af, = lim A*f, = A*f.

n— oo n-o

3. TVAR FUNKCIONALU 4 NA SYSTEMU Z

3.1. Definice. Soustavu intervalil {I} nazveme délenim D daného intervalu J < E,
jestliZe:

1. intervaly I jsou uzaviené, 0 < d(I) < + oo, kde d(I) znagi délku intervalu I,

2. intervaly I se nepfekryvaji, UI = J,
IeD
3. krajni body intervalii I (tzv. délici body d&leni D) nemaji v intervalu J hromad-

ny bod.

D a D’ budte dv& déleni intervalu J. Déleni D’ nazveme zjemnénim déleni D, jestliZe
kazdy délici bod déleni D je i dé€licim bodem déleni D'. Je-li I uzavieny interval,
oznadme ay, resp. b; jeho levy, resp. pravy koncovy bod. Bud fe Z a bud D déleni

intervalu (0, + c0). Oznatme S(f, D) = %d(l) .f(a)), s(f, D) = IEZDd(I) f(b)).

3.2. Pozndmky. 1. Intervaldi I je nejvySe spodetn& mnoho, takZe existuje Y. ve
smyslu zobecn&né fady. - 1eD

2. Oznatme v(D) = sup d(I) (tzv. norma dé&leni D). Potom ke kaZdému &islué > 0
IeD

existuje d&leni D, pro n&Z v(D) < 8.
3. Je-li D' zjemn&ni D a je-li I libovolny interval déleni D, pak existuji intervaly

' k
Iy, ..., I, d¥leni D’ takové, 2e I = I,.

i=1

374



4. Ke kazdym dvéma dé&lenim D, a D, existuje déleni D, které je jejich spoleénym
zjemnénim. '

3.3. Budte D, D,, D, libovolnd déleni intervalu (0, + o0), bud D’ zjemné&ni D, bud
feZ. Potom:

1. s(f, D) < S(f, D),
2. S(f, D) = S(f, D),
3. s(f, D) < s(f, D),
4. s(f, D) < S(f, D,).

3.4. Definice. Definujme funkciondly B a C na systému Z takto: Bf = inf S(f, D),
D
Cf = sup s(f, D), kde D probihd viechna d&leni intervalu (0, + o).
D

Pozndmka. Ze 3.3 plyne, Ze Cf < Bf pro kaZdou funkci f € Z.

3.5. Bud x, € (0, +©), fe Z, f(x,) = +00. Potom Cf = Bf = +co.

Dukaz. Vezméme takové déleni D intervalu (0, +o0), Ze existuje Ie D a I <
< (0, xo». Potom je s(f, D) = + o0, tedy Cf = + o0 a ze vztahu Cf < Bf plyne
tvrzeni. :

3.6. Véta. Bud f € Z. Potom Cf = Bf.

Dukaz. MiZeme predpoklddat, Ze funkce f je na intervalu (0, + 0o) kone&nd. Je-li
Cf = + o0, jsme hotovi. Necht tedy Cf < + co. Vezmé&me libovolné ¢ > 0 a libo-
volné d&leni D intervalu (0, + o0), necht D = {I,},>,. KaZdy interval I, rozdélme na
intervaly I}, i = 1, ..., k, tak, aby

(f(ar,)-— f(bl,l))i=maxk"d(l,‘;) <.

1,y

Tim ziskdme nové d&leni D’ intervalu (0, + o), které je zjemn&nim D. Plati:
3] kn
0< Bf — Cf < S(f, D) — s(f, D) = Zl Zl[d(lf,)f(a,"‘)] -
ko kn . kad . L
- Y Y[d(I) ()] = 21 ffllaxknd(l,'.) (f(ar,) = f(br,) < 2182”' =e.
=1 i=1 =1 i=1,..., e

Z libovolné volby ¢&isla ¢ plyne naSe tvrzeni.

3.7. Véta. Necht f,g € Z a necht mnoZina {x (0, +o0); f(x) = g(x)} je hustd
v (0, +o0). Potom Bf = By.

Diikaz. MiZeme pfedpoklddat, Ze f, g jsou kone¢né funkce. Bud D libovolné
dleni intervalu (0, 4+ o), D = {{a,, bu}a=1, bud & > 0. Existuji takovd c, € (a,, b,),

ze f(c,) = gle)) (n=1,2,..) a ienzl(g(a,,) - f(a,)) (cn — a,) < & Bud D, d&leni,
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jehoZ prvky jsou intervaly {a,, ¢,> a {¢,, b,>. Je Bg < S(g, D,) = Y. (9(a,) (c» — a,)+
n=1

+ 9(e) (b = &) = £ (@) (e = @) + £(e) (b = &) + 3 (o(a) = F(@)
(ca — a,) =S(f, D,) + ¢ < S(f, D) + e. Odtud snadno plyne, Ze Bg < Bf. Stejn&
se dokdZe obrdcend nerovnost.

3.8. Definice. Na systému Z definujme nyni funkciondl A* takto: je-li fe Z,
poloZme A*f = Cf = Bf. UkdzZeme, Ze funkciondl A* spliiuje axiomy (I)—(III)
definice 2.1.

3.9. Véta. Jsou-li feZ,ge Z, f £ g, potom A*f < A*g.

3.10. Véta. Funkciondl A* spliiuje axiom (I).

Dikaz. Budte f,eZ, f, 7 f. Ze vztahu f, < f,+, < f plyne podle pfedesié véty
A*f, £ A¥f,,, < A*f. Existuje tedy lim A*f, < A*f. Vezm&me libovolné ¢&islo

n— oo

K < A*f. Podle definice funkciondlu A* existuje takové d€leni D = {I 1, intervalu
(0, + ), Ze s(f, D) > K. Odtud plyne existence takového Nz1,z Z d(I ) f(br,) >
> K. JelikoZ f, 7 f, existuje ddle k, = 1 tak, Ze Z d(1,) fio(b1,) > K. Tedy A¥f =

2 5(fi,» D) 2 K, coZ jsme chtéli dokdzat.

3.11. Véta. Funkciondl A* spliuje axiom (II).

Dikaz. Bud D libovolné déleni intervalu (0, +c0), bud f, = ¥0,.y» 2 € (0, +0). -
Oznatme M = {IeD, I = (0,z)}, N=Mu {IeD, zel}. Je tedy s(f., D) =
=Y d(I) £ z, 8(f., D) = Y. d(I) 2 z. Odtud lehko plyne, %¢ Cf, < z < Bf,, tedy

IeM IeN

A, = z.
3.12. Véta. Funkciondl A* spliiuje axiom (III).

Dikaz Budte fe Z, g € Z, D bud libovolné d&leni intervalu (0, + o). Lehko se
zjisti, Ze S(f + g, D) = S(f, D) + S(g, D), s(f + g, D) = s(f, D) + s(g, D); odtud
plyne tvrzeni.

3.13. Existuje prdvé jeden funkciondl na systému Z spliiujici axiomy (I)—(III).

4. DALSf VLASTNOSTI FUNKCIONALU 4

Z piedeslé véty vifne, Ze existuje prdv& jeden funkciondl na systému Z splitujici
axiomy (I)—(III). PodrZme se pivodniho oznadeni a zna¢me tento funkciondl pisme-
nem A. V tomto odstavci odvodime jeho dal3i vlastnosti.

4.1. V¥ta. Budte f, ez (n =1,2,...), fu \ f, necht existuje n, tak, ¥e Af, < + oo.
Potom lim Af, = Af.

n—+o
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Dikaz. Pfedpoklddejme, Ze n, = 1. Ze vztahu f, = f,+1 = f plyne, Ze existuje
lim Af, = Af. Zvolme nyni libovolné K > Af. Existuje takové déleni D, intervalu

(0, + ), ze S(f, D,) < K a takové déleni D, intervalu (0, + ), Ze S(fy, D,) < + 0.
Bud D spoleéné zjemnéni D, a D,. Jest S(f, D) < S(f, D;) <Kapron=12,...
S(f» D) £ S(fy, D) £ S(f1, D;) < +o0. K libovolnému ¢ > 0 existuje tedy koneg-
nd podsoustava intervalil T < D takovd, Ze plati

,epz.rd(l)f"(“') glelgrd(l)f,(a,) <e (n=1,2,..)

a samoziejmé Z d(I) f(ay) = Z d(I) f(a;) < K. Ze vztahu f, \ f plyne existence

takového n,, Ze Z d(I) f,,o(a,) < K. Tedy Af,, < S(f,, D) = Zd(I) fuolar) +
+ ¥ d(I) foo(ar) < K + &. Z libovolné volby &isla & plyne nase tvrzem

IeD—-T
4.2. V&ta. Budfe Z, ¢ > 0. Oznacme f° funkci definovanou na intervalu (0, + o)
vztahem f°(x) = f(cx). Potom f° € Z, Af¢ = ¢ Af.

Dikaz. Zfejm& f°e Z. Bud D libovolné d&leni intervalu (0, +o0), nechf D =
= {I.},, I, = {a,, b,>. Potom systém intervald {J,}i,, J, = {c 'a, c7'by
tvoti déleni D’ intervalu (0, + o) a plati S(f, D) = ¢S(f°, D’) 2 cAf°. Odtud
Af Z cAf* pro kazdé ¢ > 0. ProtoZe f = (f°)°™, je také Af° = ¢~ Af, coZ dokazuje
tvrzeni. :

4.3. Bud fe Z, potom Af = 0. Je-li f, funkce identicky rovnd nule na intervalu
(0, +0), je Afo = 0.

4.4. Véta 2.3 plati i proc = 0.

4.5. Shrnuti. Existuje prdvé jeden funkciondl A na systému Z spliiujici axiomy
(I)—(I1X), jeho tvar je ddn definicemi 3.4 a 3.8 a plati ndsledujici tvrzeni:

1. feZ=Af 20,

2. feZ,geZ=A(f + g) = Af + Ag,
3. feZ,c 2 0= A(cf) = cAf,

4 f.e2, f, » f=lim Af, = Af,

5. fn€Z, f, \ f, existuje n, tak, Ze Af,, < +oo = lim Af, = Af,

6. feZ,geZ,f<g=Af < Ay, .

7. feZ, f(xo) = + o0 pro n&jaké x, € (0, +00) = Af = +00,

8. je-li feZ konetnd, je Af =Y au(yx — Vi-1) = Y. »i(ax — ax4y), kde &isla
k=1 k=1

Ay .vry Oniqs Yos -0 ¥, Maji tyZ vyznam jako v 2.4.
9. Af, = 0, kde fo je funkce rovnd 0 na (0, + ),
10. feZ, ¢ > 0, f(x) = f(cx) = cAf° = Af.
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5. DEFINICE LEBESGUEOVA INTEGRALU, ZAKLADNf VLASTNOSTI

V kapitoldch §, 6, 7 pfedpoklddejme, Ze (X , &, ) je pevné dany prostor s mirou,
# nechf znadf mnoZinu viech &»mé&fitelnych funkci na X, #* pak mnoZinu viech
nezdpornych &-méfitelnych funkci na X.

5.1. Definice. Bud fe #7*, x > 0. Oznatme E} = {y € X, f(y) > x}, tedy Ej € &.
Ka¥dé funkci f € F* ptifadme redlnou funkci h, definovanou na intervalu (0, + o)
pfedpisem h/(x) = p(E¥). Ztejm& h, € Z. Existuje tedy Ah, a poloZme Lf = Ah,.
Pro libovolnou funkci f € # poloZme Lf = Lf* — Lf~, m4-li rozdil vpravo smysl.
Funkciondl L nazveme Lebesgueovym integrdlem.') Oznaéme ddle

¥ = {fe#, existuje Lf a Lf > —0},
L = {fe #, existuje Lf a Lf < +0},
=L VL L= nL.

5.2. a) Je-life #, je|f| e 2*.

b) Je-life £°% jef* e £° f~ e £°

5.3. Bud fe &*, ge &, necht f = g skoro vSude. Potom g € ¥* a Lg = Lf.

54. Pozndmka. Umluvime se, Ze budeme psit fe &, fe £*, ... i tehdy, je-li
funkce f definovdna jen skoro viude v X. Korektnost této imluvy plyne z pfedeslé
véty. RovnéZ v dikazech mnohych v&t miiZeme pfedpoklddat, je-li napf. f =g
skoro v8ude, Ze f = g vSude v X, je-li f = O sk. v§., Ze f = 0 v8ude atd.

55. a) Je-life F,f = 0sk. v§., je Lf = 0.

b) Je-li fe F*, je Lf 2 0, specidlné tedy F* < &".

c) Jelife £* je —fe ¥*a L(—f) = —Lf.

5.6. Budfe £*, ce E,. Potom ¢f € £* a L(cf) = cLf.

Dikaz. Jellife F¥, ¢ >0, je ¢f e F* a podle véty 4.2 je L(cf) = cLf. Bud tedy
,f e £* libovolnd. Je-li ¢ = 0, je rovnost zfejmd podle 5.5. Je-li ¢ > 0, plyne tvrzeni
ze vztahu ¢f = ¢f* — ¢f~. Je-li ¢ < 0, plyne tvrzenf z 5.5 c) pouZitim pfedchoziho.

5.7. Budte fe £*, ge ¥*, f < g sk. v§. Potom Lf £ Lg.

Dikaz. Pro funkce fe F*,ge F*, f < gje hy < hy, tedy Lf = Ah, < Ah, =
= Lg. V. obecném pfipad¥ je f* < g*, f~ = g~, odkud podle prvni &sti plyne
tvrzeni.

!y Podobn4 definice Lebesgueova integralu pro ptipad, ¥e X je interval €0, 1), je uvedena
v préci [3].
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5.8. Bua'f jednoduchd funkce, tj. f = Zy,‘x,,k, A;jn A, =0 pro j + k. Potom
Lf = Z Y #(Ay), md-li tento soucet smysl

Dikaz. Bud pfedn& f 2 0, necht0 < y, < y, < ... < y,. PoloZme jeit& y, = 0.
MiZeme tedy psdt h; = ) f,, kde funkce f,eZ (k = 1,...,n) jsou definovdny
k=1

takto:
fi(x) = p(4) pro x€(0, y), fx) =0 pro x = y,.

Tedy Lf = Ah; = Y Af, = Y. yi u(A4,;). Bud nyni f libovolnd, necht f(X) = {y_, <
k=1 k=1

<<y <y, = 0 < y; <...<y,}. Necht 4; = {xeX, f(x) = y;}. Potom
Lf = Lf* — Lf~ Z Vi (A) pokud md tento soudet smysl.

i=—-k

i*0

59. Bud fe F*, ¢ > 0. Potom Lf 2 ¢ hyc).

Dikaz. Oznatime-li M = Ef, je f = cyp. Tedy Lf = L(cyy) = cu(M) = ¢ h{c).

5.10. Budfe #*, Lf = 0. Potom f = 0 sk. v§.

Diikaz. PouZitim predchozi véty dostavame 0= pu{yeX,f(y)>0} = u( U {yeX,
f)>n"1}) < Zu{y eX,f()>n"} < Zan 0.

511. a) fe ¥ = pu{yeX, f(y) +0} =0,
b) fe L = p{yeX, f(y) = —x0} =0,
) fe L= p{yeX, |f(y) = +x} =0.

Dikaz. Dokaime prvni tvrzeni. Bud f 2 0. Pro kazdé n pfirozené jest {y € X,
f(y) = +0} = n Ef c E;. PouZitim 5.9 dostdvdme, Ze pro libovolné pfirozené n

plati 0 < u{y eX f(y) +0} < p(Ef) £ n~'Lf, odkud plyne, Ze u{y e X, f(y) =
= +o0} = 0. Je-li nyni fe £* libovolnd, je f* € #° a tvrzeni plyne z rovnosti

{veX,f(y) = +o} = {yeX, f*(y) = +o}.

5.12. a) Je-li fe I*, je [Lf| < L|f].
b) fe 20« |f| e 2°.
¢) Budfe &, ge 2° |f| < g sk. v3. Potom f € £°.
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6. INTEGRACE POSLOUPNOSTI FUNKCI{

6.1. Lemma. a) Budte f,e £* (n=1,2,...), f,20, f, #f. Potom fe %*
alimIf, = L.

n-*o

b) Budte f,e £* (n = 1,2,...), f, 2 0, f, . f, necht existuje n, tak, ZebLf,,o <
< +00. Potom f € £° alim Lf, = Lf.

n—*c0

Diikaz. a) Jest fe F+ a lehko se zjisti, Ze h;, / h,. Odtud podle axiomu (I)
plyne, Ze lim Lf, = lim Ah, = Ah, = Lf.
n—+ o n—+w
b) Pro kazdé g e #* a kazdé x € (0, + o0) poloZme h;(x) = p{y € X, g(y) = x}.
Z¥ejm¥ h) € Z. MnoZina {x € (0, +00), h;(x) * h,(x)} je spoletnd; podle 3.7 je tedy
Lg = Ah, = Ah}. Snadno se zjisti, Ze hf, \ h} a podle 4.1 je lim Lf, = Lf.

n—* o

6.2. Vita. a) Budte f,€ £* (n = 1,2,...), f, 7 f sk. vS., necht existuje n, tak, Ze
Jno € &', Potom fe £* alim Lf, = Lf.
n- o
b) Budte f,e £* (n = 1,2,...), f, \f sk. v$, necht existuje nq tak, Ze f, € L.
Potom fe £* alim Lf, = Lf.
n-oo
Diikaz. DokaZme prvni &4st tvrzeni. Podle 5.2 je ff € #*. Protoze f, ~f*, je
ft € #* a podle ptede§lého lemmatu lim Lf,) = Lf*. Opét podle 5.2 je f, € £*,

n—> o

Jo SfT alf,, < + 0. PouZitim druhé &dsti pfedchoziho lemmatu dostdvdme tedy,
¥e limLf, = Lf~. Tedy limLf, = lim Lf,) — lim Lf, = Lf* — Lf~ a tento

n- oo n—ow n—+w n-+wn

rozdil md smysl, nebot Lf ~ je konedné.

6.3. Véta. Budtef,c F (n = 1,2,...), g € ¥°, pro vSechna n bud ,f,,l < g sk. vs,,
lim f, = f sk. v§. Potom f € £° a lim Lf, = Lf.

LT Lnd

Dtikaz. Ze vztahu If,,| < g plyne |f| < g, tedy podle 5.12 f, f, € £°. PoloZme
h, = sup fy, g, = inffy pro n = 1,2, ... Potom h,e &, g,€ F a ze vztahi —g <
kzn'

kzn
Sg.Sfush,Sgplyneopéth,e £°g,e £° Jesth, \ h = limsup f,.g, 7 g* =
n-+o
= liminff,, f = h = g* sk. v§. a pouZitim -véty 6.2 dostdvdme lim Lh, = Lh =
n— o )

= Lf = Lg* = lim Lg,. Ze vztaht Lg, < Lf, < Lh, pak plyne nase tvrzeni.

| Sad ]
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7. LINEARITA INTEGRALU A DALS{ VLASTNOSTI

7.1. Véta. Budte fe &*, g € ¥*, necht md smysl soucet Lf + Lg. Pak md skoro
vsude smysl soucet f + g, je f + g€ £* a L(f + g) = Lf + Lg.

Dukaz. Z existence soudtu Lf + Lg plyne, Ze je budto f € &', g € #" nebo f € £*,
g € Z* V prvnim p¥ipadg je f > —oo sk. v§., g > —oo sk. v§., m4 tedy smysl soudet
f + g sk. v&. Obdobn& v druhém pfipad&. Pozméiime funkce f a g tak, aby jejich
soudet mé&l smysl viude.

1. Jsou-li f a g jednoduché funkce, je f + g jednoduchd funkce a podle 5.8 lehko
zjistime, Ze L(f + g) = Lf + Lg.

2. JelifeF*,ge F*, plyne tvrzeni z 0.4 2 6.1.

3. Pro libovolné funkce f, g splitujici pfedpoklady na3i véty, dokdZeme pfechodem
ke kladnym a zdpornym &dstem funkci f a g.
7.2. Véta. Budte f,, ..., f,€ £*, budte cl, vees Cp redlna’ Cisla, necht md smysl

ZL(ch) Potom md sk. vs. smysl souet chfk, je Zche.Z’* a L(Z":c,,f,‘) =
= k=1
= Z ¢ L(fy)-
=1

Diikaz. Tvrzeni plynez 5.6a 7.1.
7.3. Véta. Budte f,e F* (n = 1,2,...). Potom Y . f, = fe £ o Lf = Y Lf,
n=1 n=1
Diukaz. PoloZme g, = Zf,‘ pro n = 1,2,.... Podle pfedchozi véty je g,€ &£"

a Lg,l Z Lf,. Zrejmé g, 2 f, tedy podle 6.2 je fe ¥ a lim Lg, = Lf, tj. Lf =

n—o

- iLf,,.
n=1

(-]
74. Véta. Budte f,e £* (n=1,2,...), necht ¥ L|f,| < +c0. Potom Fada
. n=1 . .

Y f. = f konverguje absolutné sk. vs., fe ¥° a Lf = Y Lf,.
n=1 n=1

Diikaz. Oznalme g = Z | £} Podle véty 7.3 je Lg = 2 L| fa] < + 0. Podle 5.11

jeg koneéna sk. v§., tj. fada Z f» konverguje absolutng sk v§. PoloZme déle g, =

n=1
n

Zf Ztejmd g, € £°, lim g, = f, |g.| < g a podle 63 jefe #° Lf =limLg, =
k=1 n—=w n- o

= Y Ify.

n=1
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7.5. Pozndmka. Nynf bychom mohli definovat obvyklym zpiisobem Lebesgueiiv
integrdl pfes podmnoZiny prostoru X a odvodit jeho vlastnosti. Z vySe dokdzanych
vét plynou také ostatni v&ty z teorie Lebesgueova integrdlu (napf. Fubiniova véta,
véta o limitnim pfechodu za integradnim znamenim pfi stejné absolutné spojitych
integrdlech aj.), které je moZno odvodit obvyklym zpisobemn; nebudeme je zde proto
uvdadét. '
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Pe3rome

MHTETPAJI JIEBET'A

SPOCJIAB JIVKEH (Jaroslav Lukes), ITpara

B nepBoit 4acTH 3TO# cTraTbM BBeNCHO HOHATHE yHKIMOHama A Ha knacce Z,
COCTOSAIIEM M3 BCeX HEOTPHUATENBHBIX, HeBo3dpacTarommx (ymxumuit ma (0, + o).
OyHKUHOHAN A ONpeNeNseTCs NPH MOMOIIM CIEAYIOIIHX aKCHOM:

(I) Af = lim Af,, ecnu f, » f(f, € Z).

n-*co

(I) Ay, = t, rae x, o3Ha4aeT XapaKTepUCTHYeCKyIO hyHKkImIO HHTepBaa (0, £).

() A(f + g) = Af + Ag mns moGBIX cTyneHYaThIX QYHKIMI (KyCOYHO IOCTOAH-
" HbIX) 13 Z.

TIoka3aHbl CYLLIECTBOBAHUE ¥ €AMHCTBEHHOCTh TAKOro pona QyHKUKOHANA A H BBI-
BEZIeHBI HEKOTOPBIE ero CBoHcTBa. Bo BTOPOI 4aCTH 3TH CBOMCTBA MCIOJIb30BaHbI IS
BBeleHus nHTerpana JleGera B mpocrpancrse ¢ Mepoit (X, &, u). Muterpan nw6oi
HEOTPHIATENIbHOM F-u3MepuMoil QyHKUMU ompenenseTcs paBeHCTBoM Lf = Ah,,
rae h(t) = p{xe X, f(x) > t}. Ina moGoii S -u3MepHMOii (GYHKIHH HMHTErpas
omnpedensercs pasencrsoM Lf = Lf* — Lf~ B cayyae, Koraa nocieaHsas pasHoCTb
oIpejieJieHa; OCHOBHBIE TEOPEMEI TeOpHH HHTerpasa JlebGera oka3npIBalOTCA MPOCTHI-
MM CIeICTBaMHU CBOHCTB (QyHKIMOHAIA A.

-
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THE LEBESGUE INTEGRAL

JAroOsLAV LUKES, Praha

In the first part of the article a functional 4 on the class Z of all (possibly infinite)
non-negative, non-increasing functions on (0, ) is introduced by the following

axioms:
() Af = lim Af, provided f, ~ f(f, € Z).
(I1) Ay, = t, where , is the characteristic function of (0, t).

(1) A(f + g) = Af + Ag for any step-functions f, g (= finite linear combina-
tions of characteristic functions of intervals) in Z.

Existence and uniqueness of such an A is established and some of its basic proper-
ties are derived. In the second part of the paper, these properties are used to introduce
the Lebesgue integral on a measure space (X, &, p). The integral of a non-negative
&-measurable function f on X is defined by Lf = Ah,, where hy(t) = p{xe X,
f(x) > t}. For a general ¥-measurable f the integral is defined, as usual, by Lf =
= Lf* — Lf~ if the difference on the right hand side is well defined; fundamental
theorems concerning the integral are shown to be simple consequences of the proper-
ties of A4 established in the first part of the paper. '
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