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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 91 (1966), Praha 

СОПРЯЖЕННЫЕ СЕТИ АКСИАЛЬНОГО 

И АКСИАЛЬНО-РАДИАЛЬНОГО ТИПА ОТНОСИТЕЛЬНО 

КОНГРУЭНЦИИ КАНОНИЧЕСКИХ ПРЯМЫХ 

ПЕРЕМЕННОГО ИНДЕКСА 

ИВАН КОЛАРЖ (1уап Ко1Щ Брно 
(Поступило в редакцию 4/Х11964 г.) 

Э. Бомпиани [1] поставил и решал задачу, когда к поверхности в трехмер­
ном проективном пространстве Ръ можно присоединить такую конгруэнцию 
прямых, что в ее аксиальной системе существует бесконечное множество 
сопряженных сетей. Одинаковым вопросом для сетей аксиально-радиального 
тина занимался Й. Брейха [2]. Для поверхностей с проективной связностью 
аналогичные вопросы решали Й. Клапка и В. Гавел [3] и для пары поверхностей 
В. Гавел [4]. 

Другие обобщения задачи Бомпиани рассматриваются в работах Р. Н. Щер­
бакова [6], стр. 80-82, и В. Гавела [5], в которых характеризуются поверхности, 
на которых существует сопряженная сеть аксиального, аксиально-радиального 
или радиального типа относительно конгруэнции канонических прямых посто­
янного индекса. 

В предлагаемой работе рассматриваются аналогичные вопросы для кон­
груэнции канонических прямых переменного индекса. Хотя эти задачи ка­
жутся нерешенными и для поверхностей в Р3> рассуждения относятся непосред­
ственно к поверхностям с проективной связностью (типа Ро,3 по А. Швецу, [7]) 
и поверхность в Р 3 представляет только частный случай. Мы используем 
метод ,*кажущегося погружения в проективное пространство", принадлежащий 
А. Швецу, [9]. 

Автор выражает глубокую благодарность проф. Й. Клапке и доц. В. Гавелу, 
под руководством которых была выполнена эта работа. 

1. Специальный репер* Канонический пучок. Пусть к поверхности Я с проек­
тивной шязностъю (типа Р^з) присоединен специальный репер {А0> А19 А29 Аъ} 
А. Швеца, описанный в [8], стр. 386-7 

(1) йА0 ш т%А0 + йиА± + й^А2 

йАх ** т\А0 + со1^ + Р йиА2 + (1 - к) &АЪ 

йА2 ш Ш1А0 + у ^Ах + т\А2 + \\ + к) йиАъ 

йАъ «• соъА0 + Ш3Д1 + саъА2 + о>1Аъ, 

м • 



где и, V — асимптотические параметры, со{ — формы а{ Ли + Ъ{ сЬ, Р,у — 
обобщенные коэффициенты Фубини и й - кручение поверхности. 

В дальнейшем мы ограничимся (см. [5]) поверхностями вида 

(2) Р + 0, г Ф О , А = 0 . 

Канонической прямой кг первого рода индекса % называют следующую 
прямую в локальном пространстве Ръ(и, V) точки А0(и, V)еП 

(3) к, -г [А0, {Ъ\ - Ъ\ - (1п /*), + фВ) А, + 

+ (а\ - а\ - (1п у) „ + 1уВ) А2 + 2Л3] , 

где в согласии с [5] мы полагаем 

(4) А = у~*(1п Ру2)и, В = р~\1п р2у\ . 

Геометрическое значение этих прямых описал Б. Ценкл в [10] стр. 90. Канони­
ческой прямой йг второго рода индекса г называют прямую, определенную 
уравнениями 

(5) Ег = х3 = [а2 -а\- (1п у)и + гуЛ] х1 + 

+ [Ъ\ -Ъ\- (1п Р), + грв~] х2 - 2х° = 0. 

Канонические прямые одинакового индекса полярно сопряжены относительно 
пучка т. наз. существенных квадрик Дарбу (см. [10], стр. 87, где также показано 
их геометрическое значение) 

(6) х°х3 - х1*2 = 1с 3 3(х 3) 2, 

С 3 3 = КОНСТ. 

В общем случае прямые (3) и (5) образуют пучок. Только когда 

(7) .4 = 0, В = 0 

оба пучка вырождаются в прямую; соответствующую поверхность П назы­
вают коинцидентной. 

2. Сопряженные сета аксиального типа относительно конгруэнции канони­
ческих прямых. Пусть во всяком локальном пространстве Ръ(и, V) определена 
прямая 1и проходящая через точку А0 и не лежащая в касательной плоскости 
поверхности П. Кривая С с Л называется аксиальной кривой конгруэнции Ги 

образованной прямыми 1и когда ее соприкасающаяся плоскость в каждой 
точке содержит прямую /1. Совокупность этих кривых называют аксиальной 
системой конгррнции Гх и сопряженную сеть называют семью аксиального 
типа относительно конгруенции Г19 когда все ее кривые принадлежат аксиаль­
ной системе этой жошгруэтщш. 
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Будем исследовать конгруэнции канонических прямых индекса г = *(ц, V), для 
которых существует сопряженная сеть аксиального типа. Пусть эта сеть опре­
делена дифференциальным уравнением 

(8) а»2 - Л(и, V) йи2 = О 

и состоит из семейств 

(9) V' = М(м, V) , 

(10) V' = -М(м,р), 

так что 

(11) ' М 2 = N. 

Уравнение соприкасающейся плоскости кривой семейства (9) имеет вид 

(12) хх2М2 - х22М + 

+ х3(Р + а\ - а\М + Ь\ - Ь\М2 - уМъ + Ми + ММУ) = 0. 

Прямая (3) находится в этой плоскости при выполнении соотношения 

(13) р + [(1п у)и - {уА} М + [*Э - (1п Р\] М2 - уМ3 + Ми + ММУ = 0. 

Условие для того, чтобы (3) лежала также в соприксающейся плоскости кривой 
семейства (10), получим из (13) после замены М на — М 

(14) Р - [(1п у)и - 1уА] М + [1рВ - (Ы р\~\ М2 + уМ3 ~ Ми + ММУ = 0. 

Комбинируя (13) и (14), получим следующее утверждение: Необходимое 
и достаточное условие для того, чтобы (8) была сетью аксиального типа относи­
тельно конгруэнции канонических прямых индекса I = г(и, V), имеет вид 

(15) N. = 2\гуА - (1п ]>)„] N + 2 ^ 2 , N. = -2/» + 2[(1п р% - грВ~] N. 

Исключая %(и, I?) из (15), получим уравнение 

(16) рв^ + уА^ - груВК2 + 

+ 2[Р(Ыу)иВ - у(Ыр)VА']N + 2РуА = 0. 

Если не выполнено (7), то (16) будет уравнение с частными производными для 
функцщ Ы(и9 Р), которое определяет ее с произволом одной функции одной 
неременной. Пусть Л^н, V) является решением этого уравнения, потом из 
обоих уравнений (15) определим одну и ту же функцию г(и,») и в аксиальной 
системе конгруэнции шнонических прямых индекса {(и, Р) находится сопряжен­
ная сеть (8). Итак, доказана 
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Теорема 1. К поверхности Я (1), (2), которая не является коинцидентной, 
всегда возможно присоединить конгруэнцию канонических прямых такую, что 
в ее аксиальной системе находится сопряженная сеть. Такие конгруэнции су­
ществуют с произволом одной функции одной переменной. 

Рассмотрим еще коинцидентные поверхности. Подставляя (7) в (15), получим 

(17) N. = -2(1п у)и N + 2у№ , N. = -20 + 2(1п 0\ N . 

Из условий интегрируемости уравнений (17), пользуясь уравнениями (7) и их 
производными, получаем N = 0. Итак, имеем 

Добавление 1. В аксиальной системе конгруэнции канонических прямых коинци­
дентной поверхности не существует сопряженная сеть. 

3. Сопряженные сети аксиально-радиального типа. Кривую С с Я называют 
радиальной кривой конгруэнции Г2, образованной прямыми /2, лежащими в ка­
сательной плоскости поверхности Я и непроходящими через точку поверхности, 
когда точка ребра возврата огибающей семейства касательных плоскостей 
поверхности Я вдоль кривой С лежит на прямой /2. Сопряженную сеть У 
называют сетью аксиально-радиального типа относительно пары конгру­
энции Г19 Г2, когда одно семейство ее кривых образуют аксиальные кривые 
конгруэнции Гъ а второе семейство радиальные кривые конгруэнции Г2. 

Будем исследовать пары конгруэнции Г19Г2 образованные каноническими 
прямыми к19 Л% одинакового индекса X = х(и9 V) такие, что на Я существует 
сопраженная сеть аксиально-радиального типа относительно пары Г19 Г2. 
Пусть сеть У определена уравнением (8) и семейства ее кривых уравнениями 
(9), (10). Семейство (9) будет образовано аксиальными кривимы конгруэнции Гг 

при выполнении условия (13). Точка ребра возврата огибающей семейства 
касательных плоскостей поверхности Я вдоль кривой семейства (10) — как 
легко получить (удобно пользоваться двойственным репером, см. [8], стр* 
392) - будет 

(18) А0(Р + а\ - а\М + Ь\ - Ъ\Мг + уМ3 + Ми - ММУ) + 

+ АЬ2М + Л22М2 . 

Условие для того, чтобы эта точка принадлежала прямой (5), имеет вид 

(19) Р + [(1п у)и - 1уА} М + [(1п р\ - Г/Ш] Мг + 

+ уМъ + Ми - ММУ = 0. 

Исключая % из (13), (19), получим уравнение 

(20) рВМи + уАМу - угАМг + [Д(1п у)и В - у(1п р\А\ М + РгВ -= 0 . 

Аналогично §2 получим следующие заключения. 
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Теорема 2. К поверхности Я (1), (2), которая не является коинцидентной, 
всегда возможно присоединить пару конгруэнции соответствующих канони­
ческих прямых такую, что на Я существует сопряженная сеть аксиалъно-
радиалъного типа относительно этой пары. Такие пары существуют с произво­
лом одной функции одной переменной. 

Добавление 2. На коинцидентной поверхности не существует сопряженная 
сеть аксиально-радиального типа относительно пары конгруэнции ее канони­
ческих прямых. 

4. Сопряженная сеть, образованная одновременно аксиальными и радиальны­
ми кривым конгруэнции канонических прямых. Будем исследовать задачу: При 
каких условиях возможно присоединить к поверхности Я конгруэнции Гг и Г2 

канонических прямых (взаимно независимых переменных индексов) такие, что 
на Я существует сопряженная сеть аксиального типа относительно 1\ и одно­
временно радиального типа относительно Г2? 

Дадим еще одну равносильную формилировку этой задачи. Линию пересе­
чения соприкасающихся плоскостей кривых сети 5? называют первой осью 
этой сети и прямую, соединяющую точки ребра возврата огибающей семейства 
касательных плоскостей поверхности вдоль кривых сети, называют второй 
осью сети. Теперь нашу задачу можно формулировать более сжато: При каких 
условиях существует на поверхности Я сопряженная сеть 9> с обеими осями, 
образованными каноническими прямыми? 

Пусть сеть У онределена уравнением (8). Первая ось сети (8) является кано­
нической прямой при выполнении соотношения (16). Условие для того, чтобы 
вторая ось сети (8) была канонической прямой, можно получить аналогично, 
или более просто — это двойственные рассуждения, см. [4], стр. 3 — тем, что 
в (16) заменим р, у на — /?, —у и в следствие (4) также А, В на —А, — В. Итак, 
это условие имеет вид 

(21) РВ^ + уА^ + 2РуВ^ + 2{р(Ы у)и В - у(1п р\ А] N - 2руА = 0. 

Сеть У с требуемым свойством существует на поверхности Я тогда и только 
тогда, когда уравнения (16) и (21) имеют общее решение. Комбинируя их, 
получим равносильную систему 

(22) РВ^ + уА^ + 2{р(Ы у)и В - у(1п р)у А] N = 0, 

Эти уравнения имеют общее решение тогда и только тогда, когда решение 

уравнения (22
а
) удоцдетворяет уравнению (22^. При этом корни уравнения 

(22
а
) отличаются только знаком, и уравнение (22^ линейно относительно 

№> Ят ЛГУ, так что уравнению (22*) удовлетворяют или оба корня (222
) или не 

т 



удовлетворяет ни один. Это свойство системы (22) обозначим как свойство А 
и дадим позже его геометрическое толкование. 

Уравнения (22) перепишем в виде 

(23) ^рВ(Ы ЛГ). + Ы(Ы Л), + р(Ы у)и В - у(1п р\ А = О 

±1пЛ = Ы(А/В). 

Подставляя производные (232) по и и V в (23!), получим условие интегрируе­
мости системы (16), (21) 

(24) рВ(Ы уАВ~% - уЛ(1п 0В-4~ *), = 0. 

Этим доказана 

Теорема 3. Поверхность И (1), (2) обладает одним и только одним из следующих 
свойств: 

(а) на П не существует ни одна сопряженная сеть с обеими осями, образован­
ными каноническими прямыми; 

(б) на П находятся точно две такие сети. 

Поверхность с свойством (б) характеризуется соотношением (24). 

5. Геометрическое толкование свойства А системы (22). Сети У : &ог — 
— N йиг = 0 и У\ сЦ?2 + N йи2 = 0, которые при выполнении соотношения 
(24) представляют решение задачи §4, обладают следующим свойством: 
Сеть У гармонически отделяет сеть У и асимптотическую сеть поверхности Я. 
Такую сеть называет Э. Лэйн [11], стр. 95 присоединенной сопряженной сетью 
относительно сети У. Это свойство, очевидно, инволютивно. 

Теорема 4. Первая ось сети У и вторая ось присоединенной сети У полярно 
сопряжены относительно пучка существенных квадрик Дарбу. 

Доказательство. Для поверхности в Р3 теорема доказана в [11], стр. 97. 
Для поверхности с проективной связностью аналогическое доказательство 
вкратце выполним. 

Соприкасающаяся плоскость кривой семейства (9) определена уравнением 
(12). Соприкасающуюся плоскость кривой семейства (10) получим из (12) после 
замены М на — М. Первая ось сети 9* является линией пересечения следующих 
плоскостей: 

(25) [А09 (2р - 2Ъ\ - Ь|ЛГ + ЛГ,) А, - (2а| - а1^ - 2 ^ 2 + Л.) А2 - 4NАЪ] . 

Точка ребра возврата огибающей семейства касательных плоскостей поверх­
ности вдоль кривой семейства (10) определена выражением (18), для кривой 

69 



семейства (9) получим ее после замены М на —М. Вторая ось сети У имеет 
поэтому уравнение 

(26) * х3 = ~4^° + х\2а\ - а}# + 2у№* + .У,) + 

+ х2(2р + 2Ь1 - Ь̂ -У - ^ ) = о . 

Вторую ось сети У получим после замены N на —N8 (26) 

(27) х3 = 4 ^ ° - х\2а2

г - а1^ - 2уДГ2 + ^ ) + 

+ х2(2р - 2ЬГ^~Р2 N + #,) = 0 . 

Из (25), (27) и (6) следует теорема 4. 

Теперь дадим упомянутое об'яснение. Оси сети У полярно сопряжены с ося­
ми сети У относительно пучка существенных квадрик Дарбу. Когда сеть У 
представляет решение задачи § 4, то ее оси являются каноническими прямыми. 
По теореме 4 и § 1 также оси сети У являются каноническими прямыми, и поэто­
му сеть У тоже представляет решение рассматриваемой задачи. 
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Výtah 

KONJUGOVANÉ SÍTĚ AXIÁLNÍHO A AXIÁLNĚ-RADIÁLNÍHO TYPU 
VZHLEDEM KE KONGRUENCI KANONICKÝCH PŘÍMEK 

PROMĚNNÉHO INDEXU 

IVAN KOLÁŘ, Brno 

V práci se studují kongruence kanonických přímek, v jejichž axiálním systému 
existuje konjugovaná síť, a analogické problémy pro sítě axiálně-radiálního typu. 
Dále se studují konjugované sítě, jejichž první i druhé osy jsou kanonické přímky. 
Takové sítě existují pouze na plochách (24) a jsou dvě, vzájemně asociované. V celém 
článkuje uvažována varieta Po>3 s projektivní konexí, ačkoliv výsledky se zdají nové 
i pro plochu v projektivním prostoru. 

Résumé 

SUR LES RÉSEAUX CONJUGUÉS DU TYPE AXIAL 
ET AXIAL-RADIAL PAR RAPPORT AUX CONGRUENCES 

DE DROITE CANONIQUES D'INDICE VARIABLE 

IVAN KOLÀ,R, Brno 

Dans ce travail, on étudie les congruences de droites canoniques, dont le système 
axial contient un réseau conjugué, et les problèmes analogues sur les réseaux du type 
axial-radial. On étudie aussi les réseaux conjugués, dont les premiers et deuxièmes 
axes sont formés par des droites canoniques. Ces réseaux existent seulement sur les 
surfaces (24); ils sont deux et associés réciproquement. Dans tout l'article, on considère 
une variété PQ$3 à connexion projective, mais les résultats paraissent nouveaux aussi 
pour la surface plongée dans l'espace projectif. 
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