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Casopis pro péstovéni matematiky, ro¥. 91 (1966), Praha

O ZOBECNENI{ FLOQUETOVEJ TEORIE PRE LINEARNE
DIFERENCIALNE ROVNICE OBYCAJNE n-TEHO RADU

JozeF MoRAVCIK, Zilina
(Doslo dita 16. jila 1964)

Klasickd Floquetova teéria (vid [4] a [9]) sa pouZiva na urdenie charakteru
riefeni diferencidlnej rovnice (v dalfom: d. rovnice)

y™ + pl(Jé) YOU 4+ 4 Ppei(X) Y + Pi(x)y =0

s periodickymi koeficientami: py(x + ) = pi(x), i = 1,2,...,n; kde ® >0 je
redlna kon3tanta. V prdci [5] zobecnil M. LAITOCH tuto teériu pre d. rovnicu druhého
rddu y” = Q(x) y s pouitim vysledkov préce [2]. Zobecnenie Floquetovej tedrie je
tam v podstate zalo¥ené na teérii transformdcii rieSeni linedrnych d. rovnic 2. r4du,
rozpracovanej O. BORGOVKOM v préci [3]. Vdaka tomu, Ze V. SEpA v prdci [11] zobec-
nil teériu transformdcii pre linedrne d. rovnice n-tého rddu, moZno zobecnif tieZ
Floquetovu tedriu pre linedrne d. rovnice n-tého rddu s neperiodickymi koeficientami,
o ¢om pojedndva tdto prdca.

UvaZujme o linedrnej d. rovnici n-tého (n 2 3) rddu
1) o+ Y <n) n(x)y* P =0,
k=2 \k

YO = dyfdx', s = 1,2,...,n; YO = y; kde p(x), k = 2,3, ..., n; je funkcia spojitd
so svojimi n — k derivdciami v intervale I,. Ako je dobre zndme, moZno na tento
tvar previest vhodnou zdmenou zdvisle premennej za istych predpokladov o koefi-
cientoch kaZdi linedrnu d. rovnicu n-tého rddu.

V dalfom budeme predpokladat, Ze d. rovnica (1) je na intervale I = I, sama so
sebou ekvivalentnd (Pojem ekvivalencie d. rovnic budeme chdpat tak, ako je zavede-
ny v préci [11].), priom nositefom tejto ekvivalencie je dvojica funkcif &(x), H(x),
takych, Ze plati:

&(*) + x md spojitt derivdciu (n + 1)-ho rddu a &'(x) + O na intervale I;



¢(x) na intervale I vyhovuje nelinedrnemu systému d. rovnic

@) {&x) + ;{—lpz(c) &= (),

sk(é) é’k = sk(x) ’ k= 3; 4’ ey

kde
lé’” 3 602 , -C-l—
28 42’ dx’
4, ..., n; su fundamentdlne

je schwarzovskd derivdcia funkcie &(x) a 9(x), k = 3,
invarianty d. rovnice (1) (vid [10]); priom plati: £(I) = I ;

t(x) = c|&(x)|* ™2, kde ¢+ 0 jekonitanta.

V prici [3] dokdzal O. Boriivka existenciu riefenia prvej rovnice systému (2) urde-
ného cauchyovskymi zaCiatoénymi podmienkami i to, Ze jeho definiény obor siaha
vZdy v istom zmysle aZ po hranicu intervalu I,. D4 sa dokdzaf, ¥e existuje aspoil
jedno rieSenie tejto d. rovnice, ktoré v nejakom podintervale I intervalu I, vyhovuje
ostatnym d. rovniciam systému (2).

Celkom prirodzene vznikd otdzka, &i existuji linedrne d. rovnice n-tého- rddu,
ktoré st vo vyssie uvedenom zmysle so sebou ekvivalentné na nejakom intervale I.
Z préce [12] je zrejmé, Ze také su vietky linedrne d. rovnice n-tého rddu, ktorych
fundamentdlne invarianty su vSetky rovné nule. Existuji viak aj také linedrne d.
rovnice ekvivalentné so sebou na nejakom intervale, ktorych fundamentdlne inva-
rianty na tomto intervale su nenulové. Ako priklad moZe shiZif linedrna d. rovnica
tretiecho rddu

V' + 24(x) ¥y + [A'(x) + $:(x)]y =0,

kde funkcie A'(x), 95(x) si spojité na intervale (— oo, o), funkcia A(x) je parna
a funkcia 9,(x) nepdrna. Tdto d. rovnica je na intervale (— oo, c0) sama so sebou
ekvivalentnd s nositefom ekvivalencie &(x) = —x, #(x) = ¢, kde ¢ + 0 je konStanta.

1. Z vysledkov préce [11] vyplyva, Ze ak funkcia v(x) je na intervale I rieSenim
d. rovnice (1), potom na tomto intervale je rieSenim d. rovnice (1) aj funkcxa ¥(x)
definovand vztahom

N
¥ 0= Teer
kde &(x) je nejaké rieSenie d. systému (2), pre ktoré plati: &(I) = I.

MnoZina vietkych rieSeni d. rovnice (1) tvori linedrny priestor £ nad telesom
redlnych &sel. Vztahom (3) je definované linedrne zobrazenie priestoru € na seba.
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Oznatme ho symbolom A a obraz riefenia y(x) d. rovnice (1) pri tomto zobrazeni
oznatme y(x) A. Teda

' ALl
YA = TG

kde &(x) je nejaké rieSenie d. systému (2), definované na intervale I.

Nech y(x), i = 1,2,...,n; je bdza linedrneho priestoru £, tj. fundamentdlna
sastava rieSeni d. rovnice (1). Podobnym spdsobom ako v [5] sa Iahko dokdZe, Ze
ydx), i = 1,2,..., n; je taktieZ bdza priestoru €. KedZe

» n
4) yix) A =,§1a,~,,yk(x); i=1,2,...n;
kde ay (i, k = 1,2, ..., n) st redlne konstanty, je matica
Q115,125 -+ Q1p
® of = | 921092250005 Gon

Qn1s Qp2s -+ o5 Qpy

linedrneho zobrazenia A priestoru £ na seba reguldrna.
Budeme hladaf riefenie y(x) d. rovnice (1) také, pre ktoré by platilo

(6) yx)A =sy(x), xel;

kde s je redlna kon$tanta. Inak povedané: Budeme hladat redlne konstanty c;,
i=1,2,...,n; tak, aby platilo

(7) .V(x) = i21c iy i(x) s
® YA = 53w (5).
. n
Ked%e y(x) A = Y c¢;y{x) A, dostaneme zo vzfahu (7) vzhladom na (4) pre ur&enie
i=1
&sel ¢;, i = 1,2, ..., n; thto stistavu rovnic
(9) agner + anc, + ... +-(a,‘, —S)ep+ ...t ane, =0, k=1,2,..,n;

ktord m4 netrividlne rieSenie vtedy a len 'vtedy, ked plati:

ayq — §,Q31, eeey Qu1
a a — Sy .. 0 2

(10) - D(S) = 125 22 ’ s “n =0
Ayps A2ns sQpy — S
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Rovnicu (10) nazveme charakteristickou rovnicou zobrazenia A. MdZeme ju pisaf
zrejme tieZ v tvare

|&l -56| =0,
kde & je jednotkovd matica a znak [.szl - sé"] znamend determinant matice
(11) D(s) = o — 56,

ktoru voldme charakteristickou maticou zobrazenia A.

Z tedrie linedrnych zobrazeni (vid [7]) vieme, Ze korene charakteristickej rovnice
{10) ani elementdrne delitele charakteristickej matice (11) nezdvisia na volbe bdzy
linedrneho priestoru €. KedZe D(0) = |«#| + 0, st vietky korene charakteristickej
rovnice (10) rdzne od nuly a ku ka?dému korefiu tejto rovnice a kazdému riefeniu c;,
i=12,...,n; sastavy (9) linedrnych rovnic existuje rieSenie y(x), definované vzfa-
hom (7), ktoré m4 vlastnost vyjadrena vzfahom (6), tj. je vlastnym vektorom zobra-
zeniea A priestoru £ na seba.

D4 sa dokdzaf tvrdenie (vid [9]): Exponenty elementdrnych delitefov charakte-
ristickej matice (11) st rovné jednej vtedy a len vtedy, ak pre kaZdy korefi s; ndsob-
nosti v; charakteristickej rovnice (10) je hodnost matice &/ — 5,8 rovnd n — v,.

Podobnym spdsobom ako v [9], str. 275—276 sa dokdZe:

Veta 1. Ak su exponenty vsSetkych elementdrnych delitelov charakteristickej
matice (11) rovné jednej, potom kazdému koreriu s; ndsobnosti v, charakteristickej
rovnice (10) prislicha v; linedrne nezdvislych rieseni

(12) yl,-(x), y2,~(x), cens J’v.t(")
d. rovnice (1) takych, Ze
(13) y).i(x) A=s Yzi(x) ’

(A =1,2,..,v;i= 1,‘2, v m), pridom mnoZina vSetkych rieSent prislichajucich
réznym koreriom charakteristickej rovnice (10) tvori fundamentdlnu sustavu riefen{
d. rovnice (1).

Podobne ako v [5], str. 168—169 sa lahko dokdZe:

Lemma. Nech &(x) je rieSenie d. systému (2) v intervale I. Nech F(x) je funkcia,
ktord md v intervale I spojiti derivdciu (n + 1)-ho rddu a vyhovuje funkciondlnej
rovnici

(14) FIE0] - F9) = 1,
pricom F'(x) + 0 pre vsetky x €. V
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Potom funkcia

A 0= Trer

kde r = Logs; s je komplexnd konsStanta a znak Log znamend hlavni hodnotu
logaritmu, md vlastnost:

(16) B(x) A = 5 B(x).

erF (x)

Funkciu &(x) definovanii vzfahom (15) budeme volat Floquetovou funkciou
patriacou k d. rovnici (1).

Pokial ide o existenciu rieSeni funkciondlnej rovnice (14), dokdzal N. H. ABEL
(vid@ [1]), Ze této rovnica m4 nekonene mnoho rieSeni.

Ked?e tvrdenie vety 1 zostane zrejme v platnosti i v tom pripade, ked budeme
uvaZovaf aj o komplexnych korefioch charakteristickej rovnice (10), plati:

Veta 2. Ak pre kaZdy koreri s; ndsobnosti v; charakteristickej rovnice (10) je
hodnost matice sf — 5,8 rovnd n — v, existuje fundamentdlna sustava riesenf d.
rovnice (1) tvaru

D (x) 03 (%), Pix) 2i(x) 5..., Di(x) , (%) ;

i=12..,m Yv,=n;
i=1

kde
e’ iF(x)

N(E

a funkcie w,(x) A=1,2,...,v; i =1,2,..., m) maji na intervale I spojitii
derivdciu n-tého rddu a spliiaji identitu

(17) 0u[€(x)] = w.(x).

DOokaz. Podla vety 1 prislicha za daného predpokladu korefiu s; ndsobnosti v;
charakteristickej rovnice (10) prdve v, linedrne nezdvislych riefeni (12) d. rovnice (1)
takych, Ze ka¥dé z nich spliiuje vztah (13), prifom mnoZina vietkych rieSeni prislicha-
jicich réznym korefiom charakteristickej rovnice (10) tvori fundamentdlnu sustavu
rieSent.

Ak poloZiwe w;(x) = yu(x): @(x) (A =1,2,...,v; i=1,2,...,, m), bude mat
takto definovand funkcia zrejme spojitd derivdciu n-tého rddu na intervale I a s po-
uZitim lemmy sa Iahko dokdZe, Ze spliiuje tie% identitu (17).

®(x) =

r,=DLogs;; i=1,2,....,m;

2. Zostdva ndm elte vySetrif pripad, ked aspoil jeden z elementdrnych delitelov
charakteristickej matice (11) m4 exponent vi&si neZ jedna. Vo svojich dalsich ivahdch
budeme mnoZinu £ vietkych rieSeni d. rovnice (1) chdpaf ako linedrny priestor nad
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telesom komplexnych &isel. Z teérie polynomidlnych matic (vid [7]) je zndme, Ze -
kazdd $tvorcovd matica n-tého rddu je nad algebraicky uzavretym telesom (teda aj
nad telesom komplexnych &isel) podobnd s maticou, ktord md Jordanov normdlny
tvar. : ‘

Nech teda exponenty elementdrnych deliteov charakteristickej matice (11) nie su
vietky rovné jednej. Korefiu s, ndsobnosti v, charakteristickej rovnice (10) nech
prisluchaji elementdrne delitele

(s = 50)° (s — 50)% cons (s — s0)°0; (ey + €2+ ... + ¢, =1).

Zvolme si taki bdzu y(x) (i = 1,2, ..., n) linedrneho priestoru @, pri ktorej bude
matica (5) v Jordanovom normdlnom tvare. Elementdrnemu delitefu (s — so)**
(k =12,..., q) bude v tejto matici odpovedat Jordanov blok tvaru

5000 ...00
1 500 ...00
(18) 01 s5..00
000 ..1s5

rddu e,.
Z uvedeného na zdklade teérie linedrnych transformdcii (vid [7]).vyplyva nasledu-
juce tvrdenie:

Veta 3. Ak s, je koreriom charakteristickej rovnice (10) s ndsobnosfou v, a ak
tomuto koreriu prislichaji elementdrne delitele (s — so)°, (s — So)%, ..., (s — 50)°
charakteristickej matice (11), pricom pre exponenty, z ktorych je aspori jeden

linedrne nezdvislych rieseni d. rovnice (1), ktoré moZno rozdelif na q podskupin.
Pre rieSenia yix, Yax> -+ Ye,rs ktoré patria do podskupiny prislichajicej elemen-
tarnemu delitelu (s — so)* (k = 1, 2, ..., q) platt:

yi(x) A = 5o (%)
(19) yl"(x) A =5 .V2k(x) + J’u;(x) ’

...........................

Yeuk(x) A = so V(%) + Ver—1.4(%) .
Lahko sa dokdZe, Ze s maticou (18) je podobnd matica

soOO ...0 0
5 500 ... 00

(20) 0 So SO' s 0 0

...........
DRI
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Preto moZno tvrdenie vety 3 formulovat tieZ takto:

Veta 3a. Ak.s, je koreri charakteristickej rovnice (10) s ndsobnostou v, a s vlast-
nostami ako vo vete 3, prislicha mu v, linedrne nezdvislych rieseni d. rovnice (1),
pri¢om’ pre rieSenia k-tej podskupiny (k = 1,2, ..., q) plati: '

yu(x) A = so y1u(x) »
(1) ya) A = solyu(x) + yu)],

.............................

Yeurkx) A = o[ Ve - 1 4(X) + Veul(x)] -

Veta 4. RieSenia d. rovnice (1) patriace do podskupiny prislichajiicej elementdr-
nemu delitelu (s — so)™ (k= 1,2,...,q) charakteristickej matice (11) moZno
vyjadrif v tvare:

y1lx) = Po(x) @4(x),
Yau(%) = Bo() [0x(x) + F(x) @4(x)] ,

yulx) = Go() {wi(x) + F(x) w_y(x) + f(")—[‘?gi‘l:ﬂ Oroa(x) + oo 4

F(x)[F(x) = 1]...[F(x) — i + 2] . .
+ (- i wl(x)}, i=3,4,..,¢;

kde ®y(x) je prislusnd Floquetova funkcia a funkcie wy(x), 1 = 1,2, ..., &; maji
na intervale I spojiti derivdciu n-tého rddu a sphiajii identitu w,[¢(x)] = w;(x).

D8kaz. Ak poloZime vo vztahoch (21) pre rieSenia d. rovnice (1) patriace do k-tej
podskupiny (k = 1,2, ..., q)

Yalx) = Do(x) z(x), i=1,2,...,¢;
dostaneme pre uréenie funkcii zi(x) tito sustavu funkciondlnych rovnic:
z;[{x)] = z(x),

2,[E(x)] = za(x) + z4(x),
() ] = ) + ),

........................

z,k[é(x)] = zek(x) + zek-l(x) .
Dosadenim sa fahko presved&ime, %e partikuldrnym rieSenim ststavy (22) sa funkcie:

zy(x) = 1; z,(x) = F(x), z3(x) = F(x) [F(x) — 1], ...,
z,(x) = F(x) [F(x) = 1] ... [F(x) — & + 2] : (e — 1)!.
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V3ieobecné rieSenie dostaneme preto v tvare:

z3(x) = w4(x),
7,(x) = w,(x) + F(x) w,(x),

2) = o) + K)oy + D =M o s

LFOIE) = 1) (R =i+ 2] o
-1

kde w,(x) je IubovoInd n-krdt spojite diferencovatelnd funkcia na intervale I, pre
ktoru plati: ,[¢(x)] = w4(x). O funkcidch w,(x) (A = 2,3, ..., ¢) sa lahko ukdZe,
Ze maju tiez uvedené vlastnosti.

Tvrdenia formulované vo vetdch 1, 2, 3a a 4 st zobecnenim vysledkov odvodenych
v préci [6] pre samoadjungovanu linedrnu d. rovnicu treticho rddu a v prdci [8] pre
linedrnu d. rovnicu $tvrtého rddu s nulovymi fundamentdlnymi invariantami.

Klasickd Floquetova teéria (vid [9]) vyplyva z viet 1—4 na zdklade toho, Ze
linedrna d. rovnica n-tého rddu, ktorej koeficienty st spojitymi periodickymi funkcia-
mi s peribdou w, je sama so sebou ekvivalentnd na celej ¢iselnej osi s nositelom ekvi-
valencie £(x) = x + o, {(x) = ¢, kde ¢ * 0 je redlna konstanta.

Pozndmka: Ak uvaZujeme o linedrnej d. rovnici

(23) Y+ 24(x) Y + [A'(x) + %5(x)]y =0

kde funkcie A'(x), 9;(x) st spojité v intervale I = (0, o) a pre vietky x eI plati:

= 3,4, ooy e,‘ ;

)

A = 25,00 = B,

kde 0 < k = 1 je redlna konstanta; m4 systém (2) d. rovnic tvar
{& x} + 3A(8) &% = 3A(x), 95(8) & = 34(x);s

a za uvedenych predpokladov md na intervale I rieSenie é(x) = kx. Funkciondlnej
rovnici

F(kx) — F(x) = 1
vyhovuje funkcia

log x
F =
G ) log k’

ktord md v intervale I derivdciu

F'(x) = +0.

xlogk
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Prisluind Floquetova funkcia &(x) = +Kx!*7/K  kde r = Logs, K = log k a zna-

mienko + plati pri k > 1, znamienko — pri 0 < k < 1. D. rovnica (23) m4 preto
za uvedenych predpokladov taky fundamentginy system rieSeni, ktory moZno vyjadrif
v niektorom z tychto tvarov:

a) y{x) = Kx'*"E o(x), kde o(kx) = ox), i = 1,2,3;
b) yi(x) = Kx' K @(x), y,(x) = Kx' /K ,(x),

7s) = Kt 5| y(x) + * (1og:) wz(x)]  okn) = o), i=1,2,3;

L.

9 Wlx) = Kxi*E o,(x), yyfx) = Kxt+ris [wz(x) + g losx 03]

y;(x) = Kx!tr/k ;w3(x) + %(log x) wy(x) + — K (log x) (log )wl(x)]

kde okx) = w(x), i = 1,2, 3; priom funkcie w;, i = 1,2, 3; maji vo vietkych
uvedenych pripadoch spojitu derivdciu tretieho rddu v intervale I.
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Pesome

O PACHIMPEHUH METOJA ®JIOKE )11 OBBIKHOBEHHbBIX
JIMHEVWHBIX OUPOEPEHLIMAJIBHBIX YPABHEHUN
n-TOT'O ITOPALKA

MOCE® MOPABYMK (Jozef Moravik), JKununa

B cratbe 06061ena Teopus @ioxe A JMHEHHBIX Au(pdepeRnraIbHEIX ypaBHEHRH
puga (1) ¢ Hemepmommyeckumu Kodddummenramu. Ilpenmonoraercs TONBKO, 4TO
pu(x) € Comi(Iy), k=2, 3, ..., n; u mubdepenmmanboe ypasHenne (1) SKBHBAJIEHTHO
caMo ¢ coGoit B CMBIC)IE SKBHBAJCHTHOCTH BBEIeHHOH B crathe [11] Ha KakoM-To
uaTepBaie I < I,.

Zusammenfassung

UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DER FLOQUETSTHEORIE
FUR GEWOHNLICHE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
DER n-TEN ORDNUNG

Jozer Moravdik, Zilina

In der Arbeit ist die Floquetstheorie fiir lineare Differentialgleichungen der Form
(1) mit nichtperiodischen Koeffizienten erweitert. Man voraussetzt nur, dass der
Koeffizient py(x)e C,_i(I1), k = 2,3,...,n; und die Differentialgleichung (1) auf
einem Intervall I < I,, im Sinne der in der Arbeit [11] eingefiihrten Aquivalenz,
selbst an sich dquivalent ist.
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