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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 91 (1966), Praha 

O ZOBECNĚNÍ FLOQUETOVEJ TEORIE PRE LINEÁRNĚ 
DIFERENCIÁLNĚ ROVNICE OBYČAJNÉ n-TÉHO RÁDU 

JOZEF MORAVČÍK, Žilina 

(Došlo dňa 16. júla 1964) 

Klasická Floquetova teória (viď [4] a [9]) sa používá na určenie charakteru 
rieSení diferenciálnej rovnice (v ďalŠom. d. rovnice) 

y{tt} + px(x)/*-» + ... + P„^(x)yf + pn(x) y = 0 

s periodickými koeficientami: pt(x + co) = p((x)9 i = 1, 2,..., n; kde co > 0 je 
reálna konstanta. V práci [5] zobecnil M. LAITOCH tuto teóriu pre d. rovnicu druhého 
rádu y" = Q(x) y s použitím výsledkov práce [2]. Zobecnenie Floquetovej teorie je 
tam v podstatě založené na teorii transformácií rieŠení lineárnych d. rovnic 2. rádu, 
rozpracovanej O. BORŮVKOM V práci [3]. Vďaka tomu, že V. ŠEDA V práci [11] zobec­
nil teóriu transformácií pre lineárně d. rovnice n-tého rádu, možno zobecniť tiež 
Floquetovu teóriu pre lineárně d. rovnice n-tého rádu s neperiodickými koeficientami, 
o čom pojednává táto práca. 

Uvažujme o lineárnej d. rovnici n-tého (n ^ 3) rádu 

(i) /- ) +1QMX)/-* ) = O) 

y(s> = ďy/dx3, s = 1,2,..., n; y(0) = y; kde pk(x)9 k = 2, 3,..., n; je funkcia spojitá 
so svojimi n — k deriváciami v intervale Iv Ako je dobré známe, možno na tento 
tvar previesť vhodnou záměnou závisle premennej za istých predpokladov o koefi-
cientoch každú lineámu d. rovnicu n-tého rádu. 

V ďalŠom budeme predpokladať, že d. rovnica (1) je na intervale I cz It sama so 
sebou ekvívalentná (Pojem ekvivalencie d. rovnic budeme chápať tak, ako je zavede­
ný v práci [11].), pričom nositelom tejto ekvivalencie je dvojica funkcií <*(x), t(x)9 

takých* že platí: 

%(x) * x m á spojitú deriváciu (n •+- l)-ho rádu a g(x) 4= 0 na intervale I; 



Š(x) na intervale í vyhovuje nelineárnemu systému d. rovnic 

(2) {«, x} + - L - p2(Z) ť2 - -2— p2(x) , 
n + 1 n + 1 

M í ) « " - M * ) . fe»-3,4,...,n; 

kde 

fřxi_i_:_i__ '_£• 

je schwarzovská derivácia funkcie £(x) a 3fc(x), fe = 3,4,..., n; sú fundamentálně 
invarianty d. rovnice (1) (viď [10]); pričom platí: %(I) = 1"; 

t(x) = c|<T(x)|(1-,t)/2 , kde c * 0 je konstanta . 

V práci [3] dokázal O. Borůvka existenciu riešenia prvej rovnice systému (2) urče­
ného cauchyovskými začiatočnými podmienkami i to, že jeho definičný obor siaha 
vždy v istom zmysle až po hranicu intervalu Iv Dá sa dokázať, že existuje aspoň 
jedno riesenie tejto d. rovnice, ktoré v nejakom podintervale I intervalu It vyhovuje 
ostatným d. rovniciam systému (2). 

Celkom prirodzene vzniká otázka, či existujú lineárně d. rovnice n-tého rádu, 
ktoré sú vo vyŠŠie uvedenom zmysle so sebou ekvivalentné na nejakom intervale I. 
Z práce [12] je zřejmé, že také sú vŠetky lineárně d. rovnice n-tého rádu, ktorých 
fundamentálně invarianty sú všetky rovné nule. Existujú však aj také lineárně d. 
rovnice ekvivalentné so sebou na nejakom intervale, ktorých fundamentálně inva­
rianty na tomto intervale sú nenulové. Ako příklad može slúžiť Lineárna d. rovnica 
tretieho rádu 

/ " + 2A(x) / + \A!(x) + «-(*)] y = 0, 

kde funkcie A'(x)9 B3(x) sú spojité na intervale (—co, co), funkcia A(x) je parna 
a funkcia 33(x) nepárna. Táto d. rovnica je na intervale (—co, oo) sama so sebou 
ekvivalentná s nositelom ekvivalencie %(x) = — x, t(x) = c, kde c 4= 0 je konstanta. 

1. Z výsledkov práce [11] vyplývá, že ak funkcia v(x) je na intervale I rieŠením 
d. rovnice (1), potom na tomto intervale je rieŠením d. rovnice (1) aj funkcia y(x) 
definovaná vzťahom 

(3) V(x) - 'Rfrfl 

kde £(x) je nějaké rieŠenie d. systému (2), pre ktoré platí: %(I) = J. 
Množina vSetkých rieŠení d. rovnice (1) tvoří lineáray priestor B nad telesom 

reálných čísel. Vzťahom (3) je definované lineárně zobrazenie priestoru £ na seba. 



Označme ho symbolom A a obraz rieŠenia y(x) d. rovnice (l) pri tomto zobrazení 
označme y(x) A. Teda 

. . M A - jft(»)] 

kde £(x) je nějaké riešenie d. systému (2), definované na intervale I. 
Nech yi(x), i = 1, 2,..., n; je báza lineárneho priestoru fi, tj. fundamentálna 

sústava riešení d. rovnice (1). Podobným spósobom ako v [5] sa lahko dokáže, že 
yž(x), i = 1, 2,..., n; je taktiež báza priestoru £. Keďže 

(4) УІX) A = £ °ikУk(x) ; i = 1, 2,..., n ; 
* = i 

kde aik (i, k = 1, 2,..., n) sú reálné konstanty, je matica 

(5) J3^ = 

#11? ű 1 2 > •••> û І л 
a2u aгг> •••» a2я 

Яцl> a и2» •••> a » 

lineárneho zobrazenia A priestoru 2 na seba regulárna. 
Budeme hladať riešenie y(x) d. rovnice (1) také, pre ktoré by platilo 

(6) y(x) A = s y(x) , xєl; 

kde s je reálna konstanta. Inak povedané: Budeme hladať reálné konstanty ci9 

i = 1, 2,..., n; tak, aby platilo 

(?) y(X) = £ C^x) , 
i « l 

it 

y(x) A = s £ c ^ x ) . 
І = I 

Keďže y(x) A = ]T c ^ x ) A, dostaneme zo vzťahu (7) vzhladom na (4) pre určenie 
i = l 

čísel ct> í = 1,2,...» n; tuto sústavu rovnic 

(9) aikct + a2kc2 4- ... + (akk - s)ck+ ... + ^ „ = 0, fe= 1,2,..., n; 

ktorá má netriviálně riešenie vtedy a len vtedy, keď platí: 

(10) -<!) 

« ! 1 - S»«21> • • • > û n l 

ö 1 2 > đ 2 2 "" *»•••» an2 

»l-> aln ...,a„ 

= 0 
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Rovnicu (10) nazveme charakteristickou rovnicou zobrazenia A. Možeme ju písať 
zrejme tiež v tvare 

\st - sš\ = 0, 

kde $ je jednotková matica a znak \$t — si\ znamená determinant matice 

(11) 2(s) = s/ - sď , 

ktorú voláme charakteristickou maticou zobrazenia A. 
Z teorie lineárnych zobrazení (viď [7]) vieme, že kořene charakteristickej rovnice 

(10) ani elementárně dělitele charakteristickej matice (11) nezávisia na volbě bázy 
lineárneho priestoru £. Keďže D(0) = \st\ # 0, sú všetky kořene charakteristickej 
rovnice (10) rózne od nuly a ku každému koreňu tejto rovnice a každému rieŠeniu ci9 

i = 1, 2,..., n; sústavy (9) lineárnych rovnic existuje riesenie y(x), definované vzťa-
hom (7), ktoré má vlastnosť vyjádřenu vzťahom (6), tj. je vlastným vektorom zobra-
zeniea A priestoru £ na seba. 

Dá sa dokázať tvrdenie (viď [9]): Exponenty elementárnych delitelov charakte­
ristickej matice (11) sú rovné jednej vtedy a len vtedy, ak pre každý kořeň st násob­
nosti vř charakteristickej rovnice (10) je hodnosť matice sá — sxS rovná n — vř. 

Podobným spósobom ako v [9], str. 275 — 276 sa dokáže: 

Veta 1. Ak sú exponenty všetkých elementárnych delitetov charakteristickej 
matice (11) rovné jednej, potom každému koreňu st násobnosti vf charakteristickej 
rovnice (10) prislúcha vt lineárně nezávislých riešení 

(12) yu(x)>y2i(x)>--;yvAx) 

d. rovnice (1) takých, že 

(13) yXi(x) A = Si yxi(x) , 

(X = 1, 2,..., vř; i = 1, 2,..., m), pričom množina všetkých riešení prislúchajúcich 
róznym koreňom charakteristickej rovnice (10) tvořífundamentálnu sústavu riešení 
d. rovnice (1). 

Podobné ako v [5], str. 168-169 sa lahko dokáže: 

Lemma. Nech š(x) je riesenie d. systému (2) v intervale L Nech F(x) je funkcia, 
ktorá má v intervale I spojitá deriváciu (n + í)-ho rádu. a vyhovuje funkcionálnej 
rovnici 

(14) F[č(x)] - F(x) - 1, 

pričom F'(x) 4= 0 pre všetky xel. 

11 



Potom funkcia 

(15) *(x) - eгГw 

V(И*)Г' 
kde r = Log s; s je komplexná konstanta a znak Log znamená hlavnú hodnotu 
logaritmu, má vlastnost: 

(16) <P(x) A = s #(x) . 

Funkciu $(x) definovánu vzťahom (15) budeme volať Floquetovou funkciou 
patriacou k d. rovnici (1). 

Pokial ide o existenciu riešení funkcionálnej rovnice (14), dokázal N. H. ÁBEL 
(viď[l]), že táto rovnica má nekonečné mnoho riešení. 

Keďže tvrdenie vety 1 zostane zrejme v platnosti i v tom případe, keď budeme 
uvažovať aj o komplexných koreňoch charakteristickej rovnice (10), platí: 

Veta 2. Ak pre každý kořeň sř násobnosti vř charakteristickej rovnice (10) je 
hodnost matice si — s$ rovná n — vi9 existuje fundamentálna sústava riešení d» 
rovnice (1) tvaru 

$i(x) coti(x)9 $i(x) co2i(x) ,..., $i(x) o)Vii(x); 

i = 1, 2,..., m; £ v ř = n ; 
i-=l 

kde 
enF(x) 

^ X ) = y/(\F'(Xf-
1' r Í = = L O g S ' ; Í ' U - ' m ; 

a funkcie coÁi(x) (X = 1, 2,..., vt; i -= 1, 2,..., m) majú na intervale I spojitá 
deriváciu n-tého rádu a spíňajú identitu 

(17) *>«[£(*)] - »A.(*) • 

Dókaz. Podlá vety 1 prislúcha za daného předpokladu koreňu st násobnosti vt 

charakteristickej rovnice (10) právě vt lineárně nezávislých riešení (12) d. rovnice (1) 
takých, že každé z nich splňuje vzťah (13), pričom množina všetkých riešení prislúcha-
júcich róznym koreňom charakteristickej rovnice (10) tvoří fundamentálnu sústavu 
riešení. 

Ak položíme coXi(x} = }>*.(*) : 0t(x) (X = 1,2,..., vř; i = 1,2,..., m), bude mať 
takto definovaná funkcia zrejme spojitú deriváciu n-tého rádu na intervale I a s po­
užitím lemmy sa lahko dokáže, že splňuje tiež identitu (17). 

2. Zostáva nám eŠte vyšetriť případ, keď aspoň jeden z elementárnych delitelov 
charakteristickej matic© (11) má exponent vfičší nezjedná. Vo svojích dalších úvahách 
budeme množinu £ všetkých riešení d. rovnice (1) chápať ako lineárny priestor nad 
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telesom komplexných čísel. Z teorie polynomiálnych matic (viď [7]) je známe, že 
každá Štvorcová matica n-tého rádu je nad algebraicky uzavretým telesom (teda aj 
nad telesom komplexných čísel) podobná s maticou, ktorá má Jordanov normálny 
tvar. 

Nech teda exponenty elementárnych deliterov charakteristickej matice (11) nie sú 
všetky rovné jednej. Koreňu s0 násobnosti v0 charakteristickej rovnice (10) nech 
prislúchajú elementárně dělitele 

(s - s0)
ei, (s - s0)

e2,..., (s - s0)
e*; (et + e2 + ... + eq = v0) . 

Zvolme si takú bázu yt(x) (i = 1, 2,..., n) lineárneho priestoru £, pri ktorej bude 
matica (5) v Jordanovom normálnom tvare. Elementárnemu dělitelů (s - s0)

ek 

(k = 1,2,..., q) bude v tejto matici odpovedať Jordanov blok tvaru 

«o 0 0 . . . 0 0 
1 «0 0 . . . 0 0 
0 1 s 0 . . . 0 0 (18) 

[0 0 0 ... 1 s0_ 
rádu ek. 

Z uvedeného na základe teorie lineárnych transformaci! (viď [7]).vyplývá nasledu-
júce tvrdenie: 

Veta 3. Ak s0 je koreňom charakteristickej rovnice (10) s násobnosťou v0 a ak 
tomuto koreňu prislúchajú elementárně dělitele (s — s0)

e i, (s — s0)
e2,..., (s — s0)

eq 

charakteristickej matice (11), pričom pre exponenty, z ktorých je aspoň jeden 
vdčší než jedna, platí: ex + e2 + ... + eq = v0, potom koreňu s0 prislúcha v0 

lineárně nezávislých riešení d. rovnice (1), ktoré možno rozdeliť na q podskupin. 
Pre riešenia ylk9 y2k9..., yekk9 ktoré patria do podskupiny prislúchajúcej elemen­
tárnemu dělitelů (s — s0)

k (k = 1,2,..., q) platí: 

(19) 

Уik(x) A = s0 Уu(x) , 

Уzk(x) A = s0 У2k(x) + Уn(x) , 

yekk(x) A = s 0 ye>k(x) + yek-iAx) • 

Eahko sa dokáže, že s maticou (18) je podobná matica 

(20) 

s0 0 0 . . . 0 0 
s0 s0 0 . . . 0 0 
0 s0

 s» •• . 0 0 

0 0 0 ... s0 s0J 
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Preto možno tvrdenie vety 3 formulovat tiež takto: 

Veta 3a. _4fc#s0 je kořeň charakteristické} rovnice (10) s násobnosťou v0 a s vlast-
nosťami ako vo vete 3, prislúcha mu v0 lineárně nezávislých riešení d. rovnice (1), 
pričom pre riešenia k-tej podskupiny (k = 1, 2,..., q) platí: 

yn(x) A = s0 ylk(x), 
/21s yzk(x) A = s0[y2k(x) + yík(x)} , 

yekk(x) A = s0[yek-ífk(x) + yekk(x)] . 

Veta 4. Riešenia d. rovnice (1) patriace do podskupiny prislúchajúcej elementár-
nemu dělitelů (s — s0)

ek (k = 1,2,..., q) charakteristické] matice (11) možno 
vyjadriťv tvare: 

ylftW = &o(x) &i(x) , 
y2*(*) = $o(x) í^2(x) + F(x) (ot(x)] , 

yik(x) = #0(*) W * ) + F(x) ^ ^ ( x ) + F W l f (*) 0 ©^(x) + + 

+ i»)W.)-i] W»)-. + .]^(x)i , . 3 , 4 % . 
(i - 1)! J 

fede #0(x) je příslušná Floquetova funkcia a funkcie cox(x), X = 1, 2,..., ek; majú 
na intervale I spojitá deriváciu n-tého rádu a spíňajú identitu o)x[t;(x)] = cox(x). 

Dókaz. Ak položíme vo vzťahoch (21) pre riešenia d. rovnice (1) patriace do fe-tej 
podskupiny (k = 1,2,..., q) 

yik(x) = <f>0(x) zt(x) , i = 1, 2,..., ek ; 

dostaneme pre určeme funkcií zf(x) tuto sústavu funkcionálnych rovnic: 

*i[Č(*)] = zi(x) > 
z2[^(x)\ = z2(x) + zt(x), 

(22) Z3Í£(X)1 * *s(*) + 22(x) , 

^KW3-^W + ^-iW-
Dosadením sa lahko přesvědčíme, že partikulárnym riesením sústavy (22) sú funkcie: 

zx(x) * h z2(x) - F(x), z3(x) = F(x) [F(x) - 1] , ... , 
zjx) - F(x)[F(x) - 1] ... [F(x) - ek + 2] :(ek - 1)!. 
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Všeobecné riesenie dostaneme preto v tvare: 

Zi(x) = G > I ( * ) , 

z2(x) = co2(x) + F(x) a)x(x) , 

Zi(x) = cot{x) + F(x) co^^x) + FW lFM -1 co^2(x) + ... + 

+ f(»)[f(,)-l)...[it»)-t + - ] B i ( x ) , i = _ 3 , 4 , . . . , < , ; 

kde co^x) je lubovolná n-krát spojité diferencovatelná funkcia na intervale I, pre 
ktorú platí: cOif^x)] = co±(x). O funkciách cox(x) (X = 2, 3,..., efc) sa lahko ukáže, 
že majú tiež uvedené vlastnosti. 

Tvrdenia formulované vo větách 1, 2, 3a a 4 sú zobecněním výsledkov odvodených 
v práci [6] pre samoadjungovanú lineárnu d. rovnicu tretieho rádu a v práci [8] pre 
lineárnu d. rovnicu štvrtého rádu s nulovými fundamentálnymi invariantami. 

Klasická Floquetova teória (viď [9]) vyplývá z viet 1 — 4 na základe toho, že 
lineárna d. rovnica n-tého rádu, ktorej koeficienty sú spojitými periodickými funkcia-
mi s periodou co, je sama so sebou ekvivalentná na celej číselnej osi s nositelom ekvi-
valencie %(x) = x + co, t(x) = c, kde c 4= 0 je reálna konstanta. 

Poznámka: Ak uvažujeme o lineárnej d. rovnici 

(23) /" + 2A(x) yf + [_-ť(x) + S3(x)] y = 0, 

kde funkcie Af(x), S3(x) sú spojité v intervale í = (0, oo) a pre všetky xel platí: 

k2 v ' kз 
A(kx) = ^>, 93(kx) = 

kde 0 < k #= 1 je reálna konstanta; má systém (2) d. rovnic tvar 

{{, x} + i_4(š) <T2 = iA(x) , 33(Č) Ž'3 = h(x) l 

a za uvedených predpokladov má na intervale I rieŠenie %(x) =. kx. Funkcionálně] 
rovnici 

F(kx) - F(x) = 1 

vyhovuje funkcia 

17/ \ - O g * F(x) = ~T > log k 

ktorá má v intervale I deriváciu 

F'(x) = — L _ # 0 . 
xlogfe 
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Příslušná Floquetova funkcia #(x) = ±Kxl^K, kde r = Log s9 K = log k a zna-
mienko + platí pri fc > 1, znamienko - pri 0 < fc < 1. D. rovnica (23) má preto 
za uvedených predpokladov taký fundamentálny systém riešení, ktorý možno vyjadriť 
v niektorom z týchto tvarov: 

a) yt(x) » Kx1*'*1* m{(x)9 kde cot(kx) « e*.(x), i = 1, 2, 3; 

b) yx(x) . Xx1+">* ^ ( x ) , y2(x) - Kx1+^ c2(x), 

y3(x) - Kx1+r*fKfco3(x) + -(logx) co2(x)l; « # * ) = co^x), í = 1, 2, 3; 

c) ^(x) = Kx1 +'>* cot(x)9 y2(x) « Kx1 +"/* TQ)2(X) + | (log x) a) t(x)l, 

y3(x) - Kx1+'"* I"CD3(X) + i (logx) co2(x) + ^ (log x) A o g ^ co&jl. 

kde (ojikx) « GO^X), i - = l , 2 , 3; pričom funkcie ct>ž, i -= 1, 2, 3; majú vo všetkých 
uvedených prípadoch spojitú deriváciu tretieho rádu v intervale í. 
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Резюме 

О РАСШИРЕНИИ МЕТОДА ФЛОКЕ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

/1-ТОГО ПОРЯДКА 

ЙОСЕФ МОРАВЧИК (Jozef Moravöik), Жилина 

В статье обобщена теория Флоке для линейных дифференциальных уравнений 
вида (1) с непериодическими коэффициентами. Предпологается только, что 
рк(х) е Сп~к(1х)9 к = 2, 3,..., п; и дифференциальное уравнение (1) эквивалентно 
само с собой в смысле эквивалентности введенной в статье [11] на каком-то 
интервале/ с 1Х. 

Zusammenfassung 

ÜBER EINE VERALLGEMEINERUNG DER FLOQUETSTHEORIE 

FÜR GEWÖHNLICHE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

DER n-TEN ORDNUNG 

JOZEF MORAVCIK, 2ilina 

In der Arbeit ist die Floquetstheorie für lineare Differentialgleichungen der Form 
(1) mit nichtperiodischen Koeffizienten erweitert. Man voraussetzt nur, dass der 
Koeffizient pk(x)e Cn-.k(lt), к = 2, 3,..., n; und die Differentialgleichung (1) auf 
einem Intervall I с Iu im Sinne der in der Arbeit [11] eingeführten Äquivalenz, 
selbst an sich äquivalent ist. 
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