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O CHARAKTERECH POLOGRUP,
JEJICHZ IDEMPOTENTY TVORI{ RETEZEC

BepRicH PoNDELICEK, Podé&brady
(Doslo dne 6. dubna 1964, prepracované dne 25. unora 1965)

Charakterem pologrupy G budeme v celém ¢&ldnku rozumét homomorfni zobra-
zeni ¢ pologrupy G do pologrupy viech komplexnich &isel takové, Ze pokud polo-
grupa G obsahuje jednotkovy prvek j, potom ¢(j) + 0. Pologrupou G* budeme
rozum&t pologrupu viech charakteri na G, pfiSemZ soudinem ¢;¢, charakterii
@1, 9, € G* rozumime takovy charakter ¢ € G*, %e ¢(x) = @,(x) @,(x) pro viechna
x € G. Snadno se dokdZe, Ze pologrupa G" je Abelovou inversni pologrupou s jednot-
kovym prvkem.

Abelova inversni pologrupa je disjunktnim sjednocenim maxim4lnich podgrup.
KaZXdému idempotentu e e G odpovidd prdvé jedna maximdlni podgrupa G, = G
takovd, ¥e e € G,, a naopak. Jestlie x € G, a y € G, potom xy € G, ;. MnoZinu E(G)
viech idempotentll pologrupy G lze &dsten& uspofddat ndsledujicim zpisobem

esfee=e; efcE®G).

Na zdvér &ldnku [1] je poloZen ndsledujici problém: Kdy jsou pologrupy G a G**
isomorfni? Na ziklad& pfedchazejicich dvah sta¢i pfi feSeni tohoto problému omezit
se jen na Abelovy inversni pologrupy s jednotkovym prvkem Pfipometime zde vétu
z préce [2] (Theorem 3,17):

Viéta 1. Ka%dd koneénd inversni Abelova pologrupa G s jednotkovym prvkem je
isomorfni s G"".

Nagim cilem bude dokdzat obrdcené tvrzeni pré pi‘ipad, Ze mnoZina viech idempo-
tentdl pologrupy G tvofi fet&zec.

Véta 2. Je-li G inversnf Abelova pologrupa, jeji¥ idempotenty tvo¥ Fetézec, potom
Jje isomorfnis G** tehdy a jen tehdy, je-li konecnd.

Dfive neZ pfistoupime k dikazu této véty, dokdZeme n&kolik lemmat. Je zfejmé,
¥e pokud G je Abelova grupa, je té2 G* Abelova grupa. Hodnosti r(G) Abelovy
grupy G budeme rozum¥t mohutnost kanonické D-soustavy této grupy. Viz [3].
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Lemma 1. Je-li nekoneénd Abelova grupa G periodickd s konednou hodnosti,
potom G* neni periodickd grupa a card G = N,

Dikaz. Je-li G Priiferova grupa typu p* (tj. aditivni grupa raciondlnich &sel,
jejich? jmenovatel je mocninou prvodisla p, modulo 1), potom poloZme ¢(x) =
= ¢?>™! pro ka¥dé x € G. Charakter ¢ z G* m4 nekone¥ny ¥4d, proto¥e pro ka%dé
ptirozené &islo n plati n < p", a tedy ¢"(x,) + 1 prox, = p™"z G.

Je-li G periodickd grupa s kone&nou hodnosti, potom podle véty 11 [3] je direktnim
souinem kone¥ného pottu periodickych grup hodnosti 1, tj. primdrnich cyklickych
grup a Priiferovych grup typu p®. Grupa G je nekoneénd, tedy card G = X, a aspoti
jeden direktni faktor je Priiferova grupa typu p®. Zbytek diikazu plyne z toho, Ze
pro kaZdé dv& Abelovy grupy G,, G, plati (G, x G,)* = G x G;, kde symbolem
= budeme rozumét isomorfismus grup.

Lemma 2. Pokud nekoneénd Abelova grupa G neni periodickd s konecnou hod-
nosti, potom card G < card G".

Dukaz. Necht G' = G je podgrupa vytvofend kanonickou D-soustavou grupy G.
Ztejmg 1(G) = 1(G’). Je-li card G > ¥,, potom podle véty 8 [3] card G = r(G) =
= 1(G’) = card G'. Je-li card G = N,, potom card G’ £ R,. Grupa G’ budto neni
periodickd nebo md nekone&nou hodnost, tedy card G' = N, = card G.

Grupa G’ je direktnim soudinem r(G’) cyklickych grup. Oznaime B < (G')*
mnoZinu viech omezenych charakterd na G’, tj. necht B = Hom (G’, C), kde C je
multiplikativni grupa viech komplexnich jednotek. Je-li r(G’) = X,, potom z vity
54,3 [4] plyne, %¢ card Hom (G’, C) 2 exp card r(G’) > card r(G’) = card G' =
= card G. Je-li 1(G’) < N,, potom aspoii jeden direktni faktor je nekone&nd cyklickd
grupa a podle téZe véty 54,3 plati card Hom (G’, C) 2 card C > N, = card G.

Podle véty 2,2 [1] je moZné kaZdy omezeny charakter ¥’ € (G’)" rozsifit do cha-
rakteru Y € G*. Je tedy card G = card B > card G.

Lemma 3. Jsou-li Abelovy grupy G, G** isomorfni, potom jsou konecné.

Dikaz provedeme sporem. Necht tedy isomorfni grupy G, G** jsou nekone¢né.
Je-li G periodickd grupa s koneénou hodnosti, potom podle lemmatu 1 neni G*
periodickd grupa, tedy card G = X, < card G* a podle lemmatu 2 card G" <
< card G** = card G, coZ je spor. Neni-li G periodickd grupa s kone¢nou hodnosti,
potom podle lemmatu 2 card G < card G* a podle lemmatu 1 nemiZe byt G"
periodickou grupou s konefnou hodnosti, tedy podle lemmatu 2 card G* <
< card G** = card G, coZ je opét spor. Grupy G, G " jsou tedy kone&né.

Lemma 4. Je-li G Abelova inversni pologrupa, potom jsou pologrupy. E(G )
[E(G)]" isomorfni.

Dikaz. KaZdy idempotentni charakter ¢ na G je jednoznaéné uréen hodnotami,
kterych nabyvd na E(G), protoZe ¢(x) = ¢(e) pro viechna x € G,. Naopak kazdy
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charakter na E(G) lze podle véty 2,2 [1] rozsifit do omezeného charakteru y na G,
a tudi? do idempotentniho charakteru |y| e G*.

Dikaz véty 2. Jsou-li pologrupy G, G"* isomorfni, potom jsou téZ isomorfni
pologrupy E(G), E(G**), a tudi podle lemmatu 4 jsou isomorfni pologrupy E(G),
[E(G)]**. Z v&ty 2 préce [5] plyne, Ze pologrupa E(G) je konetny fetdzec. Podle
véty 1,10 a dasledku 1,12 [1] existuje

a) antiisomorfni zobrazeni y mnoZiny E(G) na mnoZinu E(G"), pfitem? Gy, =
= [G.]* pro kazdé e € E(G),

b) antiisomorfni zobrazeni x* mmnoZiny E(G") na mnoZinu E(G""), pfi¢em

evieny & [GM]" pro kaZdé e” € E(G").

Jestli¥fe ¢ je isomorfismus pologrupy G na pologrupu G**, potom pro kazdé
ecE(G) je ¢(e) e E(G**) a Gy = G,. Krom¥ toho je ¢ isomorfismus mnoZiny
E(G) na mnoZinu E(G"*) a protoZe E(G) je koneny fet8zec, plati nutn ¢ = 3" o
na E(G). Odtud plyne, Ze pro kaZdé e € E(G)

[G]"" = [6a]” = Gelixe = Gaoy = Ge..
Podle lemmatu 3 jsou v§echny grupy G, kone&né. Pologrupa G je sjednocenim koneg-
ného podtu koneénych grup a tedy konednd.

Pozndmka. Pfedpoklad, Ze mnoZina viech idempotentii tvofi fetézec, je ve vété 2
nutny, jak ukazuje ndsledujici ptiklad. Necht G je interval <0, 1), ve kterém je ndso-
beni definovdno zpiisobem:

xoy=0,jelil*x+y=+1;

x oy = min (x, y) v ostatnich ptipadech.

Snadno se dokdZ¥e, ¥e G je Abelova nekonednd inversni pologrupa, kterd je isomorfni
s pologrupami G* a G* *.
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Pe3ome

O XAPAKTEPAX ITIOJIVI'PVIIII,
NIAEMITIOTEHTBI KOTOPBIX OBPA3VIOT IIEITb

BEJAPXWX ITOHAEJINYEK (Bedfich Pondéli¢ek), ITone6panst

Ilyctb G — abemeBa obpatHas momyrpynma, G* — moiyrpymnma xapakrepos G.
B pabore nokaszana cienyromas TeopeMa:

Abeaesa obpamnas nosyzpynna G, udemnomermesl KOmopoi o6pasyiom yens,
uszomopgrua G* * moz0a u moavko mozoa, ecau G KoHeyHa.

Summary

ON THE CHARACTERS OF SEMIGROUPS WHOSE
IDEMPOTENTS FORM A CHAIN

BepkicH PONDELICEK, Pod&brady .

Let G be an abelian inverse semigroup, G* the semigroup of characters on G. In
this paper the following theorem is proved:

An abelian inverse semigroup G whose idempotents form a chain is isomorphic
to G** if and only if G is finite.
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