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Časopis pro pěstován! matematiky, roč. 91 (1966), Praha 

ÚLOHY A PROBLÉMY 

1. Nechť / je spojitá na (0,1). Rozhodněte, zda existuje filtr % konvergující k nule 
tak, že ]im%(j(t 4- h) - /(*)]/**> ti- 5-derivace, je konečná pro skoro všechna t e (0,1). 

2. Vyšetřete třídu všech konečných reálných funkcí / na (0,1), které mají násle­
dující vlastnost: existují lebesgueovsky měřitelné množiny Ei9 i == 1,2,..., tak, 

00 

že U Et = (0,1) a že pro každé í = 1, 2,... je/ | Et spojitá funkce na Ei9 která se dá 

spojitě rozšířit na (0,1); přitom/1 E( značí redukci funkce/ na množinu Et. Rozhod­
něte, zda dokonce každá měřitelná/ nemá tuto vlastnost. 

3. Buď / konečná nezáporná funkce na <0,1> a nechť JV = {t; f(t) > 0} má 
Lebesgueovu míru nula. Rozhodněte, zda ke každému a > 0 existuje newtonovsky 
integrovatelná funkce g na <0,1> tak, že g ^ / a j*o g < £. Zdá se, že problém není 
triviální ani pro spočetnou N. 

4 Buď/ funkce definovaná na (0,1) x (0,1), a nechť/(., x) je lebesgueovsky 
měřitelná na (0,1) pro každé x e (0,1) a/(ř, .) je spojitá na (0,1) pro každé t e (0,1). 
Rozhodněte, zda pro každé [t, Q e (0,1) x (0,1) existuje 5 > 0 a spojitá funkce q> 
definovaná na (r — á, % 4* S) tak, že (p(x) = í a q>'(t) « f(t, q>(t)) skoro všude na 
(t - S, x + d). 

Poznámka. Lze dokázat, že toto „formální řešení" diferenciální rovnice x' = f(t, x), x(x) =- £ 
existuje např. za předpokladu, že aa (0,1) existují perronovsky integrovatelné funkce m, M tak, 
fe »<0 á/(ř» *) «8 **(0 P r o k a ž dé [/, *] €(0,1) x (0,1). Dále vyplývá z Lužinovy vety (S. 
Saks: Theory of the integrál, Warszawa 1937, str. 217), že taková funkce <p existuje, je-lif(t, x) = 
« F(t), kde F je měřitelná a skoro všude konečná na (0,1). 

Karel Karták, Praha 
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