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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SVAZEK 91 # PRAHA 20.2.1966 # CisLo 1

O CHARAKTERECH RETEZCU

OLpkicH KowALsk1, Brno a BEDRICH PoNDELICEK, Pod&brady

(Doslo dne 6. dubna 1964)

Necht M je libovolny Fetézec a U je fetézec {0, 1; 0 < 1}. Charakterem fetézce M
nazveme kaZdé isotonni zobrazeni ¢ fetézce M do fetézce U takové, ¢ pokud M
md nejvétsi prvek u, pak ¢(u) = 1. MnoZina M" viech charakterd na M, kterou
vZdy povaZujeme za &4st kardindlni mocniny UM, je uspofddanou mnoZinou. Snadno
se vidi, ¢ M" je 1plny fet€zec. Viz [1]. NaSim cilem je zjistit, za jakych podminek

(*) M je antiisomorfni s M*,
(**) Mjeisomorfnis M** = (M*)".

Idedlem Yetézce M nazyvame, jak zndmo, kaZdy podfetézec I takovy, Ze za < b
(ae M, bel) plyne ael. Mezi idedly potitdme i prdzdnou mnoZinu . Uvedeme
zde specidlni tvar véty Gleason - Dilworthovy o idedlech. Viz [2].

Véta. MnoZina G(M) vsech idedli: Fetézce M (uspofddand viiéi mnoZinové inklusi)
neni isomorfni s Zddnou podmnoZinou retézce M.

Necht a < b (a, b € M) znadi, %e prvek b je ndsledovnikem prvku a. Prvek a
nazveme shora izolovany, kdy% je bud nejvét$im prvkem v M nebo k nému existuje
prvek b > a. Prvek a € M nazveme zdola izolovany; kdyZ je bud nejmensim prvkem
v M nebo k nému existuje prvek ¢ < a.

Necht nyni M spliiuje n&kterou z podminek (*), (**), pak je M zfejm& uplny Fet&-
zec. Bud u jeho nejvétsi prvek. MnoZina M” je zfejmé& antiisomorfni s fetézcem E
viech idedld mnoZiny M — {u}; sta&i totiZ kaZdému charakteru @ € M* pfifadit
idedl t&ch prvkid xe M — {u}, pro které ¢(x) = 0. MnoZina M** je isomorfni
s mnoZinou t&h isotonnich zobrazeni y mnoZiny E do fetézce U* = {1,0;1 < 0},
pro které Y(2) = 1. Tedy M * je isomorfni s fetézcem viech neprdzdnych idedlt
na E. Ozna¥me tento fetzec E’. .

Je-li xeM, pak oznalme X = &{yeM;y S x} a (x)=¢&{yeM;y <x}.
Je-li I€E, pak obdobn& oznatme I = #{JeE;J <1} a (I) = &{JeE;J <1I}.
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Snadno se nahlédne, Ze plati:

a) Jellix<y(x,yeM), pak < 3, x < ¥.

b) (x) < X, {(x)) < () = (%) < ¥ pro kazdé xe M.

Ddle vzhledem k tplnosti fetézci M, E plati:

¢) Ka¥dy idedl I € E je tvaru I = (x) pro né&které x € M nebo je tvaru I = X pro
nékteré xe M — {u}.

d) Kazdé I'€ E’ je tvaru I’ = (X) nebo I’ = (X)) pro n&které x € M nebo je
tvaru I = x pro nékteré xe M — {u}.

Koneéng plati:

e) Je-li ¢ isomorfni zobrazeni E do M resp. ¢’ isomorfni zobrazeni E’ do M, pak
@(d) > d resp. ¢'(d) > d pro kazdé de M — {u}.

‘Skute&n¥, kdyby platilo ¢(d) < d, dostali bychom isomorfni zobrazeni fet¥zce
G(d) viech idedlt na d do fetézce d, coZ je spor s vétou Gleason - Dilworthovou.
Kdyby platilo ¢’(d) < d, pak ¢(I) = ¢'(I) by bylo isomorfni zobrazeni E do M,
pfidemZ ¢(d) < d, co je opét spor.

Lemma. Plati-li jedna z podminek (*), (**), pak kazdy prvek Fetézce M je shora
izolovany.

Dikaz. Platnost ngkteré z podminek (*), (**) znamend, %¢ bud M je isomorfni
s E nebo s E’. Pfedpoklddejme, %e v M existuje prvek d,, ktery neni shora izolovany
a budi? 4 infimum vSech takovych prvkil v Uplném fetézci M. Potom d neni shora
izolovany prvek.

Necht ¢ je isomorfismus E na M a ¢(I) = d. Podle ¢) je I < d a podle c) plati bud
I = (d) nebo I = (x) nebo I = X pro n¥které x < d. Ale ke kazdému x < d existuje
ndsledovnik y > x. Podle a) a b) md I ndsledovnika, tedy také d = ¢(I) md ndsle-
dovnika, coZ je spor.

Necht ¢’ je isomorfismus E' na M a ¢'(I') = d. Uzitim ¢), d), a) a b) odvodime
zcela obdobny spor.

Snadno se zjisti, e kaZd4d dobfe uspofddand mnoZina M s nejvétsim prvkem je
isomorfni s E a ¥e ka?d4 kone&nd mnoZina M je isomorfni s E’.

Z lemmatu tedy pfedevsim plyne:

Viéta 1. Retézec M je antiisomorfni s M* tehdy a jen tehdy, je-li M dobfe uspo-
Fddand mnoZina s nejvét§im prvkem.

Necht nyni M je isomorfni s M, pak viechny prvky z M jsou shora izolované,
podle a) a b) plyne, Ze vSechny prvky z E jsou shora izolované, a tedy viechny prvky
z M* jsou zdola izolované. Vzhledem k isomorfismu fetézcit (M*)* *, M* jsou viech-
chny prvky z M* také shora izolované, a tedy tplny fetézec M” je koneény. Retézec M
isomorfni s M* " je pak rovn&Z konetny.

Véta 2. Retézec M jeisomorfni s M * tehdy a jen tehdy, je-li M koneénd mnoZina.
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PesroMe
O XAPAKTEPAX LIEITEM

OJIAPXNX KOBAJICKU (Oldfich Kowalski), BpHO
u BEAPXWX INOHAEJINYEK (Bedfich Pondé&litek), ITomeGpanst

XapakTepoM IENmM MBI Ha30BEM KaXIO€ H30TOHHOEe OToOpaxeHwe ¢ uenu M
B uemb U = {0,1; 0 < 1}, Tak 4ro ecmu M mMeeT HamOOJBIIMH BJIEMEHT U, TO
(p(u) = 1. CumBosioM M”" MBI 0003HAYMM YHOPSOOYEHHOE MHOXKECTBO BCEX Xapak-
TepoB Ha M, KOTOpOE MBI PACCMOTPHM KaK YacTh KapaWHaJbHO# cTemenn UM,

B 3T0it paboTe moka3aHbI CIEOYIOLIME OBE TEOPEMBI:

Teopema 1. Ienv M anmuuzomopgna M mozoa u moavko mozoa, ecau M — enoa-
He YnopA00oueHHoe MHOMCECMBO C HaUBOALUUM I NeMEHMOM.

Teopema 2. IJens M uzomopgpra M* * mozda u moavko mozoa, ecau M — xoneu-
Hoe MHocecmso.

Summary
ON THE CHARACTERS OF CHAINS
OLpkicH KowaALskI, Brno, BEDRkICH PONDELiCEK, Pod&brady

By a character we mean each isotone mapping ¢ from the chain M into the chain
U = {0, 1; 0 < 1} such that if M has the largest element u, then ¢(u) = 1. By the
symbol M* we denote an ordered set of all characters on M which we comprehend
as a part of the cardinal power UM,

In this paper two following theorems are proved:

Theorem 1, The chain M is antiisomorphic to M" if and only if M is a well-
ordered set with the largest element.

Theorem 2, The chain M is isomorphic to M** if and only if M is a finite set.
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