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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 90 (1965), Praha

KONJUGIERTE PERSPEKTIVEN

LADISLAV DRrs, Praha

(Eingegangen am 11. September 1963)

A. DIE GRUNDBEGRIFFE

Es seien die Projetionen 'P, ?P, P durch die Zentren 'C, 2C, (die Punkte des
cuklidischen Raumes R;), G (der Punkt des erweiterten euklidischen Raumes R;) und
durch die Projektionsebenen 'z, 2z, y aus R, gegeben. Wir erwigen die Projektionen
'"P(P) = P;, ?P(P) = Py, P(P) = P” des Punktes PeR,, P¢'C, 2C, G, die Pro-
jektionen 'P(P?) = P}, *P(P") = P}; und die Projektionen 'P(G) = G,, *P(G) =
= Gy,. Die Punkte P;, P}, G, bzw. P;;, P};, Gy, liegen an der Gerade 'n n *CGP bzw.
21 n 2CGP. Das Paar Py, P} bzw. Py, P}, ist die erste bzw. die zweite Perspektive
des Punktes P. Ahnlich ist F,(Py,...), F{(P},...) die erste, Fyy(Pyy, ...), F}(Pip, -..)
die zweite Perspektive der Figur F(P,...) die aus den Punkten P, ... zusammen-
gesetzt ist. Wenn wir annehmen, dass 'nn %7 = a, aeR;, a n 'C2C = 0 ist, so
konnen wir die Ebenen 7, 27 mit den Perspektiven um die Achse a in die Rissebene g
drehen, a € 9, und wir erhalten zwei konjugierte Perspektiven Fy, F]; F,, F] der
Figur F. Wir bezeichnen weiter A = an7y, ¢ = 'C?’C, K; = cn'n, K;p= cn *n.
Die Kernpunkte K;, K;; liegen nicht an der Achse a. Die zweimal projizierende
Ebene Pc des Punktes P e R;, P ¢ c bezeichnen wir k. Dann ist Pc N 'n = kj,
Pcn*n = kf;, (k§ N kf;) € a, in Worten: die Kerngeraden kf, kf; des Punktes P
treffen sich an der Achse a.

B. KONJUGIERTE PERSPEKTIVEN DER EBENE y

Aus der Definition der konjugierten Perspektiven ergibt sich, dass die Felder y,, 7,
in g projektiv zugeordnet sind. Die Ebene y sei durch den Punkt A4 € a und durch die
Gerade h, A¢ h, h n ¢ = ( bestimmt. In den Projektiven Feldern y4, y, sind:

A — der selbstentsprechende Punkt. ‘

K1, K, — die Zentren von zwei perspektivischen Strahlenbiischeln der Kerngeraden
kY, k%, ... von den Punkten Pey,.... Die Achse dieser Biischel ist die
Gerade a.

hy,hy, — das Paar von projektiven Geraden.
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Durch diese Elemente ist die Projektivitit bestimmt, aus P, € y, kann man P,
konstruieren, (Abb. 1). Wenn wir P,K, = k{,a n k} = «, AP, = p;,p, n h; = H,,
K.H, = k¥, k¥ n a = » bezeichnen, so ist aK, = k5, xK, = k&5, H, = h, 0 k5,
p2 = AH, und P, = p, n kj (die Konstruktion K1).

Konnen umgekehrt zwei projektive Felder fiir die konjugierten Perspektiven gehal-
ten werden? Seien also in der Ebene ¢ = R; die Punkte K} + A’ + K, und die
Geraden hy# a’ % h3 mit diesen Eigenschaften gegeben: A’ ea’; a’ = R;; A’ ¢
¢ K'K5; Ki, K5 ¢a’; Ky ¢ hy; K5 ¢ hy; A' ¢ hi, h;. Diese Elemente bestimmen eine
einzige Projektivitdt der Felder y,,y,, wenn wir den
Punkt A" als den selbstentsprechenden Punkt, die Punkte

1, K5 als Zentren von perspektivischen Biischeln mit
der Achse a’ und das Paar hi, h), als projektives Paar
wihlen. Wir werden diese Elemente mit solchen Eigen-
schaften kurz als P bezeichnen.

Hilfsatz 1: Wenn die Projektivitdt der Felder v}, v
in ¢ durch P und ein Winkel o + 0° 180° gegeben
sind, so gibt es ein einziges Paar von Projektionen
'P('n =g, 'C), >P(*n, 2C) und eine einzige Ebene
y = (A, h) so, dass A = A', h — die Ferngerade von
y, <L 'n?n =w, 'nn3r=a=a ist und dass fiir
die konjugierten Perspektiven von y in ¢ Ky = K,
ok, Kj = K,, b, = hy, b = h, gilt.

Beweis. Wir nehmen 'z = g, y; = y; und drehen das Feld y; um die Achse
a' = a in die Ebene 2r so, dass < 'n%n = o sein wird. Das neue Feld bezeichnen
wir als y;; und die Ebene durch 4" = 4 und durch die Fernpunkte von hy = h,
und hy; mit y. Die Ebenen 'e, %, wo by < ‘e || y, by < 2e || y ist, bestimmen an der
Gerade K;K;; = c die Punkte !C = ¢ n ¢, ?C = %¢ n c. Diese eindeutig bestimmten
Projektionen 'P('x, !C), *P(*n, 2C) und die Ebene y haben sicher die geforderten
~ Eigenschaften. :

Die projektiven Felder, die durch P bestimmt sind, kann man also nach diesem
Hilfsatz auch fiir die konjugierten Perspektiven einer Ebene halten. Darum werden
wir weiter die Elemente von P ohne Strich bezeichnen.

Hilfsatz 2. Die Punkte 'C, 2C aus dem 1. Hilfsatz sind, wenn man den Winkel
X 721 = w beliebig dndert, Punkte von zwei Kreisen 'k, 2k, deren Ebenen x, 2x
normal zu a stehen.

Beweis. a) Die Gerade K, K, stehe nicht normal zu a. (Abb. 2, wo die normalen
Projektionen in die Ebene !n = g mit Indexen , und die normalen Projektionen in
eine zu a normale Ebene mit Klammern bezeichnet sind.) Der Punkt K, dreht sich
bei der Anderung von w um die Achse a an dem Kreis k*. Die Gerade KK, = ¢
ist die Erzeugende des Kreiskegels (K;, k¥).
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An dieser Gerade liegen
die Punkte !C, *C und
zwar in den Ebenen lg, 2¢
aus dem 1. Hilfsatz. Um
diese Punkte zu erhalten,
konstruieren wir die Ge-
rade K, so, dass h, || k, und
(hy na)eh, ist und be-
zeichnen Qe h,, K,0Q || a.
Jetztist 'e = h;hy = hyQyy.
Wenn wir !C = ¢ n ¢ er-
halten wollen, so legen wir
durch ¢ eine Ebene «, die
mit a parallel ist und dann
ist «a nle = 0,0, und
'C = Q,;0;; n c. Die Gera-
den K;K;; und Q,;0,; sind
die Erzeugenden von Kreis-
kegeln mit den Richtkreisen
in parallelen Ebenen und die
Punkte 'C liegen an ihren
gemeinsamem Kreis 'k in
einer zu a normalen Ebene
». Ein Punkt dieses Kreises
ist K;K, n Q;0 und da-
durch ist der Kreis 'k be-
stimmt. Ahnlich erhalten
wir den Kreis 2k.

b) Wenn K;K, L a ist ¢

(Abb. 3), so kommen wir
dhnlich wie im a) zu diesem
Ergebniss: Die Punkte !C
sind wieder Punkte desKrei-
ses !kin einer zu a normalen
Ebene, welche die Gerade
KK, enthélt. Dieser Kreis
ist ihr Schnitt mit dem
Kreiskegel (Q;, k%), wobei
k2der Kreis ist, an welchem
sich ‘der Punkt Q0 um die
Achse a dreht. Wie im a) ist
Qeh,y, (hyna)ehy, by h,.

Abb. 3.



C. KONJUGIERTE PERSPEKTIVEN DER RAUMLICHEN FIGUR F

Es war im Abschnitte B gezeigt, dass F}, F} zwei projektive Figuren in g sind.
Was fiir ein Zusammenhang besteht zwischen den Figuren F; und F,? Wenn wir
die Punkte Gl,‘G2 benutzen, so kdnnen wir aus P, € F; den konjugierten Punkt P,
auf diese Weise bestimmen:

P,K,nP,K,=0a, aca, P, eGP|, P,=G,P;, (Konstruktion K2).

Umgekehrt seien gegeben:

a) die Projektiven Felder yy, y, durch P und die Figur F}(P}, ...)in y,,

b) die Punkte G}, G, welche die Bedingung (G{K, n G3K,) € a erfiillen,

c) die Figur F{(P}, ...), wo P} # G}, Gy € P{P}, ... ist.

Dann kann man konstruieren

1) die zu FJ projektive Figur F}(P}, ...), (nach K1),

2) die Figur Fj(P5, ...) aus den Schnittpunkten Pj, ... von PG5, ... und (P,K; N
Nna)K,,....

Nach dem 1. Hilfsatz sind F} und F} konjugierte Perspektiven von der Figur
F(P,...) = v, die durch Projektionen 'P('C, 'z), 2P(2C, %) entstanden.

Sei weiter G = G;'C n G1,2C (die Geraden G;!C und G}2C treffen sich, weil
(GiK, n G4K,) € a ist). Durch G, y sei die Projektion P definiert. Dann ist G, = G,,
G; = G,. Durch die Punkte P = 'CP; n 2CPj,, ... ist eine neue Figur F(P,...)
definiert, fiir welche, wie man sich leicht liberzeugt, P(F) = F", F; = F,, F; = F, ist.

Das bedeutet: Die Figuren F;, F}, welche durch die angegebene Weise aus P,

1» G5 konstruiert wurden, sind gemeinsam mit den Figuren F;, F] die konjugierten
Perspektiven einer Raumfigur F. Darum werden wir weiter zu F,, G,, G, keine Striche
zufiigen.

Auf Grund dieser Uberlegung ist das Umzeichnen von Perspektiven nur mit Hilfe
der Elemente P, G,, G, durchfiihrbar. Die Projektionen !P, 2P, P braucht man nicht
konstruieren. .

Am hiufigsten wihlt man die Projektion P speziell: Das Zentrum G ist der Fern-
punkt von den Normalen zu y. Dann sind die Paare F}, Fy; F}, F, zwei Perspektiven
im gewdhnlichen Sinne (y — die Grundebene, hy, h;; die Horizonte). Nur solche
Perspektiven werden wir weiter in Betracht ziehen.

Wie soll man jetzt die Elemente P, G,, G, wihlen, wenn man den Punkt G als
den Fernpunkt von den Normalen zu y erhalten will?

a) Wenn die Gerade hy nicht zu a normal steht, (Abb. 4), ist auch die Ebene x
des Kreises 'k nicht zu a normal. Wenn wir den Punkt G als Fernpunkt von Normalen
zu y erhalten wollen, so muss die Bedingung G'C Ly, also auch G,!C L h'C
erfiillt sein. Darum fijhren wir nach der Abb. 4 eine Ebene ¢ L h, ein, welche den
Kreis 'k im Punkte !C schneidet und bezeichnen h; n ¢ = E. Der gesuchte Punkt G
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liegt an e N 'm und es ist E'C L G,'C. Bei der Bezeichnung nach der Abb. 4 erhalten
wir fiir die Koordinaten des Punktes G,
x=m+ &,
y
(y—mn=r—(&:cosa)’.

xtgoa + 1,

Daraus ergibt sich die Gleichung der Hyperbel 'h, an welcher die méglichen
Punkte G, (die Fluchtpunkte der zu y normalen Richtung) liegen:

'h=x? 4+ xytga — 2mx :cos’?a + m:cos?a —r* =0.

Ihre Asymptotenrichtungen sind

x=0,
y=-—x:tga,
ihr Zentrum hat die Koordinaten
x =0,

y = 4m : sin 2.

Abb. 4.

Diese Hyperbel kann man auch leicht Konstruieren: Die Asymptote 'a geht durch
den Schnittpunkt h; n ¢ = S normal zu h;. Weil die Schnittpunkte 1, 2 des Krei-
ses 'k mit der Ebene 'z auch die Punkte von 'h sind, so erhalten wir an », den Punkt

Q(ST = 20) der zweiten Asymptote 2a, die normal zu %, steht. Dadurch ist 'h
bestimmt.
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b) Wenn die Gerade h, (und nicht die Gerade h,) zu a normal ist, so haben wir
* “ hy, d # 0, Abb. 5. Wir wiihlen wieder die Ebene ¢ L h, so dass sie den Kreis 'k
im Punkte 'C trifft und bezeichnen hy; N ¢ = E. Ahnlich wie im a) bestimmen wir
den Punkt G, af ¢, aus der Bedingung G,'C L h,"'C. Bei der Bezeichnung nach der
Abb. § haben wir fiir die Koordinaten von G, die Gleichungen

,1=y_d:
n.d=r*—d?*,
dly —d) =r* — x*.
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Abb. 5.

Daraus ergibt sich die Gleichung der Parabel 'p, an welcher die moglichen
Punkte G, liegen:
lp=y=—x2:d+r*+d>.

Die Abb. 5 enthilt auch die Konstruktion des Scheitels S von ! p. Die Kegelschnitte
1h, 2h, bzw. !p, 2p benennen wir als die zu den Elementen P adjungierten Kegel-
schnitte.

c) Beih; Laund h, Laistd = 0und G, = G, ist der Fernpunkt von a.

Wir bemerken noch, dass im Falle c) die Ebenen 'z, 2z normal zu y stehen, im
Falle b) nur die Ebene 2z und i Falle a) keine von ihnen.

Alle bisherigen Ergebnisse fassen wir in diesem Satz zusammen:

Es seien die projektiven Felder vy, y, in der Ebene ¢ durch die Elemente P(K,, K,
hy, hy, a, A) gegebenen. Dan gibt es die Projektionen 'P, 2P (mit Zentren *C,%C und
mit Projektionsebenen 'n = g, >n und die Ebene y = (A, h) (h — Ferngerade), so
dass die konjugierten Perspektiven vony in ¢ mit den Felderny,,y, identisch sind.
Die Zentren 'C, 2C von allen solchen Projektionen sind Punkte von zwei Kreisen
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'k, 2k in den zu a normalen Ebenen 'x, *x. Wenn die Geraden h,, h, nicht gleich-
zeitig zu a normal sind, so liegen die Punkte G, G, (die konjugierten Perspektiven
von dem Fernpunkt G der Normalen zuy) an den zu P adjungierten Kegelschnitten.
Bei hy L a, h, L a ist Gy = G, der Fernpunkt von a.

Nach diesem Satz kann man zu Fj, F; die konjugierte Perspektive F}, F, auf

diese Weise ermitteln:

Zuerst wihlt man die projektiven Felder y,,y, durch die Elemente P. Dann
konstruiert man die zu P adjungierten Kegelschnitte. Wenn man passend G, an
einem wihlt und den Punkt G, an dem anderen und an der konjugierten Kerngerade
ermittelt, so erhédlt man alle Elemente, die zu der Erfindung von F}, F, aus F}, F,

nach den konstruktionen K1, K2 nétig sind.
Vytah

SDRUZENE PERSPEKTIVY

LApIsLAV Drs, Praha

Z dané perspektivy F,, F] lze sestrojit sdruZenou F,, F} zndme-li projektivitu P
mezi perspektivami F}, F} kolmych primé&ti Gtvaru F do roviny y a ub&Zniky G,, G,
sméru kolmého k roviné y. Zdvislost bodl G,, G, na projektivité P urfuje zdvéreénd
véta.

Pes3rome

COITPAXXEHHBIE ITEPCIIEKTHBBI

JIAOUCJIAB OPC, (Ladislav Drs), Ilpara

U3 nannoit nepcnextussbl F;, F] MOXHO IOCTPOMTH HOBYIO nepcuektusy F,, F},
3Has npoektuBHOCTH P Mexny mepcmektusamu F), F} opToroHanbHoil mpoekoun F
Ha TUTOCKOCTB y M 3Has emie Touku cxoja G, G, HOpMaJIbHOTO HaIpPaBICHHUS K IUIOC-
KOCTH y. 3aBHCHMOCTH TO4YeK G, G, OT NpoeKTUBHOCTU P BBIpaXkaeT 3aKIIOYHTEINDb-
Has Teopema.
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