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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 90 (1965), Praha

O REALNYCH POLYNOMECH 4. STUPNE

JAN MaRik, Praha
(Doslo dne 9. 9. 1963)

Hlavnim vysledkem préce je véta 2, kterd uddva nutnou a postacujici pod-
minku, aby dany redlny polynom 4. stupné byl nezidporny.

Cilem této prdce je urdit ,,typ* daného redlného polynomu 4. stupng; to znamend
zjistit, kolik md tento polynom redlnych a imagindrnich kofend a jaké jsou jejich
ndsobnosti. Pro zjisténi té€chto udaji jsou zndmy rizné metody; napf. ve Schwarzové
knize ,,Zdklady nauky o rieSeni rovnic** (str. 127) je vySetfen redlny polynom 4. stupn&
s vesmés jednoduchymi kofeny a s nulovym koeficientem u 3. mocniny proménné.
Pfislusné podminky jsou velmi jednoduché. Provedeme-li vSak v ,,obecném‘* poly-
nomu 4. stupné takovou linedrni transformaci, aby se koeficient u 3. mocniny anulo-
val, dostaneme pomoci té&chto podminek vzorce jiZ ponékud nepfehledné. Vzorce,
které nyni odvodime, jsou jednodussi a snad prehlednéjsi, protoZe kazdd z ddle uvede-
nych podminek pro polynom f(x) je totoZnd s pfisluinou podminkou pro polynom
x* f(x~1). To je jist® pfirozené, protoZe tyto polynomy jsou ziejm& téhoZ ,,typu®,
pokud f(0) # 0. '

Pro jednoduchost vyjadfovdni a oznaeni zavedeme tuto umluvu: Bud f redlny
polynom. Rekneme, Ze polynom f je kladny (znatka f > 0), kdyZ pro kaZdé redlné x
je f(x) > 0. Vyznam slov ,,polynom f je nezdporny* a symbolu f = 0 je jist® zfejmy.

Je zndmo (a snadno se zjisti), Ze diskriminant redlného polynomu 4. stupn¥ je
zdporny prdvé tehdy, kdyZ tento polynom md 2 kofeny redlné a 2 kofeny imagindrni.
Podrobnéj$im rozborem &tendf snadno dokdZe ndsledujici vétu o ,,klasifikaci*:

Véta 1. Bud f redlny polynom 4. stupné s nejvyssim koeficientem kladnym a bud D
Jjeho diskriminant. Potom plati:

1) Je-li D > 0 a f 2 0, md f étyFi imagindrni koFeny.

2) Je-li D =0 a f = 0, pak budto je f dvojmoc kvadratického polynomu nebo
md f jeden dvojndsobny redlny kofen a dva koFeny imagindrni.

3) Je-li D 2 0 a neni-li f 20, md f jen redlné koreny; je-li D > 0, jsou CtyFi
Jednoduché, je-li D = 0, je bud jeden dvojndsobny a dva jednoduché nebo jeden
trojndsobny a jeden jednoduchy.

4) Je-li D < 0, md f dva koFeny redlné a dva imagindrni.
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Abychom tedy uréili,,typ* polynomu f, miZeme postupovat takto: a) Uréime sgn D.
b) Je-li D 2 0, zjistime, zda f = 0. ¢) Je-li D = 0 a neni-li f 2 0, zjistime, zda f md
trojndsobny kofen. d) Je-li D = 0 a f > 0, zjistime, zda f je dvojmoci kvadratického
polynomu g, a.v takovém pfipadé najdeme ,,typ* g.

O tom, jak pozndme, zda f = 0, zda f md trojndsobny kofen, zda f je dvejmoci
kvadratického polynomu a jaké kofeny md tento polynom, nds pouduji véty 2, 3 a 4.
Ve vétdch 2 a 4 pfedpokldddme, Ze nula neni vicendsobnym kofenem polynomu f;
to zfejmé& neni Zddné podstatné omezeni.

K dikazu véty 2 budeme potiebovat nékolik pomocnych vét.

Lemma 1. Necht polynom
(1) f(x) =x* — Ax*> + Bx> — Cx + 1 (4, B, C redlnd ¢isla)
md jen 'rea'lné koFeny a necht |A| % |C|. PoloZme
(2) p(x) = x* — tx® + Bx* — txsgn AC + 1, kde t© = |AC|*.
Potom polynom p neni nezdporny.

Dikaz. ProtoZe polynomy g(x) = x* f(1/x), g(— x) maji také jen redlné kofeny
a je jim popsanym zplisobem pfifazen tyZ polynom (2), méZeme ptedpoklddat, Ze
A>|Cl.Je-liC L0, je

(3a) p(x) = x* —wx* + Bx* + wx + 1.

Polynom fmd v tomto pfipad€ aspoii jeden zéporny kofen a a je p(a) = p(a) — f(«) =
=A-1+(r+Cas(4-1)a*<0.

Bud tedy C > 0. Potom
(3b) p(x) = x* — x> + Bx* —tx + 1.

Budte o; kofeny polynomu f; oznaleni volme tak, aby platilo a; < a, < a3 £ ay.
Kdyby bylo ¢, = 1, bylo by téZ «, = 1 a m&li bychom A = C(=4) proti pfedpokla-
du; je tedy oy < 1. Je-li ay > 0, je C = oya304 + 0030304 + 00,0 + 000003 =
2 ai(eg + o3 + @y + o) = 34 > afd, C* > o4, p(a;) = p(oy) — floy) =
=(A-1)a] — (v — C)ay = ay(4* — C¥)(al4? — CH) <.

Bud nyni @, < 0. Zfejm& a, < 0 < «3. PoloZme y = ((r — C)/(4 — 1))}, r(x) =
= —(A - 1) x(x?* —9?). Jeli x < —y nebo 0 < x <, je r(x) > 0; ddle je f =
= p + r. Ptedpoklddejme, Z¢ je p = 0. Potom —y < ay, 7 < a3, tedy a;' <
Soaf's -y o' a3 297, C=Ya;' £0; tim jsme dosli ke sporu.
Vidime, Ze v Zddném pfipadé neni p = 0.

Lemma 2. Budte f, p polynomy (1), (2) a bud |A| = |C|. Potom je budto p(x) = f(x)
nebo p(x) = f(—x).
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Dikaz. Je-lli A >0, je 1t =A = |C|, sgn AC = sgn C a tedy 7sgn AC =
=|ClsgnC=C, p=f Jeli AL0, je t=—A, sgn AC = —sgnC a tedy
75gn AC = —C, p(x) = f(—x).

Lemma 3. Budte f, p polynomy (1), (2); necht p md rediny koren. Potom md té% f
redlny koren.

Diakaz. Stali vySetfit pfipad, kdy A = |C|. Bud napfed C £ 0. Potom md p
tvar (3a). Je-li p(«) = 0, je téZ p(—1/a) = O; polynom p md tedy kladny kofen B
aje f(B) = fB) — p(B) = ~(4 - ) B> — (+ + C) B S 0.

Bud nyni C > 0. Potom plati (3b). Pfedpoklddejme, Z¢ p nemd kladny kofen;
odvodime spor. ProtoZe p nemiZe mit samé zdporné kotfeny, md dva zdporné kofte-
ny a,, o, a dva imagindrni kofeny a3, a,. Snadno se zjisti, Ze a0, = 1 = az0, = |0,
o + oy £ —2, a3 + a, < 2. Odtud plyne, Ze © = Y o; < 0, coZ je spor; p md tedy
kladny kofen o a zfejm& také 1/a. Vidime, Ze p md kofen B = 1; protoZe f*(A — 1) =
2A—r=AA -cHzcat - =1-C, je f(B)=SB) - p(B)=
—(-C)f— (A=) = f( — C) = (A — 1) B) S 0.

Lemma 4. Bud D diskriminant polynomu (1). Potom je polynom (1) nezdporny
prdvé tehdy, kdy? je D 2 0 a kdyZ je polynom (2) nezdporny.

Dikaz. Bud f 2 0; poloZme f,(x) = f(x) + x*/n. Zplisobem, popsanym v lemma-
tu 1, je polynomu f, pfifazen polynom p,(x) = p(x) + x2/n (n = 1,2, ...). ProtoZe
f, >0, je podle lemmatu 3 té% p, > 0 a tedy p = 0. Zfejm& je D = 0.

Budnynip = 0a D = 0. Je-li |4A| = |C|, je podle lemmatu 2 téZ f = 0. Je-li |[4] *
# |C[, md f podle lemmatu 1 imagindrni kofen a podle tvrzeni 3) z véty 1 je f = 0.

Lemma 5. Definujme funkci ¢ pfedpisem ¢(t) = —t — 1 pro t £ 0, ¢(t) = —1 +
+(8)  pro0 <t <2, ¢()=t+ 1prot =2 Budte a, B,y redlnd &isla, |o| = |yl;
poloime g(x) = x* + dax® + 6fx2 + 4yx + 1. Potom je g = O pravé tehdy, kdyz
38 = ¢(2ay).

Dikaz. Bud napfed ay < 0; poloZme h(y) = y® + 4ay + 68 + 2. Potom je
9(x) = x* . h(x — x~'); vztah g = O plati pravé tehdy, kdy% diskriminant polyno-
mu h je nekladny, co? je zfejmé ekvivalentni se vztahem 3f > (p(2ay).

Bud ddle ay > 0; polozme k(y) = y* + 4ay + 68 — 2. Potom je g(x) = x%.
- k(x + x~1); vztah g = O plati pravé tehdy, kdyZ k nem4 Z4dny jednoduchy redlny
kofen o prosté hodnot& > 2, kdy? je tedy budto

4 4> — 68 +2<0
nebo
(5) 40> — 68 +2>0, |20 + (42> — 68 + 2)F < 2.

:Ie-li ld] <1, je @(2ay) = —1 + 4al; je-li [a] = 1, je @(20y) = 1 + 20 Plati-li (4),
8 3B214+2a2=—1+4a +2(1 —laf)2= —1+4a] a tedy 38 = o(2w):
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Plati-li (5), je la| <1 a 40> — 68 + 2 < 4(1 — |«])?, takie 382> —1 + 4o =

= ¢(2xy).
Bud naopak 38 = ¢(2ay). Je-li |«| = 1, plati zfejm& (4); je-li |¢| < 1 a neplati-li (4),
zjistime snadnoy Ze plati (5).

Lemma 6. Budte a, b, ¢ redlnd &isla a bud D diskriminant polynomu
(6) f(x) = x* + 4ax® + 6bx? + dcx + 1.

Bud ¢ funkce z lemmatu 5. Potom je f = 0 prdvé tehdy, kdyZ je D = 0 a 3b =
2 ¢(2ac).

Dikaz. Polome o= —|acl!, B=b, y=a.sgnac, g(x)=x*+ 4ax® +
+ 6Bx% + 4yx + 1. Podle lemmatu 4 je f=0 prdavé tehdy, kdyz je D=0
a g 2 0; podle lemmatu 5 je g = 0 pravé tehdy, kdy? 3b = 38 = ¢(20y) = ¢(2ac).

Pozndmka. Je zndmo, Ze diskriminant D polynomu x* + b,;x3 + b,x* +
+ bix + b, je ddn rovnosti

7) 27D = 4(12b, + b} — 3byb,)* —
— (2763 + 27b3b, + 2b3 — 72byb, — 9 bybs)? .

KaZdy redlny polynom 4. stupné lze zfejmé psdt také ve tvaru

(8) f(x) = apx* + 4a,x* + 6a,x* + 4asx + a, (ap +0).

Kdyz v (7) poloZime b; = (4) aja; ', dostaneme pro diskriminant D, polynomu f
vztah !

) ag.27%. D, = E® — 27F?%,

kde

(10) E = apa, + 3a2 — 4a,a;, F = apas + aa, + a3 — apa,a, — 2a,a,a; .

Lemma 7. Bud D diskriminant polynomu (6). Necht D 2 0, b < 1. Potom 16ac <
< (3 + 1)~

Dikaz. Polome v = —2ac, w = a* + ¢2. Ztejm& w = —v. Protoze D = 0,
je podle (9) a (10) (1 + 3b% + 20v)* = 27(w + bv + b® — b)* a tedy
(1)  (GRe+1+3bY)FzwH+bv+b*—b2(b—1)o+b>—b.
Polozme vy, = —(3b + 1)%, J = {(—3(1 + 3b?), ) a pro t e J definujme
Y(©) =GR+ 1+ 302 + (1 —b)+b—b>.
Funkce  zfejm& roste. Ddle je 4(1 + 3b% + 2v,) = 4 + 12b% — 9b> — 6b — 1 =
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=31 - b)% 8(vo(l — b) + b — b®) = (96> + 6b + 1) (b — 1) — 8(b> + b).
(b = 1) = (b — 1) Vidime, Ze 8Y(v) = (1 — b)* + (b — 1)* = 0. ProtoZe podle
(11) je Y(v) 2 0, je —2ac = v = v, a tedy 16ac < (3b + 1)

Lemma 8. Bud D diskriminant polynomu (6). Potom je f = 0 prdvé tehdy, kdyz
D 2 0 a kdy? plati nékterd z ndsledujicich dvou podminek (12), (13):

(12) |2ac + 1] £ 3b;
(13) |3b £ 2ac +1, ac< 1.

Dikaz. PoloZme t = 2ac. Bud napfed f = 0. Potom je podle lemmatu 6 D = 0
a3b = ot). Jellit < —1,je 3b = —t — 1 2 0, takZe plati (12). Je-li t = 2, je 3b >
> t+ 120, takZe (12) opét plati. Necht nyni —1 <t < 2 a necht neplati (12).
Potom —t — 1 < ¢(f) £ 3b < |t + 1] =t + 1, takZe [3b] £ ¢t + 1. Plati tedy (13).

Bud ddle D = 0. Plati-li (12) nebo (13), je zfejm& 3b = —1 — t; je-litedy t < 0, je

(14) 3b 2 oft).

Bud nyni ¢ > 0. Potom je budto ¢(t) = —1 + (8¢)* nebo ¢(t) = 1 + t a ziejmé
L4+ t= -1+ 8 + 21 — (31)})? 2 —1 + (8t)}, takie 1 + t = ¢(1). Plati-li (12),
dostdvdme opét (14). Nechf tedy plati (13). Zfejm& b < 1 a podle lemmatu 7 je

(15) (81 <136 + 1].

Protoze 0 <t <2 <8, jet <(81)} 3b| St + 1 <1+ (80)}, —(3b + 1) < (81)*
a tedy podle (15) 3b + 1 = (81)%, 3b = —1 + (81)* = ¢(t). Vidime, Ze ve vSech pfi-
padech plati (14), a podle lemmatu 6 je f = 0.

Pozndmka. M4-li polynom (6) nezdporny diskriminant a je-li ac = 1, |3b] <
< 2ac + 1 (= 3), je podle (15) b = 1 a plati (12); polynom (6) je tedy nezdporny.
Vidime, Ze podminku (13) miZeme nalradit podminkou

I3b| £ 2ac +1, acZ1.

Véta 2. Necht ay > 0, |as| + |asl > 0; bud D diskriminant polynomu (8). Po-
loZme

(16) R = (agas + 2a,a5)* — 9a0a,a3 .

Potom je f = 0 prdvé tehdy, kdy? D =2 0 a kdy? je splnéna nékterd z ndsledujicich
dvou podminek (17), (18):

(17) R<0, a,20;
(18) R=0, —1}acas £ aja; < agay.
Dikaz. Je-li f= 0, je oviem a, = 0. Kdyby vsak bylo a, = 0, bylo by podle
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pfedpokladu a; + 0 a neplatilo by f = 0. Je-litedy f = 0, je a,-> O.

Bud naopak D 2 0 a nechf plati (17) nebo (18). Plati-li (18), je zfejm& a, > 0.
Nechf tedy plati (17); dokdZeme, Ze je op&t a, > 0. Pfedpoklddejme proto, Ze a, < 0.
ProtoZe R £ 0, je apa, + 2a,a;3 = aza, = 0. Jeli a, =0, je a,a; = 0; protoZe
ay +0,je a; =0atedy E = 3a}, F = aqa} + a3 > a3 = 0 (viz (9), (10)), takZe
(3E)® — F? < 0 proti predpokladu. Je-li a, < 0, je a, = 0, —2a,a; = aqa, <0,
E < 0 atedy opét D < O proti pfedpokladu.

MiZeme tedy predpoklddat, Z¢ a, > 0; polozme & = (a5 'a,)?, definujme &isla
a, b, ¢ ptedpisem aga = a,6°, a,b = a,6% a,c = a;d a utvofme polynom g(y) =
= y* + 4ay® + 6by? + 4cy + 1. Ztejmé je

(19) f(¥8) = as g(y), ac = ajas(aga,)™!, b* = al(asa,)™*.

Misto (12) méZeme psdt (2ac + 1)2 < 9b% b =0 neboli (2a;a; + aea,)’ <
< 9a0a4a3, a; 2 0, coZ je (17); misto (13) méZeme psdt (2ac + 1)® = 9b%, 2ac +
+120,ac <1 neboli (2aja; + agas)® = 9a0a,a3, 2a1a; + agas = 0, aja; <
< ayay, coZ je (18). Nase tvrzeni nyni snadno plyne z lemmatu 8.

Pozndmka. Bud diskriminant polynomu (8) nezéporny; bud a, + 0 a bud
(18" R =0, —1aga, £ aa; £ aga,.

Z pozndmky k lemmatu 8 a z diikazu véty 2 snadno plyne, Ze je za t€chto pfedpokladii
polynom (8) op&t nezdporny. Polynom x* — 7x% + 6x = x(x — 1) (x — 2)(x + 3)
viak ukazuje, Ze ve v&t& 2 nelze podminku (18) nahradit podminkou (18").

Véta 3. Polynom (8) md koFen o ndsobnosti aspori 3 prdvé tehdy, kdy? ¢isla E, F,
definovand vztahy (10), spliiuji podminku

(20) E=F=0.
Tento kofen md ndsobnost 3 prdvé tehdy, kdy* (kromé (20)) plati
(21) @+ agay,

a je potom ddn vyrazem }[(aca; — aja,)/(a} — aoa,)].

Ditkaz. Bud napted E = F = 0 a a? = aoa,. Potom 0 = a}F = aga? + ada3 —
— 2ajaja,a; = (aka; — a})?, 0 = a3E = aja, + 3ajal — 4alaja; = ada, — a}
a tedy aja; = a3}, aga, = a}. Vidime, Ze f(x) = ao(x + a,a5')*.

Piedpoklddejme nyni, Ze plati (20) a (21), a definujme &isla o, a, B predpisy
(22) 20(apa, — a}) = aja; + 2a; — 3aza,a,,

(23) . : at =a; + o, af=a, —3o.
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Snadno se zjisti, Ze
(24) aoF — (@ — aoa,) E = a2a3 + daua3 + 4ala; — 3a}a — 6aga,a,a;;
odtud a z (20) plyne, Ze
asa + 2ala;(2a} — 3aga,a;) = 3akalal — 4ajas .
Pticteme-li k ob&ma strandm (2a] — 3a,d;4,)?, dostaneme rovnost
(25) (a3ay + 2a3 — 3apa,a2)* = 4(a} — aoay)®.
Podle (22) je tedy
(26) w? = a — aga, .
PouZijeme-li tohoto vztahu, zjistime snadno, Ze

27) (a, + @) (ay — @) = aa;,
(28) (a; + w)*(a, — 2w) = —2a} + 3aoa,a, + 2w(aca, — a?),

(29) (a; + w)*(a, — 3w) = 12a4a%a, — 3aja} — 8a} + 8a,w(apa, — a}).

Kdyz do pravych stran rovnosti (28) a (29) dosadime podle (22), dostaneme vztahy

(30) (a; + w)*(a; — 2w) = dlay,

(31) (a; + ©)?(a; — 3w) = al(4aja; — 3a3).
Protoze E = 0, je

(32) 4a,a, — 3a3 = aga, .

Dile je podle (23)

(33) aj(«® + af) = 2(a; + ) (a; — o),
(34) ad(@® + 30?B) = 4(a; + w)*(a; — 2w),
(35) age®B = (a, + 0)*(a; — 3w).

Ziejmé ao(3x + ) = 4ay; podle (33) a (27) je ao(a® + af) = 2a,; podle (34) a (30)
je ag(a® + 3a®B) = 4as; podle (35), (31) a (32) je ape®B = a,. Vidime, Ze

(36) f(x) = ag(x + @)’ (x + B).

Podle (21) a (26) je @ # 0 a podle (23) je « + B; f md tedy trojndsobny kofen — a.
Z (22), (23) snadno plyne, Ze a = 3{(a;a, — aoa;)/(a? — aoa,)]-

Jestlize naopak md f kofen o ndsobnosti aspoii 3, existuji takovd o, B, Ze plati (36).
KdyZ pak do E, F dosadime a; = 3a¢(3a + B), ..., a, = aoa®B, zjistime snadno,
Ze E = F = 0. Tim je v§e dokdzdno.
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Pozndmka 1. Plati-li (36), je xo*(e — B)* = a% — aja, = $a(a,a; — a,a,) =
= a¥(a? — aya;) = a(a} — aca,) = 2oe¥(aja; — aca,) = 30%(aja, — acas) =
= a*(a} — aea,), jak se snadno pfesv&dime. Je-li 0 % a + B, lze odtud odvodit
ridzné vzorce prq a.

Pozndmka 2. Hodnota vyrazi E, F se nezméni, piSeme-li v nich a,_, misto a,;
podminka (21) viak neni v tomto smyslu ,,symetrickd*. To je zpiisobeno ,,nesyme-
trii* vztahu a, + 0. Pfedpokldddme-li, Ze a, =+ O (stadi zfejm& pfedpoklad, Ze nula
je nejvy§ dvojndsobnym kofenem polynomu f), miZeme podle pfedeslé pozndmky
podminku (21) nahradit napf. podminkou aga, #+ a3 (kterd je jiZ ,,symetrickd*).

Véta 4. Nechf ay > 0, |as| + |ays| > 0. Definujme polynom f a é&islo R vztahy (8)
a (16). Potom je f dvojmoci kvadratického polynomu prdvé tehdy, kdyz
(37 R =0, aea}=ala,,
(38) a,a,a(2a,a; + aga,) 2 0.
Polynom f je dvojmoci kladného kvadratického polynomu prdvé tehdy, kdy? plati
vztahy (37) a
a, >0, 0= aja; <apa,.

Polynom f je ctvrtou mocninou linea'rnz’hp polynomu prdvé tehdy, kdy? plati
vztahy (37) a

a2 > 0 , a1a3 = a0a4 .
Dikaz. Plati-li
(39) f(x) = (ax? + 2Bx + y)*,

je zfejmé a, > 0 a dosazenim a, = o, a; = af, ... zjistime ihned, Ze plati (37)
a (38). Pfedpoklddejme naopak, Ze tyto vztahy jsou splnény. Kdyby bylo a, < 0,
bylo by a; =0, a; <0, a; = 0 a tedy R > 0 ve sporu s (37); je tedy a, > 0. Je-li
a, + 0, poloZme & = sgn a,a,; je-li a; = 0, poloZme ¢ = sgn a,. Snadno se zjisti
viz (37)), Ze & =+ 0. PoloZme jest& S = aqa, + 2a,a;. DokdZeme, Ze '

(40) S = 3a,e(aca,)t .
ProtoZe R = 0, je
(41) ( IS| = 3la,| (aoas)? -

Jelliay; =0, je S > 0a(40) plyne z (41); je-li a, = 0, je podle (41) S = 0 a (40) op&t
plati. Necht tedy a,a, + 0. Potom podle (38) a (41) je 0 < a,a,a;S = 3|a,aza3| .
. (aoas)t = 3a,aseal(aga,)*. Odtud plyne ihned (40).

Polozme nyni « = a}, B = a,a5*, y = ea. Ze vztahu aqa3 = ala, vidime, Ze
B = eazaz?; je tedy 282 + ay = 2a,a5%eaza;t + e(aoa,)* = eS(aoas) "t a podle
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(40) dostdvime rovnost 2% + ay = 3a,. Ziejmé o = ao, af = a,, fy = as,
y? = a,; tim je dokdzdno, Ze plati (39).

PoloZme koneéné 4 = 2 — ay. Je(aoa,)t A = &(aya; — aya,). Je-litedy aja; <0
nebo a,a; > agay, je 4 > 0; je-li 0 < ajay < apay, je 4 < 0; je-li aja; = aqa,,
je 4 = 0; je-li a;a; = 0, je sgn 4 = —sgn a,. Odtud vSe snadno plyne.

Pozndmka 1. Je-li a; = a, = 0, jsou vztahy (37) a (38) trividln& spln&ny.

Pozndmka 2. Snadno se zjisti, Z¢ polynom (8) md &tyfndsobny kofen pravé
tehdy, kdyZ a,, a,, ..., a, je geometrickd posloupnost.

Pozndmka 3. Je-li aga3 = a}a,, miZeme FeSeni rovnice f(x) = 0 snadno pfevést
na feSeni kvadratickych rovnic. Je-li totiz a,a, = 0, je téZ a; = 0 a je to zfejmé;
jinak polozime t = a}/al(= a3/a,), g(y) = y* + 4ty + 6a,t — 2a,a; a mdme
f(x) = x*t7 1 g(ayx + as/x).

Véta 5. Nechr ay > 0; bud D diskriminant polynomu (8). Definujme &islo R
vztahem (16). Potom je polynom f kladny prdvé tehdy, kdyZ plati nékterd z ndsle-
dujicich tF{ podminek (42)—(44):

(42) R<0,D >0, a,20;
(43) Rz20, D >0, —}aga, < aja; < agay;
(44) R=0, a,>0,0Z a,a; < apay, aas = ala,.

Ditkaz. Bud napfed f > 0. Zfejmé je a, > 0. Je-li D > 0, plati podle véty 2
bud (42) nebo (43); je-li D = 0, je f dvojmoc kladného kvadratického polynomu
a podle v&ty 4 plati (44).

Jestlize naopak plati (44), je a, + 0 a podle véty 4 je f > 0. Plati-li (42) nebo (43),
nemiiZe byt ay = a, = 0 (v takovém pfipadé by bylo D = 0) a podle véty 2 je f = 0.
ProtoZe D #+ 0, nemiZe mit f redlny kofen a je tedy f > 0.

Pe3omMme

O BEIMIECTBEHHBIX ITOJMHOMAX YETBEPTOM CTEIEHHU
SSH MAPXHK (Jan Mafrik), Ilpara

Mycrs a,, ..., a, — BEIIECTBEHHBIE 4UCHA; NMYCTh 4, > 0, |as| + layg| > 0. Ilo-
noxmMm E = aga, + 3a2 — 4aja;, F = agal + ala, + aj — agaa, — 2a,a,a;,
S = aga, + 2a,a;, D = E* — 27F%, R = S* — 9a,a,a3 ¥ Ana Kaxjoro JeiicTsu-
TenbEOTO X onpememuM f(x) = aox* + 4a,x* + 6a,x* + 4asx + a,. B Takom
ciyyae f ABJsSeTCA HEOTPHIATENLHOH QyHKIUEH TOraa ¥ TOJIbKO TOrja, ecim D = 0
u 6o R<L0, a, =0, mub6o R = 0, —%a0a4 < a,a; < aga,; f AMEeT KOpEHb
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KpaTHOCTH IO KpaiiHe#t Mepe 3 TouHo TorAaa, korga E = F = 0; f saBnseTcs kBagpa-
TOM (KBaZpaTHYHOT0) MHOTOWICHA TOI A ¥ TOJIBKO TOr/Ia, koraa R = 0, aga’ = ala,,
a,a,a,S = 0; f sBigeTCA KBapaTOM IOJIOXKUTEJIBHOIO MHOTOWICHa TOYHO TOrJa,
xorna R = 0, apa = ala,, a, > 0,0 £ a,a; < aya,.

Summary
ON REAL BIQUADRATIC POLYNOMIALS
JAN MARIK, Praha

Let ag, ..., a, be real numbers, ao > 0, |as| + |as| > 0. Put E = aga, +3a3—
— 4a,a;, F = agal + ala, + a} — aga,a, — 2a,a,a;, S = aga, + 2a,a;, D =
= E3 — 27F%, R = S? — 9aqa,a’ and for each real x define f(x) = aox* +
+ 4a,x® + 6a,x* + 4a;x + a,. Then f is non-negative if and only if D = 0 and
either R £ 0,a, = 0orR = 0, —%aoa,, < a,a; < aga,; f has a root of multiplicity
2 3ifand onlyif E = F = 0; fis a second power of a (quadratic) polynomial if and
only if R = 0, aga = ala,, a,a,a,S = 0; fis a second power of a positive polyno-
mial if and only if R = 0, aga? = a?a,, a, > 0,0 £ a,a; < aa,.
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