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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matematický ústav ČSAV, Praha 

SVAZEK 90 * PRAHA 2 1 . I I . 1965 * ČÍSLO 1 

ГАМИЛЬТОНОВЫ ОКРУЖНОСТИ В РЕШЕТЧАТОМ ГРАФЕ 

АНТОН КОЦИГ (АпЮп КоХхщ), Братислава 

(Поступило в редакцию 18/ХП 1962 г.) 

Пусть и, %19 <*2, ...,^п — целые числа > 1. Понятия: решетчатый граф 
0(51? 52 ..., 5„), оси Х19 Х29..., Хп9 ребра, параллельные оси Хь близкие ребра 
с поперечниками, слои решетчатого графа в направлении оси Х{ будут иметь 
тот же смысл, что и в работе [1]. В настоящей работе мы дадим вывод необходи­
мых и достаточных условий для существования гамильтоновой окружности 
в решетчатом графе, а также в некоторых его подграфах. 

Лемма 1- Произвольный решетчатый граф С(%19 52,..., %п) является четным, 
т. е. множество его вершин V можно разбить на два класса V0, V1 так, что 
произвольное ребро графа соединяет вершину из V0 с вершиной из Ух. 

Доказательство. Построим классы V09 V1 вершин графа С(^и 52, ..., %п) 
так: вершина х = (х19 х29..., хп) принадлежит к У0 или к Уг в зависимости от 
того, имеет ли место хх + х2 + ... + хп = 0 (той 2) или хх + х2 + ... Н- хп = 
= 1 (тод 2). Так как координаты произвольной вершины решетчатого графа 
являются целыми (положительными) числами и ребро графа соединяет две 
вершины, расстояние которых равно 1, то должно иметь место утверждение: 
две соединенные ребром вершины в С(^19 52,..., 5Л) отличаются только одной 
из координат, и их разность равна 1 или — 1. Из этого сразу же вытекает, что 
произвольное ребро из С(%19 %2,..., 5Л) соединяет некоторую вершину из У0 

с некоторой вершиной из Ух. Значит, С(%19 52,..., <?п) есть четный граф. 

Лемма 2. Пусть ^0 — произвольный квадратичный фактор решетчатого 
графа 0(^19 52,..., 5И) и пусть д9д — два его близких ребра, принадлежащих 
к различным окружностям К0, К0 фактора ^0. Пусть ^^ — квадратичный 
фактор графа С(%19 %29..., %п)9 который получится из ^0 заменой в последнем 
близких ребер д9 д их поперечниками. Тогда справедливо: (1) произвольная окруж­
ность из <20, отличная от К0 и отличная от К09 является также окружностью 
фактора ^^9 и (2) ребра из окружностей К09 К09 принадлежащие к ^^9 вместе 
с добавленными поперечниками принадлежат к одной и той же окружности К1 

квадратичного фактора ^^. 

Доказательство очевидно. 



Теорема 1. В решетчатом графе С(^, <*2,..., О существует гамильтонова 
окружность тогда и только тогда, когда 

(•) П í. s 0 (mod 2) 

Доказательство. Необходимость условия (*) вытекает из того, что в чет­
ном графе с нечетным числом вершин не может существовать гамильтонова 
окружность. Докажем, что условие (*) достаточное. 

p*1 p°2 
o—o—o—o 

o—o—o—o 

p - 3 

o—o—o—o—o—o—o—o 

ÍTISITÚ 

Pиc. 1. 

Пусть хотя бы одно из чисел ^ , ^2, ...,?„ четно. Так как изменением порядка 
обозначения отдельных осей координат граф не изменится, то можно, не огра­
ничивая общности, предполагать, что ^ — четное число. 

Из рис. 1 ясно, что условие (*) является достаточным условием для п = 2. 
(Случай п = 2 приведен уже Аренсом в [9], стр. 364; он занимался ладьей, ко­
торой следует пройти через все поля прямоугольной шахматной доски и вер­
нуться обратно в исходное поле.) Теперь докажем, что если (*) является доста­
точным условием для всех п ^ 2; п ^ к (где к — некоторое натуральное число 
> 1), то (*) является достаточным условием также для п = к + 1. 

Пусть к = 2 и пусть б = 6(%и %2,..., %к+ ) к + 1-мерный решетчатый граф, 
в котором ^ = 2р — четное число. Обозначим через ^^ *-тый слой графа ^ 
в направлении оси Хк+х (г = 1, 2,..., г; г = %к+г). Ясно, что всякий из этих слоев 
изоморфен /с-мерному решетчатому графу С(%и {29..., %к). 



Предположим, что в первом слое ^1 существует гамильтонова окруж­
ность Кх. Эта окружность содержит четное число вершин, поэтому ее можно 
разбить на два линейных фактора Ьи ^2 графа ^1. Обозначим через Ь, линейный 
фактор графа ^^9 определенный таким образом: ребро из ^^9 соединяющее 
вершину х = (хх,..., хк, г) с вершиной у = (уи ..., ук, г), принадлежит Ц. тогда 
и только тогда, когда ребро из ^1, соединяющее вершину х = (хи ..., хк, 1) 
с вершиной у = (у19..., ук, 1), принадлежит к ^2. Очевидно, справедливо сле­
дующее: граф К, содержащий кроме всех вершин из ^, также все параллельные 
оси Хк+1 ребра из ^, далее, все ребра из ^1 и ̂ ^, является гамильтоновой окруж­
ностью графа ^. Значит, если условие (*) является достаточным для существо­
вания гамильтоновой окружности для п = к, то оно является достаточным 
также для п = к + 1. Из справедливости теоремы для п = 2 вытекает ее спра­
ведливость также для всех п ^ 2. Доказательство закончено. 

Теорема 2. Пусть п > 2 и пусть к е {1, 2,..., п}. Необходимым и достаточным 
условием для существования в графе С(%19 %2,..., %п) гамильтоновой окруж­
ности, которая содержала бы все его ребра, параллельные оси Хк9 являестя 
условие: 

(**) П^ 0(м°Д 2)-
1=1 
1фк 

Доказательство. Достаточность условия (**) очевидна непосредственно из 
доказательства теоремы 1. Теперь докажем, что это условие является также 
необходимым. Пусть %к — единственное четное число из чисел %и %2,..., %п. 
Предположим, наоборот, что существует гамильтонова окружность К* графа 
6(^1, <̂2> •••> <?«)> содержащая все его ребра, параллельные оси Хк. Произвольная 
вершина х первого слоя в направлении оси Хк инцидентна одному и только 
одному ребру, параллельному оси Хк. Это ребро принадлежит НС*. Второе 
ребро из К*9 с которым инцидентна вершина х, должно принадлежать первому 
слою графа С(%г, /;2,..., с̂ п) в направлении оси Хк. Это означает, что множество 
ребер из К*, принадлежащих к этому слою, образует множество ребер некото­
рого линейного фактора этого слоя. А это противоречие, так как число вершин 
рассматриваемого слоя равно 

п 

1 = 1 
1Фк 

что, согласно предположению, является нечетным числом, а в графе с нечетным 
числом вершин не может существовать линейный фактор. Из приведенного 
очевидна справедливость теоремы. 

Теорема 3. Пусть %х, %2,..., %„ — все целые нечетные числа > .1, и пусть х = 
= (хи х2,..., х„) — произвольная вершина решетчатого графа 0(%и $2,..., <?„). 



Обозначим символом 0»({1э{2» •••»&.) гРаФ> который получится из графа 
(*ахЛ2>"-Лп) после удаления из него вершины х и всех инцидентных с ней 
ребер. В графе*Сх(/;19 <*2, ...9 %п) существует гамильтонова окружность тогда 
и только тогда, когда выполнено следующее: 

(•••) ]Гх, = и(тос12). •) 
|"--1 

Доказательство. Сначала докажем, что условие (***) необходимо. Соглас­
но лемме 1, граф С(%19 %29..., <!;„) — четный. Множество вершин этого графа 
разобьем на классы V*, V0 так: вершина у = (у19 у29..., уп) принадлежит клас­
су V* тогда и только тогда, когда: 

п 

Е у1 = п (тод 2) 

Произвольное ребро графа соединяет тогда некоторую вершину из V* с верши­
ной, не принадлежащей к V* (а, значит, принадлежащей к V0). Очевидно, 
подграф Сх(^19%29..., ^я) четного графа С(%19 <^2,..., <?„) также является четным. 
Пусть р* (соотв. р°) — число вершин множества V* (соотв. V0). Очевид­
но, р* = р° + 1. Значит, если вершина х не принадлежит к V*, то в графе 
Сх(%19 <*2,..., %„) число вершин, принадлежащих к V*, на два больше, чем число 
вершин из V0. Из этого сразу же вытекает, что если х е V0, то гамильтонова 
окружность графа Сх(%19 %29..., <*„) не существует (ибо вершины указанных 
классов при прохождении по окружности чередуются, значит, их число должно 
быть равным). Поэтому условие (***) необходимо. 

Теперь докажем, что условие (***) является достаточным. Доказательство 
разделим на четыре части. 

А. Докажем, что теорема имеет место для всякого графа Ох(%19 %2>..., <*и), 
в котором п — четное число, %л = %2 = ... = 1;п = 3, и для координат верши­
ны х справедливо хх = х2 = ... = хп = 2. Очевидно, имеет место: граф Ох(39 3), 
где хА = х2 = 2, есть одна окружность. 

Предположим, что теорема справедлива для всех графов 6Х(%19 %29..., %п)9 

где {г = %2 = ... = %п = 3 и где п — произвольное четное число 51 2р; п ^ 2 
(р — некоторое натуральное чиело), если для координат вершины х справедли­
во: х4 = х2 = ... = х„ = 2. Докажем, что в таком случае теорема имеет место 
также для графа Сх(%19 %2>..., %п) = Р9 в котором п = 2р + 2; ^ = %2 = ... = 
в €* — 3; х1 = х2 = ... = хп = 2. 

*) Арене в [9], стр. 364, исследует (на шахматной доске) случай п = 2; | х | 2 = 1 (тод2). 
Он показывает, что при определенном выборе вершины х существует гамильтонова окруж­
ное гь в графе Сх((1912). Однако, он оставляет и для частного случая п = 2 открьггым ворпос 
о необходимом и достаточном условии для существования гамильтоновой окружности 



Обозначим через Рц (где I = 1, 2, 3; ] = 1, 2, 3) подграф графа Р9 который 
содержит все вершины (и только вершины), принадлежащие ьтому слою 
в направлении оси Х2р+1 и в то же время ./-тому слою в направлении оси 
^2Р+2» кроме вершины (2, 2,..., 2,1, Д и который содержит все ребра из Р9 

соединяющее эти вершины. Подграф Рц изоморфен графу Ол = Оу(й19 %29..., 
• •., %2Р)> гДе У = (2, 2,..., 2); §1 = <̂ 2 = • • • = %2Р = 3. Согласно предположению, 

'2/> 4 2 

< ? — - -

& 
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^2.3 
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r ^ 

ч ó 

ô ; 

''F гзi 

Pыc. 2. 

Л ф 4 * 

в графе Сл существует гамильтонова окружность; обозначим ее через Кл. 
Окружность Кл имеет четное число вершин, значит, ее можно разбить на два 
линейных фактора 1^, Ц*л. Найдем линейный фактор Ьх графа Р1г и линейный 
фактор ^2 графа .Рзз следующим образом: 

(а) ребро из Р119 соединяющее вершину и = (и19 ...9 и2р91,1) с вершиной 
V = (р19..., V2р91, 1), принадлежит к ^1 тогда и только тогда, когда ребро 
из 0Л9 соединяющее вершины (и19..., и2р)9 (р19..., V2р)9 принадлежит к Ь'л; 

(р) ребро из РЪ39 соединяющее вершины (и^,..., у*2р9 3, 3), (119*.., Г2р, 3, 3), 
принадлежит к ^2 тогда и только тогда, когда ребро из 0Л9 соединяющее 
вершины (м?19..., и>2р), (г1 ?..., г2р)9 принадлежит к И'л. 



Образуем подграф Е графа Е таким образом: Е содержит: 

(1) все вершины из подграфа Рф где г = 1, 2, 3; I = 1, 2, 3 и только эти 
вершину; 

(2) все ребра из Ьх и Ь2; 
(3) все ребра из Р, которые инцидентны вершинам из Е и параллельны оси 

%2р + 21 

(4) все ребра из Р, соединяющие вершину из Р21 с вершиной из Рзи а также 
все ребра, соединяющие вершину из Р13 с вершиной из Р23. 

Граф Е является, очевидно, такой окружностью графа Р (см. рис. 2), которая 
содержит все вершины из I7, за икслючением следующих: 

(2,..., 2, 1, 1), (2,..., 2, 1, 2), (2,..., 2, 1, 3), (2, ..., 2, 2, 1), (2,..., 2, 2, 3), 

(2,...,2, 3,1), (2,...,2, 3,2), (2,...,2, 3,3). 

Однако, в графе Р существует одна и только одна окружность — обозначим ее 
через <2, содержащая все указанные вершины и только эти вершины (см. рис. 3). 

Граф Е содержит, очевидно, ребро с концами (2, 2,..., 2, 1, 1, 1), (2, 2,..., 
..., 2, 1, 1, 2), близкое ребру с концами (2, 2,..., 2, 2, 1, 1), (2, 2, ..., 2, 2, 1, 2), 
принадлежащему к 6. Поскольку Е и б — квадратичный фактор графа Р = 
= &х(%1> ^2» •••> ^2р+г)> т о м ы можем построить гамильтонову окружность 
согласно лемме 2. Тем самым 
доказательство нашего утвержде­
ния, а также всей части А (так как 
для п = 2 теорема справедлива) 
проведено. 

o o o o o o 
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o o o ò o o 
U.t1,3) (...t2ß) (...,30) 
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(...,2,1) ô Ф [...,гэ) 

(...,1,1) (...,2,1) (...,3,1) 

Pиc. 3. 
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Pиc. 4. 

Б. Докажем, что теорема справедлива для всех таких графов Сх(%19 ^ъ ..., ^я), 
где ^ = «̂2 = ••• = <эи = 3 и где п — произвольное натуральное число > 1. 

Из рис. 4 ясно, что теорема справедлива и для такого Сх(3, 3), где х19 х2 — не­
четные числа (случай хх = х2 = 2 мы рассмотрели в части А). В силу условия 
хх + х2 = 0 (тод 2) мы уже рассмотрели все случаи графов Ох(3, 3). 



Теперь предположим, что теорема справедлива для всех графов Сх(%и %2>..., 
..., !;„), в которых п ^ ^ ^ — некоторое целое число) п > 1 и в которых 
Ъ\ = 2̂ = ••• = &, = 3. Пусть ^ = С х (^, § ? , . . . , %9+1) - произвольный граф, 
в котором ^ = <̂ 2 = ... = %9+1 = 3 и в котором выполняется условие (***), 
т. е. имеет место: 

«1+1 

]Г х ; = д + 1 (той 2) . 
1 = 1 

Случай, когда все х1 — четные числа, включен в часть А. Поэтому достаточно 
ограничиться в дальнейшем случаями, когда по крайней мере одно из чисел х, 
нечетное. В силу названного уже изоморфизма можно, не ограничивая общности, 
предполагать, что число х9+1 — нечетное. Обозначим символом Ох и ^3 под­
граф соответственно первого и третьего слоя графа ^ в направлении оси Хч+1, 
который получится удалением из слоя, соответственно, вершин (х19..., х9, 1) 
и (х19..., хд9 3) и ребер, инцидентных с этими вершинами. 

Граф Эх (а также граф ^3) изоморфен графу Оу(^и ^29 ..., %9)9 где у = 
= (х,, ...,х^); <*, = <̂ 2 = ... = %9 = 3, причем: 

ч 
%х( = д (той 2), 

поскольку х^+1 — нечетное число. Согласно предположению, в графе Су(%19 %29..., 
..., %д) а, значит, также в графе ^19 существует гамильтонова окружность; 
обозначим ее через Кх. В силу того, что число вершин в ^19 а, следовательно, 
и в Кх равно 3* — 1 (т. е. число четное), окружность Кх можно разбить на два 
линейных фактора; обозначим их через ^ 0 , ^ 1 . Дальше, обозначим через ^ 3 

линейный фактор графа ^39 который построен следующим образом: ребро 
из ^39 соединяющее вершины (а19..., ац9 3), (Ъ19..., Ь99 3), принадлежит к ^ 3 

тогда и только тогда, когда ребро из ^19 соединяющее вершины (а19..., ач> 1), 
(Ь19..., Ьч9 1), принадлежит к ^ 0 . 

Образуем подграф С графа ^ так: С содержит: (1) все вершины графа ^; 
(2) все ребра из ^9 которые параллельны оси Хч+1; (3) все ребра из графов ^19^3. 
Непосредственно из построения графа ясно, что в С имеются две компоненты. 
Одной из них является окружность, содержащая все вершины из 0(%и %2,..., 
•••- €,+1")» кроме вершин (х1 ?..., х€, 1), (х19..., х4, 2), (х19..., ха9 3). Вторая ком­
понента содержит единственное ребро (параллельное оси Хч+1)9 соединяющее 
вершину (х19..., х4, 2) с вершиной (х19..., х€, х), где / е {1, 3}. Обозначим это 
ребро через д. Так как С содержит также все остальные, параллельные оси Хч+1 

ребра, необходимо существует ребро к, близкое ребру д. Образуем из графа С 
граф К таким образом: удалим из С ребро к и добавим оба поперечника близ­
ких ребер д9 к. Граф К является, очевидно, гамильтоновой окружностью 
графа ^ (см. рис. 5). 



Следовательно, если теорема справедлива для всех таких графов Сх({19 %2,..., 
• ••» (•)» где п ^ ^ т где %г == ^2 = ... = ^ = 3, то она справедлива и для 
Сх(€и &»•••» {«+..)> гД е с н о в а ^1 = 2̂ = ••• = ^+1 = 3. Из справедливости 
теоремы для и = 2 вытекает затем ее справедливость для всех п _ 2. 

В. Докажем: если наша теорема имеет место для всякого графа Ох(^и %2,..., 
..., <*п), где (<*15 <^2,..., <̂ п) — п фиксированных нечетных чисел, больших едини­
цы, то она справедлива и для всякого графа Ох(^ 4- 2, <*2,..., ^п). 

Пусть С0 = Ох(^х 4- 2, <^2,..., <̂ п) — произвольный граф, в котором выполня­
ется условие (***). 

Рис. 5. 

Учитывая существование изоморфизмов, мы можем, не ограничивая общнос­
ти, предполагать, что хх ^ %х. Если удалить из графа С0 все те ребра, и только 
те ребра, которые соединяют некоторую вершину из ^-ого слоя с вершиной 
из (<^ 4* 1)-ого слоя в направлении оси Хг (все эти ребра параллельны оси Хх), 
то граф С0 распадется на две компоненты С1, С2, причем граф Ох совпадает 
с графом Сх(%19 <*2,..., <̂ п), а граф 02 изоморфен графу 0(2, <^2,..., <*п). Согласно 
предположению, в 0 1 существует гамильтонова окружность (обозначим ее 
через Кх) и, согласно теореме 2, в графе 02 существует гамильтонова окруж­
ность, содержащая все ребра из 02, параллельные оси Х{, для всякого г = 
= 2,3,..., п. Утверждается: две вершины, принадлежащие < -̂ому слою 
графа Сх в направлении оси Хх соединены хотя бы одним ребром из Кх. До­
кажем это. Пусть а = (^1, а2,..., ап) — произвольная вершина рассматривае­
мого слоя. Вершина а инцидентна двум и только двум ребрам окружности Кг. 
По крайней мере одно из этих ребер параллельно оси, отличной от оси Хг. 
Это ребро (обозначим его через е) соединяет вершину а с некоторой вершиной 
Ь « (<*!, Ъ29..., Ьп), также принадлежащей ^-ому слою графа в направлении 
оси Хх. Это и доказывает наше утверждение. 

Пусть ребро е паралелльно оси Хь(г Ф 1). В графе 02 существует гамильто­
нова окружность Кг содержащая все ребра из С2, параллельные оси Х{. Из этого 
следует, что ребро е', соединяющее вершину а' = ( ^ 4- 1, а2,..., ап) с верши­
ной V = ({х -I- 1, Ъ2,..., Ьп) принадлежит к Кь и что оно является близким 
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ребру е из гамильтоновой окружности К±. Если, в соответствии с леммой 2, 
в графе Кх и К1 близкие ребра е, е' заменим их поперечниками, то получится 
гамильтонова окружность графа 0 0 . Часть В доказательства закончена. 

Г. Теперь уже легко закончим доказательство теоремы: пусть п — произволь­
ное целое число > 1. Согласно части В, наша теорема имеет место для всех 
графов Сх(%и %2,..., 4), где 4 = <̂ 2 = ... = %п = 3. Отсюда, согласно части В, 
вытекает, что теорема справедлива для %г = 3, 5, 7,..., если <*2 = ^3 == ... == 
= 4 = 3. Ввиду того, что форма графа не зависит от порядка нумерации отдель­
ных осей координат, то из указанного в части В вытекает, что теорема спра­
ведлива для всех графов 6Х(%%9 %29..., <Ц где ^ = 3, 5, 7,...; $2 = 3, 5, 7,...; 
...; 4 = 3,5,7,..., а, значит, и для всех совокупностей п нечетных чисел 
(̂ 1- 2̂> •••> 4)> больших единицы. Это и доказывает теорему. 

В заключение я приведу некоторые смежные результаты. 
А. Гамильтоновым окружностям для случая 4 = <*2= ... = 4 = 2 посвящено 

много работ, в частности, в связи с теорией кодирования и решением релей­
ных цепей, напр., [1], [2], [3]. Возможно, что нами обсуждаемые более 
общие случаи могут иметь для теории кодирования некоторое значение. 

Б. Случай п = 2 изучался в работе [4]. Однако, вместо гамильтоновых окруж­
ностей в этой работе изучались так называемые максимальные пути. 

В. В работе [5] разбирался бесконечный п-мерный решетчатый граф И (вер­
шинами которого являются обобщенные точки решетки в пространстве Еп; 
две вершины соединены ребром тогда и только тогда, когда их расстояние 
равно единице). Здесь доказано, что П можно разбить на п (бесконечных) 
гамильтоновых линий (термин гамильтонова окружность в бесконечном 
случае является менее удобным). 

Г. Не мало внимания уделяли математики и шахматисты задаче о шахматном 
коне, который обязан пройти через все поля шахматной доцки, на каждом 
поле остановится один и только один раз, и вернуться в исходное поле. 
Не трудно установить, что наши теоремы 1 и 2 дают решение аналогичной 
задачи для ладьи, и не только для плоской (п = 2), но и для п-мерной доски 
(определение движения ладьи на п-мерной доске дано в [6]). Теорема 3 
может при этом интерпретироваться как решение данной задачи для п-мер­
ной шахматной доски, у которой вырезано одно поле. Заметим, что реше­
нию другой задачи, о движении ладьи по доске при помощи теории графов, 
посвящена работа [7]. 

Литература 

[1] СИЬеП Е. Ы.: Огау Соёе§ апё РаЙ18 оп Ше л-СиЬе, Тпе ВеП 8у$*ет Тесптса! 1оища1 
37(1958), 3,815—826. 

[2] КИг /.; ОЬоизтётё ге1ёоуё гегёгу, 81аЬоргоис1у оЬгог 20 (1959), 6, 367—-371. 



3] K/iup H.: CeudA JI.f KO/JM ^JIH peneftHMx uerrefi: coBnâ eHHH, Stroje na zpracování informací, 
Sborník VII, 1959, 21—35. 

[4] Miller R. E.: Selfridge J. L.9 Maximal paths on rectangular boards, IBM J. Res. Develop. 
4 (1960), 479—586. 

[5] Nash-Williams C^St. I. A.: Decomposition of the n-dimensional lattice graph into Hamilto-
nian lineš, Proč. Edinburgh Math. Soc. (2), I2 (1960/61), 123—131. 

[6] Formánek B.: Šach a priestor, Šachový bulletin, 4—5 (1960), 58—66. 
[7] Koman M.: Úloha o Šachovnici a její zobecnění v teorii grafů, Časopis pro pěst. mat. 86 (1961), 

344—351. 
[8] Kotzig A.: Linear factors in lattice graphs, Mat.-fyz. časop. I4 (1964), 104—133. 
[9] Ahrens W.: Mathematische Unterhaltungen und Spiele, Leipzig, 1918. 

Výťah 

HAMILTONOVSKÉ KRUŽNICE V MREŽOVÝCH GRAFOCH 

ANTON KOTZIG, Bratislava 

Nech n9 č,l9 £2, ..., £„ sú čísla celé > 1. Pod mrežovým grafom G(£l9 £2,..., šn) 
rozumie sa graf takto definovaný: množinu jeho vrcholov tvoria všetky tie body 
n-rozmerného euklidovho priestoru En9 ktorých súradnice sú čísla prirodzené a i-tá 
súradnica ^ £, (kde i = 1, 2,. . . , n); dva body (= vrcholy) sú v grafe G(Zl9 Š2, •-,£„) 
spojené hranou právě vtedy, keď ich vzdialenosť je 1. V práci sa dokazujú tieto tri 
vety: 

Veta 1. V mrežovom grafe G(£l9 £2, ..., č,n) existuje hamiltonovská kruznica 
právě vtedy9 kedplatí: 

(*) řlČi=0(m°d2). 
í = l 

Veta 2. Nech n > 2 a nech ke {1, 2, ..., n}. Nutnou -a postačujúcou podmienkou 
pre existenciu takej hamiltonovskej kružnice v mrežovom grafe G(£l9 £2 , . . , •• . , £„), 
ktorá obsahuje všetky jeho hrany rovnoběžné s osou Xkje táto podmienka: 

(**) n^=0(mod2) . 
i = l 
i*k 

Veta 3. Nech čí9 š2,..., č,n sú všetko celé nepárne čísla > 1 a nech x = (xl9 x2,. 
..., xn) je lubovolný vrchol mrežového grafu G(£l9 £ 2 , . . . , £,,). Označme symbolom 
GX(ŠÍ9 Š2,..., Q 9raf> ktorý dostaneme z grafu G(£l9 č 2,..., Q9 ak z něho odstra­
níme vrchol x a hrany s ním incidentné. V grafe Gx(£l9 £29..., č,.) existuje hamil­
tonovská kruznica právě vtedy9 ked platí: 

(***) £ xř -s n (mod 2). 
i = l 
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Summary 

HAMILTONIAN CIRCUITS IN LATTICE GRAPHS 

ANTON KOTZiG, Bratislava 

Let n, £l9 £2 , . . . ,£„ be integers > 1. By a lattice graph G(ZU £2 , . . . , <!;„) we mean 
the graph defined thus: the set of its vertices is formed by all the points of the n-
dimensional Euclidean space En whose all coordinates are natural numbers and the 
i-th coordinate g £i (i = 1, 2 , . . . , n); two points ( = vertices) are in the graph 
G(£l5 £2 , . . . , £,,) joined by an edge if and only if their distance is 1. In the paper the 
following theorems are proved: 

Theorem 1. In the lattice graph G(£l9 £ 2 , . . . £„) there exist a Hamiltonian circuit 
if and only if 

(*) fl^°(mod2). 
i = l 

Theorem 2. Let n > 2 and k e {1, 2, ..., n). The following condition is necessary 
and sufficient for the existence of the Hamiltonian circuit that contains all edges 
of the lattice graph G(£ly £2 , . . . , ^n) parallel with the coordinate axis Xk lk-

(**) Г H = 0 ( m o d 2 ) . 
І = l 
iФk 

Theorem 3. Let £l9 {2, ...,£„ be odd integers > 1 and let x = (xl9 x2, ..., xn) be 
an arbitrary vertex of the lattice graph G(£u £2, ..., £,,). Denote by the symbol 
Gx(£i> £2 , . . . , £„) the graph which arises ffom the graph G(£x, £2, ..., t;n) if we 
delete from it the vertex x and the edges incident at x. In the graph Gx(£u £2, ..., £n) 
there exists a Hamiltonian circuit if and only if 

(***) t x{ = n (mod 2) . 
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