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Casopis pro péstovani matematiky, ro¢. 89 (1964), Praha

O EXISTENCI A PRIBLIZNEM SESTROJOVANTI
CHARAKTERISTICKYCH HODNOT CYKLICKYCH SOUSTAV
OPERATOROVYCH ROVNIC

Ivo MAREK, Praha
(Doslo dne 30. listopadu 1963)

Vénovdno profesoru dr. JANU
PoroCkovy k jeho Sedesdtym
narozenindm

Vysetfuji se soustavy cyklickych operdtorovych rovnic v Banachové
prostoru. Jsou uvedeny nékteré postacujici podminky pro existenci charakte-
ristickych hodnot a vlastnich vektord zminénych systémi rovnic. K pribliz-
nému sestrojovdni vlastnich prvkt cyklickych soustav je navrZena iteraéni
metoda a dokdzidna jeji konvergence. Zvlastni pozornost je vénovdna
oA -kladnym cyklickym soustavam.

1. Cyklické operatory a operatory Radona-Nikolského. V této praci ukaZeme, Ze pro
nékteré cyklické soustavy operatorovych rovnic lze k sestrojovani vlastnich hodnot a
vlastnich vektordi upraviti znamou Kelloggovu metodu tak, Ze vySetfovani vlastnosti
zarudujicich konvergenci se redukuje na vySetfovani spektralnich vlastnosti operatoru
operujictho v jedné komponenté kartézského soudinu & = &, x ... x &, kde &;
je n&jaky komplexni Banachiv prostor.

Normu v prostoru & budeme oznadovati symbolem | .||, zatim co normy ve sloZ-
kach &;, j = 1, ..., m budeme znaciti symboly ||.||;:

(1.1) ”X” =Z“x1”1, xe-%‘, x=(x1,‘..,xm), xle.%'j.
j=1

Symbolem Cj, oznafujeme line4rni, obecn€ neohranieny, operdtor zobrazujici
definiéni obor 2(Cy) = %, do Z;. Oblast hodnot operatoru Cj, oznaujeme symbo-
lem %(Cj).

Definice. Linearni uzavieny operator C zobrazujici @(C) cXdo =%, %
X ... x &, se nazyva cyklickym, jestliZe se pfi vhodném uspofadani komponent % ;
da vyjadfiti ve tvaru

Os cvey 03 C]_m
(12) c=|Ca O 0
0’ 4 émms 0

kde Cjk =Cy,s=pint=¢q, 1 s, t < m.
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Pro nale 1ucely je vhodné predpokladati, Ze komponenty %, j = 1, ..., m, pro-
storu & jsou jiZ usporadany tak, aby operator C sam u¥ mél tvar (1.2).

Bud [%;] resp. [%] Banachiiv prostor linearnich ohranifenych zobrazeni prosto-
ru & ; resp. Z do sebe s normou

(1.3) ITjl; = sup I Tpxsl;,
Ix;ll;=1

resp.

(1.4) Il = sup IT+] -

Predpokladejme, e linedrni operator L, zobrazujici definiéni obor 2(L;) = %;
do %, je takovy, Ze existuje operator (L; — C;;)™* a (L; — Cj;)~* € [%;], pfi Sem
Cj;,j=1,...,m, jsou linearni uzaviené operatory zobrazujici @(ij) c X;do %,.

Budeme se zabyvati sestrojovanim ¥eSeni soustav rovnic

(1.53.) LjUj = ijuj + ).Z Cjkuk + vj,
k=1

(I.Sb) Ljuj= ijuj+}»ZCjkuk, j = 1,...,m,
k=1

kde v = (vy, ..., Up), u = (uy, ..., u,) a 4 je komplexni parametr.

Uvedeme nékteré postadujici podminky pro to, aby homogenni soustava (1.5b)
méla charakteristické &islo a nutné a postadujici podminky pro existenci feSeni neho-
mogenni soustavy (1.5a). Pro pfiblizné sestrojovani nékterych ze zmin&nych FeSeni
uvedeme iterani metody a dokaZeme jejich konvergenci.

Jak jsme se jiZ zminili, budeme podminky feSitelnosti formulovati pro ur€ité
operatory operujici v jednotlivych komponentich & ; kartézského soucinu Z. Obvykle
se tyto podminky formuluji pro operatory operujici v celém prostoru & (srovnej
[8]-[10])

Necht & ozna&uje n&jaky Banachiiv prostor, &’ pfisluiny prostor spojitych linear-
nich forem na % a [Z], [£Z"] prostory linedrnich ohrani€enych zobrazeni prosto-
ri %, Z' do sebe. Je-li Te[Z], pak T’ znadi adjungovany k T operétor. Je-li T
linedrni uzavieny operator zobrazujici 2(T) = Z do & a 4, je isolovanym bodem
spektra o(T), pak resolventu R(A, T) = (AI — T)™* Ize rozvinouti v okoli 1, v Lau-
rentovu fadu ([13] str. 305)

(1.6) RAT) =Y (A= 2) T+ 2 (A —2) "B,
k=0 k=1
kde T, e[Z] prok = 0,1, ...,

(17) 31=LJ R(LT)d2, Byuy = (T—4ol) By, k=12, ...
2ni Jc,
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a C, je hranice kruhu K|, se stfedem v bodg 4,, pro n&jz K, n o(T) = {4o} (Ko znadi
uzavér K).

Je-li A uzavieny line4rni operator zobrazujici 2(4) c¢ & do &, pak A(A) zna¥i
mnoZinu viech x € 9(4) takovych, Ze Ax = 0a %(A) mnoZinu viech y € & takovych,
Ze existuje x € 9(A) takovy, Ze y = Ax.

Ztejmé A (T,) = %(B,), kde Ty = A,I — T'a By je definovan v (1.7). Bud ¥(T)
([13] str. 292) mnoZina funkci f analytickych na oblastech-komponentach, jeZ
obsahuji spektrum o{T) uzavieného lineérniho operatoru T zobrazujictho 9(T) = &
do & takovych, ¥e doplngk definiéniho oboru A(f) funkce f je kompaktni, £(4) je
ohraniena v okoli bodu oo a f(1) m4 derivaci na 4(f).

Definice. Operator Te[Z] se nazyva operatorem Radona-Nikolského, dé-li se
vyjadfiti ve tvaru T= U + ¥, kde Ve [Z], operator U e [#] je kompaktni a pro
spektralni polom&ry r(V), r(T) plati r(V) < r(T).

Podminky feitelnosti soustav (1.5) obdrZime pomoci nésledujiciho tvrzeni.

Véta A. Necht linedrni uzaveny operdtor T zobrazuje 9(T) ¢ % do % a nech?
existuje fe W, (T) takovd, e f(T)=U + V je operdtor Radona-Nikolského.
Potom plati:

(a) Je-li Ag€a(T), |f(Ao)l > r(V), pak A, je pdlem resolventy P(A,T), takze
existuje p, 1 < p < +0o tak, Ze v rozvoji (1.6) pro R(l T)jeB,+ ©,B,,; =0
(© = znaéi nulovy operdtor v [Z]). -

(b) Podprostor %(B,) md konecnou dimensi a plati #(B,) = A (T}).

Je-li Te[Z], pak

(¢) k A(T) adjungovany operdtor [ f(T)]' je téz operatorem Radona-Nzkolskeho
a plati [f(T)] = AT'), -

(d) pro 4 € o(T), 1/(0)l > V), plati

(1.8) H(T3) = (WM (TP},

kde *{ N (T)} oznaduje mnoZinu téch ve %, pro néZ u'(v) = 0 pro kaZdou formu
uweN(TE) < Z'.

Dikaz. (a), (b). Bud' S = f(T), uo = f(4). Podle [13], véta 5.71-A, str. 302,
o€ a(S). Necht o = o(T) N {f~"(1o)}, kde {f *(uo)} oznatuje mnoZinu viech
komplexnich &sel 4, pro n&% f(1) = u, a kde o(T) oznaduje rozsifené spektrum
operatoru T ([13] str. 298). ProtoZe S je operitorem Radona-Nikelského, je up
isolovany bod spektra o(S) a {1} je spektralni mnoZina operatoru S. Podle [13],
véta 5.71-D, str. 304 je projektor odpovidajici spektralni mnoZing o roven E(T) =
= (1/27i) fc R(4, T)d4, kde C je hranici Cauchyovy oblasti D ([13], str. 288),
obsahujici mnoZinu o a nemajici se spektrem o( T) jiné spoleéné body kromé bodii ze o.
Necht Z, = Z(E,) je obor hodnot operétoru E,(T). Bud S, ziZeni operitoru S
na Z,:80=U, + V,. Podle [13] véta 5.7-B, str. 299 je a(So) = {uo}, takze
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r(So) = lpol > r(V). Pro spektralni polomér ziZeni V, operatoru V na %, plati
nerovnost r(V,) < r(V), tak¥e S, je téZ operatorem Radona-Nikolského. Pro dosta-
te€né velka [4] s v¥jimkou nejvyse spodetné mnoha isolovanych bodi plati vyjadfeni

R(4, So) = (AI — So)™* = [I — R(4 Vo) Uo]"* R(A, Vo) .

Necht C, je kruZnice se stfedem v bodg z, s polomérem takovym, Ze C, leZi v oblasti
Al > r(V) a uvnitf C, ani na C, nelezi krom& p, Zadné jiné body spektra o(S).
Operator-funkce [I — R(4, Vo) Uy]™" existuje a je analytickdi v kaZdém bod¢
Ae C,. Pro 4, pro néz je |A| dostateéné velké, plati vyjadieni

[I = R, Vo) Us]™* = I + R(% Vo) Uo[I = R(% Vo) Uo] ™" .

Pomoci analytického pokradovéni docilime toho, aby toto vyjadieni platilo na C,.
Obdrzime tak

R(4, So) = R(4, ¥,) + R(4, V) Uo[I — R(, Vo) Uo] ™ R(4, V) .

ProtoZe R(4, Vo) je analytickd na C,, a protoZe E,(T) = E[ o, So] plati déle

(19)  Efto So] = 5-17; j R(L, So) di =

Co

-1 J R(A, Vo) UotI — R(, Vo) Us] ™ R(4, V) dA.

27i

Podle predpokladu U, je kompaktni operator, takZe integrand v (1.9) je kompaktni
pro viechna 4 e C,. JakoZto stejnomérna limita posloupnosti kompaktnich opera-
tort — Riemannovych soudtt — je E[p, So| kompaktnim operitorem. Tedy
prostor 2, musi mit kone&nou dimensi, nebof E[uo, So] je v Z, jednotkovym
operatorem.

Bud T, ziZeni operatoru T na %,. Podle [13] véta 5.7-B, str. 299, o (T}) = o.
Mnozina ¢,(T,) nemiZe byt zfejm& celd komplexni rovina, nebot ¢ (T}) = o (T)
a resolventni mnoZina ¢(T) neni prazdna. Odtud plyne, Ze Z, = 9(T), nebot jinak
by obor hodnot operatoru AI — T; nemohl byt pro Zadné A cely podprostor Z,, ale
tomu tak neni. Jest proto T €[%,], takZe o(T}) je konetni mnoZina. ProtoZe
Jo € 0, musi byt Ay isolovanym bodem spektra operatoru T. Podle [1] disledku
VIL3.21, str. 615 E(T) = B; + P, BjP = PB, = 0, kde O znadi nulovy operator,
P projektor odpovidajici spektralni mnoZing ¢ — {Ao} a B, je definovano Laurento-
vym rozvojem (1.6) a (1.7). Protofe %(B;) = %,, %(B,) ma konenou dimensi.
ZuZeni operatoru Tna %(B,) ma tu vlastnost, Ze A, je p6lem resolventy tohoto ztiZeni
a samo toto ziZeni je v pevné basi podprostoru .%(Bl) uréeno néjakou étvercovou
matici. Odtud vyplyva, Ze 4, je p6lem resolventy R(4, T), nebot bod 4, je regularnim
bodem resolventy ziZeni operatoru T na podprostor (I — B,). Je-li p ¥ad pdlu 4,
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resolventy R(4, T), pak podle [13] v&ta 5.8-A str. 306
(1.10) Z = #(Tt) © A(T?)

a N(T3) = %(B,), Z(T5) = %(I — B,).

(c) Necht Te[Z], tak¥e existuje T' a plati o(T) = o(T"). To, %e [AT)] je té*
operator Radona-Nikolského, je-li jim operator f(T) je disledkem toho, %e pro
libovolny operator 4 € [Z] plati o(4") = o(A4). Rovnost [f(T)] = f(T") je doka-
zéna v [1] VIL3.10 str. 608.

(d) Podle (1.10) Z(T3) je uzavieny podprostor v & a platnost (1.8) plyne z [13]
véta 4.6-D str. 226.

2. Charakteristické hodnoty cyklickych soustav. V nasledujicim budte

(21) T:V = (LJ - C'J'.i)«1 Cf,.f—l oo (Ll - Cll)_l Clm(Lm - mm).—.1 Cm,m_l
(Lj+l - Cj+1,j+1) Cj+1,j9
Jj=1,..., m, operatory zobrazujici 2(C;,,,;) do %;, pfi &emZ L;, Cj jsou line4rni
uzaviené operitory zobrazujici 2(L;), 2(C;;) do & ; a takové, Ze (L; — C;)) ™' e [%]
proj=1,...,m.
Lemma 1. Predpoklddejme, e existuje index s, 1 < s £ m tak, Ze operdtor T,
md vlastni hodnotu gy + 0 a %e x,, je pFislusny vlastni vektor. Potom je p, vlastni

hodnotou vsech operdtorii T;, j =1, ..., m, existuje charakteristickdé hodnota A,
soustavy (1.5b) a plat

2.2 =
(22) =

Dikaz. Pro m = 1 je tvrzeni véty ziejmé. Necht tedy m > 1. Bez Ujmy na obec-
nosti Ize pfedpokladati, ¥e p, je vlastni hodnotou operatoru T,,. Tedy T, Xom = KoXom-
PoloZme

(23) VYm = Xoms V1 = j'O(Ll - Cll)_l Clmyma ceey
e Ym—-1 < llo(Lm—l - m—l,m-l) Cm—1,m—2}’m—z,
takze

(2‘4) Vm = }»o(Lm - mm)-l Com—1Ym-1>

kde A, je nékterd m-t4 odmocnina z ug*. Zfejme plati Tjy; = poy; j =1,..., m.
Soudasné je z (2.3) a (2.4) patrné, Ze

(Ly = Cyy1) vy = 40C1mVm >

(Ly = Cy3) 2 = %0C21¥1 5

...............
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Vzhledem k tomu, Ze y; %+ 0, j = 1,..., m (0 zna& nulovy vektor v libovolném
prostoru &, %), obdrZeli jsme feSeni homogenni soustavy (1.5b) piislusné charak-
teristické hodnot& 4, a pro tuto hodnotu plati (2.2). ProtoZe X, byl libovolny vlastni
vektor operatoru T, pfisluSny vlastni hodnot& u,, dokazali jsme, Ze pro kaZdy vlastni
vektor x operatoru T,, je vektor y = (yy, ..., yn), kde y;, j = 1, ..., m, jsou defino-
vany pomoci (2.3), vlastnim vektorem soustavy (1.5b), pti &emZ kaZdy vektor y;
Z (2.3) je vlastnim vektorem operatoru Tj, pfislusnym vlastni hodnot& u,.

Je zfejmé jak provadéti indukci a proto jeji provedeni vynechame. Poznamenejme
pouze, Ze stali uvaZovati na piiklad misto m — rozm&rné matice (Cjk), 1<,
k £ m, (m — 1) — rozmérnou matici (D) definovanou vztahy

(2-5) Dy = C21(L1 - Cu)_l Cims
Djkzcjk prO 2§k<j§m.

Poznamka. m-ta komponenta %, kartézského soudinu & =%y X ... X &,
neni nikterak preferovana. Diikaz lemmatu 1 je obecné& pouZitelny pro libovolné
hi=1...,m

“Vzhledem k této poznidmce budeme pro jednoduchost formulovati vétSinu tvrzeni
pravé pro m-tou komponentu %, soudinu %. '

Véta 1. Predpoklddejme, Ze existuje index s, 1 £ s < m a funkce fe U (T,)
takovd, %e operdtor f(T,) = U, + V, je operdtorem Radona-Nikolského. Potom
existuje alespori jedna charakteristickd hodnota A, soustavy (I.Sb) a ji pFislusny
vlastni podprostor W md koneénou dimensi.

Véta 1 je bezprostfednim diisledkem véty A a lemmatu 1 a proto jeji diikaz nebu-
deme provadéti.

Véta 2. Predpoklddejme, Ze definovany v (2.1) operdtor T, € [%,] a Ze existuje
fe U (T,) takovd, Ze f(T,,) = U,, + V,, je operdtor Radona-Nikolského. Bud 2 & 0
komplexni &islo takové, ze | f(A™™)| > r(V,,). Neni-li p = A™™ reguldrnim bodem
resolventy R(%, T,)) = (AL, — T,,)™* (I — identicky operdtor v [&,]) pak pred-
poklddejme, 2e A™™ je jednoduchym pélem resolventy R(A, T,). Za téchto. predpo-
kladit md soustava (1.52) FeSent prdvé kdy% plati

(2.6) up(wm(d)) = 0
pro kaZdou linedrni formu uj, € #(Tn) < %,, kde T., je operdtor adjungovany
k operdtoru T,, a
27) W(A) = 2" HLp = Com) ™" Conmg e (Ly — Ci)™l oy +
F Ly = Co) ™ Coes o (La = o) 1y 4

+ j'(Lm - Cmm)—l Cm,m‘l(Lm—l— Cm
+ (L~ Cram) ' 0 -



Dikaz. Soustava (I.Saj je ekvivalentni se soustavou

(2_8) u1 = ,1(1‘1 —_ Cll)_jl Cll,,,um + (Ll - Cll)-l Ul
uy = ALy — Cap) 7 Coy(Ly — Cyy) ™' Copty +
+ MLy = Cya) t Coy(Ly b Cyy) oy + (Ly — Cop) P oy,

Uy, = Am(Lm - Cmm)—1 Cm,m—l v (Ll—' Cll)_.1 Clmum +
+ A‘M‘I(Lm - Cmm)_l Cm,m—l cee (Ll_ Cll)—l vl +
+ oot (L = Com) ™ V-

Posledni rovnici soustavy (2.8) Ize zapsati ve tvaru
(2.9 Uy = ATy, + Wy(4) .

Tato rovnice ma vzhledem k predpokladiim véty podle tvrzeni (b) véty A feSeni
pravé kdyz plati (2.6) pro kazdé feSeni homogenni rovnice

uy, = A"Thu, .
Tim je dokazdna nutnost podminky ve vété vyslovené.

Abychom dokazali jeji postaditelnost, predpoklddejme, Ze u,, je feSeni rovnice
(2.9) a poloZme z,, = u,, tak¥e z,, = A™T,z, + w,(4). Dile klademe

(210) z; = AL; — Cy1)7! Comzm + (Ly — C1) "oy,
2y = MLy — Cp3) 7! Cayzy + (Ly — Cap) "' 0z,

Staéi potom dokazati, Ze
(2.11) Zy = MLy = Coum) ™' Crom=1Zm—1F (L = Copm) ™2 0,y -
Z (2.10) viak snadno vyplyvé, Ze

Zp—1 = Am—l(Lm__l - Cm—l,m—l)—l Cm—l,m—Z (L]_ - Cll)—l' Clmzm +
+ ’Im—z(Lm—l - Cm-—l,m—l)—1 Cm—l,m—2 (Ll - Cu)-l 1)1 +
+ ...+ (Lm—l - Cm—l,m—l)—1 Um—15
takZe
Zm = }”(Lm - Cmm)”l Cm,m—l['lm—l(Lm—l - m--l,m—l)_1 Cm—l,m—z
veey (L1 - Cll)—l szm +
+ 2Lyt — Cuetym=1)" ' Comtmez -+ (L — Cy) oy +
+ ...+ (Lm—l - C’m—l.m--l)—1 Um—l] + (Lm - Cmm)-.l Uy s
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odkud ihned plyne platnost (2.11). PoloZime-li posléze
u=(Up,...uy), u;=2;, j=1,..,m,

obdrZzime FeSeni soustavy (1.5a). Tim je v&ta 2 dokazéana.

3. A -kladné operatory. Ve fysikalnich aplikacich se Casto setkdvame s operatory,
jez jsou v jistém smyslu kladné. Pro takové operdtory miizeme podati podrobné&jsi
charakteristiku jejich spekter a tedy téZ charakteristickych hodnot soustav (1.5).

Bud #" n&jaky realny Banachiiv prostor a Z jeho komplexni rozsifent, tj. prostor &
tvofi dvojice z = (x, y), X €, y e # s normou

|zl = sup |[xcosd + ysin 3, ,
059=2n
kde ||x|4 znadi normu vektoru x v prostoru #°. Nadile budeme indexy u znakt
norem vypouStéti, pakliZe nebude moci dojit k nedorozuméni. Symboly #”, &’
oznaduji prostory spojitych linearnich forem na %", Z a [#7], [Z] ozna&uji prostory
spojitych linearnich zobrazeni prostoru #  resp. & do sebe. Normy v prostorech
[#7], [Z] jsou definovany jako obvykle formulemi

lAly = sup [4xly, |Tzlg = sup |Tzlg.

lIxllg=1 llzllg=1
Bud & < # vytvotujici kuZel nezapornych vektort ([5]). Pomoci kuZele o lze
zavést do prostoru #~ &aste€né uspofadini. Definujeme pro xe#, ye# x <y
resp. y > x<>y — xeA. Operator Te[#"] se nazjvd A -kladnym, jestliZe
Tx = ye A pro xeA. A -kladny operator T se nazyva uy-kladnym, jestliZe
existuje vektor uy € A tak, Ze pro libovolny vektor x € &, x # 0, (0 zna&i nulovy
vektor), existuje ptirozené &islo p = p(x) a kladna &isla « = a(x), f = f(x) tak, Ze
plati

(3.1) auy < TPx < Bug .

uy-kladny operator T e % se nazyvi siln& u,-kladnym, jestlize pro libovolny
vektor x € #~ existuje pfirozené &islo p = p(x) a kladné &islo y = y(x) tak, Ze plati

3.2 PTPx < uy .
(3-2) 0

Budte %,,...,%,, reilné Banachovy prostory, & = %, X ... x ¥, jejich kar-
tézsky sou&in. Dale budte &4, ..., Z,,, Z komplexni rozsifeni prostord %, ..., ¥, ¥.
Symboly %%, ..., %, ¥'; Xy, .... %, ¥ znafime pfislusné prostory spojitych li-
nearnich forem a symboly [#1], ..., (%), [%]; [Z1] --» [%n], [Z] oznadujeme
prostory ohrani&enych linearnich zobrazeni pfislusného prostoru do sebe.

Pfedpokladejme, Ze v prostoru &;, j = 1,..., m, existuje vytvotujici kuZel X;.
Ziejm& A = A" % ... X K, tvoii kuZel v prostoru ¥.

456



Véta 3. Predpoklddejme, Ze existuje index s,1 < s <m a funkce fe¥ (T)
kde T,e (%] je linedrni operdtor definovany formuli (2.1), takovd, Ze f(T,) =
=U, + V, je operdtorem Radona-Nikolského a |f(A)| > (V) pro [A| = r(T}).
Ohranileny operdtor (Ly — Cy,)™* Cy,, nechf zobrazuje kuZel X', <%, do
kuZele A"y < ¥, a ohranileny operdtor (L; — C;;)* C; -y nechf zobrazuje
kuzel A ;_y = ¥;_; do kuZele HX; = ¥}, j=2,...,m. Potom existuje alespori
jedna kladnd charakteristickd hodnota 2, soustavy (1.5b) a ji prislusi vlastni
vektor x, € A". Pro kaZdou jinou charakteristickou hodnotu soustavy (1.5b) plati
nerovnost

(3.3) Al = 4.

Je-li navic T, silné uy-kladnym operdtorem, pak u, = A;" je dominantnim bo-
dem spektra o(T,), tj. nerovnost |u| < po plati pro ka%dé pe o(T), p + po, neboli

(B4) 1A >

pro kazdé charakteristické &islo soustavy (1.5b) A, A % Ay a Ag™ je jednoduchym
pdlem resolventy R(A, T,) = (Al; — T)™'. Prislusny charakteristické hodnoté A,
vlastni vektor xo soustavy (1.5b) lezi v kuZeli " a kromé vektorit tvaru cx,, kde ¢
je kladnd konstanta, jiné vlastni vektory soustavy (1.5b) v kuZeli A" neleZi.

Dikaz. Z pfedpokladd véty vyplyva, Ze T je o ~kladny operator. Podle [10]
véta 3.2 existuje vlastni vektor operdtoru T pfislusny kladné vlastni hodnot& u,
a nerovnost

(3-5) ul = po

plati pro kazdy bod p e o(T}).

PoloZme Ay = ’(/,u; 1 a nechf 1y > 0. Bud xo, € X vlastni vektor operitoru T,
piisludny vlastni hodnoté p : poxos = TsXos. Snadno lze ovéfiti, Ze feSeni soustavy
(1.5b) pislusné charakteristické hodnot® 1, lze vyjadfiti ve tvaru u = (uy, ..., U,),
kde

(3.62) Ug = Xog,

(3-6b) Usyy = lo(Ls+1 - Cs+1,s+1)—1 Cs+1,sus >

Uy = AO(Lm - Cmrrl);1 Cm,m—lum-l >
Uy = A’O(LI - Cl.].)—1 Clmum s

Us—y = io(L -1~ Cs—l,s-l)_l Co-1,5-2Us—2 »
nebot z (3.6a), (3.6b) vyplyva platnost rovnosti

Us = j'O(LS - Css)_-1 Cs,s—lus—l .
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To, %e u € A" Vyplyvé jednak z predpokladi véty o operatorech (L; — Cy5)™" Cyp
(L; — ¢~ Cjj-1J=2,...,m a jednak odtud, Ze x,,€ #;. Nerovnost (3.3) je
bezprostfednim disledkem nerovnosti (3.5) a toho, Ze kaZdy bod pe A™™, pro n&jZ
|Al < Ao, je regularnim bodem resolvent vSech operatortt Ti, ..., T,

Druh4 &ast véty 3 plyne z véty 1 prace [6] a z véty 1.

Kompaktni operitor Te[#"] neni obecn& operatorem Radona-Nikolského.
Plati v8ak nasledujici

Lemma 2. Kompaktni uy — kladny operdtor T je operdtorem Radona-Nikolského.

Dikaz. Sta&i dokazati, Ze spektralni polomér r(T) operatoru T je kladny, tj., Ze
ve spektru o(T) le alespofi jedna nenulovad vlastni hodnota. Existence takové
hodnoty je dokdz4na v monografii [4], str. 262.

Diisledkem toho, Ze g, = Ao ™ je jednoduchym pélem resolventy R(4, T,,) je podle
véty 2 véta o existenci FeSeni nehomogenni soustavy (I.Sa) klademe-li na operatory
Ty, ..., T, podobné omezeni jako ve vété 3.

Véta 4. Predpoklidejme, Ze existuje fe U (T,,), kde T, € [%,] je operdtor defi-
novany formuli (2.1), tak, Ze f(T,) = U, + V, je operdtor Radona-Nikolského
a | f(A) > n(V,,) pro |Al = r(T,,). Ddle predpoklddejme, Ze T, je silné uo,-kladnym
operdtorem. Potom soustava (1.5a) md Feeni prdvé kdy% plati (2.6) pro kadou
Jormu ul,, jeZ je FeSenim homogenni rovnice u,, = A"T,u,.

4. Tteracni procesy. V tomto odstavci ukdZeme, Ze k sestrojeni charakteristického
&sla s minimalnim modulem a piislu§ného vlastnitho vektoru je moZno pouZivat
iteraénich metod podobnych Gaussové-Seidelové metodé pro feSeni nehomogennich
soustav linearnich algebraickych rovnic.

Budte x., ¥, zoo n = 1,2, ..., X", y' — spojité linearni formy v prostoru Z,, takové,
Ze plati

(4.1) x'(x) = lim x;(x), y(x) = lim yj(x) = lim z}(x)
pro kaZzdy vektor x € &,

Bud x(® e Z,, takovy vektor, pro n&% B;,x(® # 0 a nechf existuje pfirozené g
tak, Ze

(4.2) Bux® £ 0, Byy,x®=0,

kde Bem k= 1,2,... jsou &eny Laurentova rozvoje resolventy R(1, Tn) ((13],
str. 305), ptidemy operator T, je definovan formuli (2.1), v okoli bodu o

(4.3) R(LT) = T (2 = #0)* Tam + T (2= 10) ™ Bin-
k=0 k=
Necht
(4.4) X(Bax®) £ 0, V(Bpux®) +0-
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Polozme

(4-5) (L1 - C11) X(xn) = Cimxf:—l) s xf.?) = x(® s
(Lz - sz) x(zn) = szx(f) s

(n)
(Lm - mm) xg;xl) = Cm.m—lxr;l-l >

X

4.6 = 7 o
( ) Un) x,’,(xf,’,")
rfrm—1
y'l xm
.7) Iy = 2 )

ey
zy(x™)
Postadujici podminky pro konvergenci uvedeného iteraéniho procesu jsou obsaZe-
ny v nésledujici vété.

Véta 5. Predpoklddejme, %e operdtor T, = (L, — Cpm) ' Cpm-1 --- (Ly—
— Cyy)" ! Cy,, md dominantni vlastni &islo p,, tj. Ze nerovnost |u| < |uo| plati pro
kazdy bod p e o(T,), u + po. Necht jsou splnény podminky (4.1)—(4.4) a x® = x{
necht je vhodny vektor z Z,,. Potom plati

(4.8) . m=t —timi,

Ho noe

a v normé prostoru &,
(49) u(n) = Uom »
pri Cemz vektor

(4.10) Ugm =

Je vlastnim vektorem operdtoru prislusnym vlastni hodnoté p,. Ddle pak vektor
o = (Uoy, - .., Uom), kde

(4-11) gy = Ao(Ly = C11)™" Crmbbom Uoj = Ao(Lj - C.n‘j)—l Cjj-1%oj-1>
j=2,...m,
Jje vlastnim vektorem soustavy (l.Sb) pFislusnym charakteristické hodnoté Ay =
=ut.
Dikaz. Z (4.5) obdrZime vyjadfeni
xg:) = (Lm - Cmm)_l Cm,m—lxr(:)—l =

= (Lm - Cmm)—-1 Cm,m—l(Lm—l - m—l,m-:l)—l C ‘l,m-zxr(:lz =
== (Lm - Cmm)_‘1 Cm,m-—l e (Ll - CU.)-—l Clmxr(:ll—l) = mev(:—l)’
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z néhoZ je patrné, ¥e posloupnost {x™} je Kelloggovou posloupnosti pro vlastni
vektor operatoru T,, pisluiny dominantni vlastni hodnotd pe ([7])- Podle [7],
véta 2, plati pak (4.8), (4.9) a (4.10). Podle lemmatu 1 je hodnota p, Vvlastni hodnotou
viech operatorl Ty, ..., T,, definovanych pomoci (2.1), hodnota A, = Z‘/ ot je
charakteristickou hodnotou soustavy (1.5b) a ji ptisludi vlastni vektor uy = (uoy, --.,
<.» Ugy), kde ug; jsou definovany pomoci (4.11).

Poznémka. Je zfejmé, Ze je-li &,, komplexnim roz§ifenim realného prostoru #,,,
pak rovnost (4.9) plati v normé& prostoru %,, Ze pfedpokladu, Ze pfislu§né vektory jsou
realné.

Specialng, jsou-li %,,..., %, % komplexni rozSifeni Banachovych prostori
Yeyoois Y™ a Xy, ..., A, jsou vytvotujici kuZele v prostorech %, ..., %,, pak
obdrzime pomoci véty 3 jakoZto pfimy disledek plynouci z véty 5 nésledujici tvrzeni.

Véta 6. Necht operdtor T, = (L, — Cpm) ' Cpm—1--- (Ly — C11) Cim je silné
vom-kladnym operdtorem, kde vy, € A .. Ddle necht existuje fe N (T,) tak, Ze
A(T,) = U, + V,, je operdtor Radona-Nikolského, pFi emz |f(3)| > r(V,) pro
|A| = (T,,). Ohraniéeny operdtor (L; — Cy;)~* Cy, necht zobrazuje kuzel XA,
do kuZele o'y a ohranideny operdtor (L; — C;;)™* C; ;—1 necht zobrazuje kuZel
Hj_y do A;, j=2,..., m. Predpoklddejme, %e vektor x{Y = x® e A, a necht
pro formy x,, y., zy, %', y' plati (4.1) a (4.4). Potom je iteraéni proces (4.5)—(4.7)
konvergetni, tj. plati (4.8)—(4.9), pfi éemZ pro vektor ug,, = lim u,, plati (4.10)
a (Ugys hozs ooy Ugm) =Ug€EHX = H'y X .. X K, kde ug;,j=1,..., m, jsou de-
finovdny v (4.11), je vlastni vektor soustavy (1.5b) pFislusny charakteristické hod-
noté Ay > 0.

Diikaz. Podle véty 3 operator T,, ma kladné dominantni vlastni &islo y,. Podle
téZe vty je hodnota p, jednoduchym pélem resolventy R(4, T;,), takZe ve vyjadfeni
(4.3) je Bj,,= © (6 — nulovy operator) pro j> 1. Déle pak podle [6], véta 2, By, je
vos-kladny operator, tedy By, X > av,, pro kaZdy vektor x e X, x = 0, takZe
poZadované v (4.2) g = 1.

Pozndmka. Jsou-li X', y’ neziporné nenulové linearni formy takové, Ze x'(vy,,) >
> 0, y'(vom) > 0, pak jsou splnény nerovnosti (4.4).

Formy x’, y’ jsou nezéporné, tedy pro kazdy vektor x € o, x + 0 plati

0< “(Blmx) X'(vom) £ x'(T,‘,’,Bl,,,x) < B(Byw¥) xl(UOm)
a podobné
0 < a(Blmx) y’(UOm) é yl(TrﬁBlmx) -S- ﬁ(Blmx) y’(u()m) y, .

5. Existence ¥eSeni difusnich rovaic a konvergence Starkovy metody iterace zdroje.
Jiz jsme se zminili o tom, Ze pro cyklické operdtory se vySetfovani soustay
(1.5) redukuje na vySetfovani jednoho z operatortt Ty, 1 < s £ m, definovanych
v (2.1). UkaZeme na ptikladé z reaktorové fyziky, jak lze tohoto faktu vyuZit jednak
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k dikazu existence charakteristického &isla a vlastniho vektoru soustavy difusnich
rovnic a k jejich pfibliZznému sestrojovani.

ProtoZe chceme ukézati piiklad, na ném# by byla patrna pfedevsim metoda vysetfo-
vani cyklickych soustav, volime zamé&rn& piiklad jednoduchy. To se tyki zejména
predpokladu o tvaru oblasti, na niZ budeme soustavy difusnich rovnic vySetfovati.
‘Omezujeme se pouze na omezené oblasti, jeZ maji takovou symetrii, Ze p¥islusné
difusni soustavy jsou soustavami oby&ejnych diferenciélnich rovnic. Toto omezeni

neni podstatné pro uZiti ndmi zvolené metody vySetfovani cyklickych soustav.

" Budte m, N pfirozen4 &isla. Bud G = (Ry, Ry), 0 £ Ry < R; <... < Ry < + 00,
interval realnych Cisel.

Budeme vySetfovati soustavu diferencidlnich rovnic ([3] str. 278)

Gy - d%[dl(@ < ul@)] £ oi(&u(?) = 20D ud),

d d : .
- |40 O]+ D i) = dere Qi@ =2

(5.2) 0<dsdff)séd<+w, 0<o=o()SZ<+w,
d1(5)=djk’ o&) = & Pro & e(Re-1s Ry),

s okrajovymi podminkami

(53) féu,(@ + Ry = 0

§=Rn

— a;ufRo) = 0, diéu,-(f)

£=Ro
pfl écmz ajo g 0, afN > O, j = 1, ceey M,

Na rozhrani jednotlivych pasem R;,..., Ry_; poZadujeme splnéni podminek
konjugovanosti

54 {ufOk=r. =0, %Mﬁéqﬁ% =0, k=1,...,N—1,

&=Rx
kde {v(&)}s=r, = lim v(¢ + &) — lim v(€ — &).
=04 =04

O fysikalnim smyslu veli€in vyskytujicich se v (5.1)—(5.3) se nebudeme §ifit odka-
zujice Stensfe na monografii [3], str. 278. Poznamenejme pouze, Ze ¢}, j % m, znad
uginny prifez pro zpomalovani, o,, zna&i Gi€inny priifez pro pohlceni. Ulohou jest
nalézti hodnotu parametru 4, tak, aby existovalo kladné v G feSeni u = (uy, ..., u,,)
soustavy (5.1) s okrajovymi podminkami (5.3).

Bud & 2(G) realny prostor funkci lebesgueovsky integrovatelnych v G se tvercem.
S obvyklym skalarnim soudinem a normou

(5.5) m@=fw®ﬁwauw=@@%
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je &,(G) Hilbertovym prostorem (iplnym). Bud o = £,(G) mnoZina nezdpornych
funkel u € £,(G). MnoZina A je vytvotujici kuzel v #,(G) nebot ka¥dou funkci
v € &,(G) lze vyjadfiti ve tvaru v = v; — v,,kde v; €K, v, € K.

Bud 2; c &,(G) lineal funkci, jeZ maji v intervalech <Ry_1, R;) k = 1,..., N,
spojité derivace aZ do ¥adu 2 v&etng a jeZ spliiuji podminky (5.3) a (5.4).

Necht #; = Z,(G),j=1,...m; ¥ =%, x ... x¥. V prostoru ¥, je na kai-
dém linealu 9; = P(L,) definovan linedrni operator

d d
(5.6) L= -5 [dm & u,-<c)] + o8 uf?).
Pro u; e 2(L;), u; % 0, plati

(5.7) (Lyujs uy) = .[

Ro

oS u] + otuer]ae s
+ aZod(Ro) u3(Ro) + ofydfRy) uj(Ry) > 0.

Existuje tedy Greenova funkce I'; = I'{¢, ) piislu§nd odpovidajicimu operatoru
(5.6) ([2]. str. 187). Pomoci (5.7) lze snadno dokézati, e I'{&,7) >0 na &tverci
(Ro, Ry) % (Ry, Ry). Pro koncové body & = Ro, £ = Ry, 1 = Ry, 1 = Ry je vzhledem
k podminkém na hranicich (5.3)

T{Ro,n) >0, IfRy,n) >0, ne{Ry, Ry,
Fj(é: RO) > 0 > I‘j(éa RN) > 0 > fG <R03 R.N> s
takZe na zaklad€ spojitosti I'; na J = (R, Ry)> x {Ry, Ry) existuje a je kladné

(5.8) inf T{&n) =1, j=1..,m.
(Emyed

Integralni operator definovany pomoci jidra I'; je, jak zndmo, inversnim operéto-
rem k operétoru L;, tedy L; ‘v = [¢I'{&, ) v(n) dn.

Jei uje o = A ;< ¥;, u; %0, pak funkee v; = L7 'u; je kladnid a spojits
v G = {Ry, Ry>. Bud vo(&) = 1 pro £ € G. Nechf uje o', u; % 0,

o; = ajuy) = inf [L;7'u;](8), B; = By(u) = sup [Lj'u;] (&),

&G ZeG

takZe B; = a; > 0, j = 1, ..., m. Plati potom nerovnosti

ov0(8) < [L7'u] (&) < Bwo(&), €€,

neboli
(5.9) ajvo '< L;IUj < ijo N
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coZ znadi, ¥e operator L} ' je vo-kladny; #; — kladnost operatoru L je diisledkem
kladnosti Greenovy funkce I';.
Je-li u e #,(G), pak

sup |[L; 'u;] (&) = 8(u)) = 6;< + o0,
&G

takZze

- 1
(5.10) '}’JLJ IUj<'l70, kde ’))j =5—’
Jj
%mZ je dokazéno, e operator L' je siln& v,-kladny.
Operatory Cj, definujeme takto:

(5.11) Cimit = 0,{O)u(&), Cj mqu=0;4)u(é), j=2,...m,
C.,=0, j=1,....m.

JJ

Operatory Cj, jsou vzhledem k pfedpokladim kladenym na ¢, j = 1, ..., m ohrani-
¢ené a zobrazuji kuZel A '; = A, j = 1, ..., m, do sebe. Podle (5.2) je ovy < Cpu <
< Zv, pro ue ', u £ 0 a pro ty dvojice j, k, pro néZ Cj, je nenulovy operator.
odtud a z (5.9) vyplyva, Ze

(5.12) g ore 000 < Tt < By oo B Z™09, UENA , ux0:
a z (5.10) pak, Ze
(5.13) , Vi Vm Z Tt < v, ueZ,y(G).

Vztahy (5.12) a (5.13) vyjadfuji tu skute€nost, Ze operator T,, = (L, — Cpp) ™" -
e Cumet oo (Ly — Cy1) ' Cyypy je vo-kladny & siln& vy-kladny, kde v(€) = 1 pro
¢ e G. ProtoZe kazdy z operatorii LJTI, j=1,..., m, je kompaktni, je kompaktnim
téZ operator T,,. Na zikladé lemmatu jsou potom splnény vSechny pfedpoklady
véty 3, nebot poZadovanou funkei f'e U, (T,,) 1ze snadno sestrojiti, na ptiklad takto:
f(A) = A pro |4 £ 2r(T,,) a f(4) = 0 pro |A| > 2K(T,,), kde r(T,,) je spektralni polo-
mér operatoru T,,.

Vysledek. Existuje jednoduchad charakteristickdi hodnota 1, > 0 a ji pfislusi
kladny v G vlastni vektor uy = (uy, ..., u,,) soustavy (5.1) s okrajovymi podminkami
(5.3). Kromé vektort cu,, ¢ > 0, soustava (5.1), (5.3) jinych nezipornych v G feseni
nemé. Iteradni proces (4.5)—(4.7), zvany v tomto pkipad€ procesem iterace zdroje,
konverguje k uvedenym prvkim A, u,.

Numericky pfiklad feSeni soustavy (5.1), (5.3) s N = 1, m = 6 metodou iterace
zdroje je uveden v knize [12], str. 271 —275.

Poznamenejme, 7e konvergence metody iterace zdroje ve tvaru modifikovaném
pro cyklické operatory je zde dokazana zfejmé& po prvé.
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PesiomMme

O CYIIECTBOBAHIMHU U INPUBJIMXXEHHOM ITIOCTPOEHUU
XAPAKTEPUCTHUYECKUX 3HAYEHUU LMKIWYECKUX CUCTEM
OIIEPATOPHBIX VPABHEHUMN

HBO MAPEK (Ivo Marek), Ilpara

B craThe paccMaTpuBarOTCS LMKJIMYECKHE CUCTEMBI JIMHEHHBIX ONEPATOPHBIX
YPaBHEHWH B /IEKAPTOBOM NpOM3BENCHHU % OaHAXOBBIX MPOCTPAHCTB £y, ..., X
BBoguTCA HEKOTOPHIA KIACC JIMHEHHBIX ONEPATOPOB, JUIL KOTOPHIX pacCMaTpUBae-
Mble CHCTEMBl MMEIOT IIO KpaiHed Mepe OJJHO XapaKTepucTHyeckoe 3Hayenue. Cre-
IMaJIbHO OTMEYAIOTCA 4 ; — TOJIOKHATENbHBIE CUCTEMBL, I/Ie 4 ; — HEKOTOPHIH KOHYC
B IPOCTPAHCTBE Z ;.

HJI?[ HpPIGJIH)KCHHOI‘ O ITOCTPOCHHUA XapaKTECPUCTHYCCKOIO 3HAYEHMSI C MMHMMAaJIb-
HBIM MOIYJIEM IPEAJIOKEHA obias UTCpallAOHHAs CXEMa M JOKa3aHa €€ CXOOUMOCTb.

B xavecTBe mpuMepa OKa3bIBaeTC MUKINYEcKas cucreMa qud(dy3HoHHbIX ypaBHE-
HUA U3 TEOPHH ANEPHBIX PEaKTOPOB.
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Summary

ON THE EXISTENCE AND THE APPROXIMATIVE CONSTRUCTION
OF CHARACTERISTIC VALUES OF CYCLIC SYSTEMS
OF OPERATOR EQUATIONS

Ivo MAREK, Praha

The cyclic systems of linear operator equations in a Cartesian product Z of the
Banach spaces &y, ..., Z,, are studied. A class of such linear operators is introduced
for which the corresponding systems have at least one characteristic value. Particular
attention is given to the "; — positive systems, where J¢’; is a cone in the space Z';.
For the approximative construction of the characteristic values and the corresponding
eigenvectors a general iterative method is given and the convergence of this process
is proved. _

An example of cyclic systems of nuclear reactor equations is shown.
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