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éasdpis pro péstovani matematiky, ro€. 89 (1964), Praha

INTEGRACE PODLE HAUSDORFFOVY MIRY NA HLADKE PLOSE

Joser KrRAL a JAN MaRik, Praha
(Doslo dne 9. listopadu 1963)

Hlavnim vysledkem préce je véta o vypod&tu integrdlu podle Hausdorffovy
miry na hladké ploSe pomoci Lebesgueova integrilu.

Uvodni poznimka. Predklddany &ldnek m4 metodicky charakter. Jsou v ném vy-
loZeny zdkladni vlastnosti Hausdorffovy miry a je dokdzdna véta o vypoctu inte-
grdlu podle m-rozmérné Hausdorffovy miry na m-rozmérné hladké ploSe pomoci
Lebesgueova integrdlu.’) Z této v&ty plyne zejména véta o substituci pro Lebesgueiiv
integrél (viz napf. [2] nebo [5]), jejiZ znalost se zde neptedpoklddd. Ndroky kladensé
na &tendfe jsou minimdlni; staéi zndt zdklady diferencidlniho podtu, linedrni algebry
a teorie integrdlu.

V této Edsti vyloZime zdkladni vlastnosti Hausdorffovy miry a ukdZeme, Ze m-roz-
mérnd Hausdorffova mira v m-rozmérném euklidovském prostoru splyvd s Lebes-
gueovou mirou (viz téZ [9]).

1'1. Definice a oznaCeni. Bud X metricky prostor s metrikou g¢. Primér mnoZiny
A < X oznadime symbolem diam A.

Bud 4 funkce, kterd je definovdna na systému vSech &dsti prostoru X a kterd md
tyto vlastnosti:

1. A(®) = 0;
2.4cUd, c X=A4) 3 A4,);
n=1

n=1

3. B,C < X, o(B,C) > 0= A(B) + 4(C) = 4(B v C).

wavr

Potom Fekneme, %¢ A je vn&jsi mira (na prostoru X). KdyZ 4 = X a kdyZ pro
kaZdou mnoZinu B = X je A(B n A) + A(B — A) = A(B), fekneme, 7¢ mnoZina
A je A-méfitelnd.

1) Vypoétu Hausdorffovy miry hladké plochy pomoci Lebesgueova integralu je vénovana téz
prace [11] a Elanek [7], ktery se opird o konstrukci provedenou v knize [4].
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Nejmensi g-algebru, obsahujici vSechny uzaviené mnoZiny prostoru X, oznadime
symbolem B(X).

1:2. Bud A vnéjsi mira na prostoru X. Bud ¥ systém vSech A-mé¥itelnych mnoZin
a bud N systém viech mno%in N, pro néZ A(N) = 0. Potom je W < o, B(X) = ¥,
systém U je c-algebra a funkce A je na Y o-aditivni (tedy parcidlni funkce A | )
je mira).

Ditkaz. Viz napf. [8], kap. II, nebo [10], kap. VI, cvi€. 17k § 5.

1:3. Definice. Bud m pfirozené &islo. Symbolem y,, budeme znaéit objem (= m-roz-
mérnou Lebesgueovu miru) m-rozmérné koule o priméru 1. Je-li A = X a ¢ > 0,
poloZime "
H,(A,¢) = y,.inf ) (diam Q,)",

n=1

kde pfi tvofeni infima bereme vSechny posloupnosti Q;, Q,, ..., pro néZ 4 < U@,

adiam Q,< e(n = 1,2,...). P¥i pevné mnoZin& 4 je H,,(4, ¢) nerostouci funkci pro-

m¥nné . Existuje tedy lim H,,(4, &) = sup H,(4, ¢). Tuto limitu (které méZe byt ne-
e~ 0+

e>0
koneéné.) nazveme m-rozmérnou Hausdorffovou vné&jsi mirou mnoZiny A a ozna&ime

ji symbolem H,,(A).

1°4. Funkce H,, je vnéjsi mira a pro kaZdou spocetnou mnoZinu S < X je H,,,(S) =
= 0.

Dikaz. Necht 4,, B,C,R < ‘X LA 6 A, Q(B, C) > 0 a necht mnoZina R obsa-
huje nejvys jeden bod. Ctendf snadno dgzlé.ie, Ze pro kazdé ¢ > 0 je H,(R, &) =0,
H,(A4,¢) < iHm(A,,, e) a Ze pro ka?dé e€(0, o(B, C)) je H,(B,¢) + H,(C,¢) =
= H,(Bu 'g,ls). Odtud tvrzeni snadno plyne.

1'5. Ke kaZdé mnoZiné A < X existuje takovd mnoZina B typu G,;, ¢ A = B a Ze
H,(A) = H,(B).

Diikaz. MiZeme se omezit na p¥ipad, e H,(4)< c. Bud p ptirozené &slo. Ctendf
snadno zjisti, Ze existuji takové oteviené mnoZiny G, Ze UG, > 4, diam G, < 1/p

.

(n=1,2,...)a %e y, ) (diam G})" < H,(A) + 1/p. Nyni sta&i poloZt B = N UG,
n pn

16. Bud ¢ zobrazeni mnoZiny A < X do metrického prostoru X' s metrikou o
a bud B takové dislo, %e plati implikace x, y € A = ¢'(¢(x), ¢(¥)) < B o(x, y). Potom
H,(¢(4)) £ p" H,(A). Je-li zobrazeni ¢ isometrické, je . H,(o(4)) = H,(A).
(Symbol H,(¢(4)) se oviem vztahuje k metrice o".)

Diikaz. MiZeme piedpoklddat, Ye B > 0. Je-li A = UQ,, je ¢(4) = UR,, kde
R,=o¢(4n 0,); zfejm& diam R, < B diam Q,. Pro kazdé ¢ > 0 je tedy H,(o(4),
pe) < B” H,(A, ¢). Odtud tvrzeni snadno plyne.
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17. Bud ¢ zobrazeni mnoZiny A < X do X a bud0 < 5 < 1. Pfedpoklddejme, Ze
H,(A4) < o a Ze plati implikace

x, ye A= |o(x, y) — o(o(x), ¢(»)] £ nolx, y).
Potom je |H,(4) — Hu(o(4))] < (1 — m)™ — 1) H(p(4)).

Dikaz. Protoze o(¢(x), ¢(y)) < (1 + n)eo(x,y), je podle 16 H,(p(4)) <
< (1 + n)"H,(4) a tedy

(8 Ho(¢(4)) = Hu(4) = (1 = (1 + 0)7") Hu(o(4)) -

ProtoZe je zdroveii o(¢(x), ¢(»)) = (1 — 1) o(x, y), je zobrazeni ¢ prosté a pro pii-
slu$né inversni zobrazeni Y plati implikace

e =) v() £ (1 - n)7 et );
podle 16 je tedy H,(4) = H,(y(o(4)) £ (1 — 7)™ H,(o(4)), takze
(1.2) H,(4) = Hu(p(4)) < (1 — )™ = 1) Ho(o(4))-

Snadno se viak zjisti, Ze (1 — )™ —121— (1 + 7)™ Odtud a z (1,1), (1,2)
tvrzeni ihned plyne.

1'8. Umluva. V dal¥im se budeme zabyvat jen Hausdorffovou mirou v euklidov-
skych prostorech. Budeme tedy pfedpoklddat, Ze X je n&ktery prostor E, s metrikou,
kterd je obvyklym zptsobem odvozena z normy |x| = (3 x})* (x = [xy, ..., x,])-
Lebesgueovu vn&j§i miru v E, budeme zna&it symbolem L, nebo prost€ L. Cislo m
(dimense Hausdorffovy miry) bude pevné; budeme proto psét H,, = H. Ze souvislost?
bude vZdy patrné, ke kterému prostoru E, se L, H vztahuji. Misto ,,L-méfitelnost‘
budeme psdt prosté ,,méfitelnost*“. NaSim cilem je nyni dokdzat, Ye pro kazdé
A © E, je H(4) = L(A).

1'9. Bud G neprdzdnd otevFend mno¥ina v E,,, L(G) < o, a bud ¢ > 0. Poton
existuji disjunktni uzaviené koule K,, ..., K, o primérech < ¢ tak, Ze YK; < G,
SLK) > L(G) - 2

Dikaz. Pro n =1, 2,... bud &, systém vSech uzavienych krychif o hran& 27",
jejichZ vrcholy maji soufadnice tvaru k . 27" (k celé) a jeZ jsou &sti G. Bud S, sjedno-
ceni systému &,. Zfejm& S, = S, < ..., US, = G. Existuje tedy takové g, 726271 < &
aze L(Sq > %L(G) KaZdou krychli ze systému &, nahradme nyni uzavienou koulf
o témZe stiedu a priméru 2797/ Tak dostaneme kone¢ny disjunktni systém koulf

Ky, ...,K,. Pfitom je diamK; <e UK; =S, =G a YUK)) =y,.27™ 'p=
= 3¥m L(S)) > 57 L(G)-

1:10. Bud G neprdzdnd otevFend mnoZina v E,, a bud ¢ > 0. Potom existuji dis-
junktni uzavFené koule Ky, K,, ... o primérech < ¢ tak, ¥e UK, < G a %e L(G -
- UK, =0. ‘
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Dikaz Zfejm& miZeme predpoklddat, Z¢ L(G) < co; poloZme A =1 — %y,
Podle 1.9 existuje mnoZina R; < G, kterd je sjednocenim kone¢ného po¢tu disjunkt-
nich uzav¥enych kouli o primérech < ¢ a splituje vztah L(G — R,) < 4 L(G). Polozime
G; = G — Ry, sestrojime mnoZinu R, = G, kterd je sjednocenim koneéného poctu
disjunktnich uzavfenych kouli o primérech < ¢ a spliiuje vztah L(G, — R,) <
< AI(G,), poloZime G, = G, — R, atd. Tak dostaneme mnoZiny R,, R,, ...; bud
n (-]

T, =kU Ry, T=UR;. Potom I(G ~ T,) < AL(G — T,_;) < ... < * L(G) a tedy
=1 k=1

L(G — T) = 0. Jist& je zfejmé, jak uréime koule K,

1'11. Bud A < E,,, L(A) < «, ¢ > 0. Potom existuji koule Ky, K,, ... o primérech
< e tak, ze A < UK, YL(K,) < a.

Dikaz. I. Bud napfed L(A) = 0. Existuji krychle C,, C,, ... o primérech <g
takové, Ze A = UC, a Y I(C,) < am™*". Bud K, uzaviend koule, kterd md ty¥ stfed
a stejny primér jako krychle C,. Je C, = K,, L(K,) = y.m*" L(C,) < m*" L(C,)a
tedy 4 = UK,, Y L(K,) < .

II. Bud nyni L(4) > 0. Zvolme otevfenou mnoZinu G tak, aby bylo 4 < G,
L(G) < o Podle 1-10 existuji disjunktni koule K%, K3, ... o primérech < & tak, Ze
UK < G a Ze mnoZina A’ = G — UK spliiuje vztah I(4") = 0. PoloZime-li je¥t
o' = o — L(G), pak podle I (kde 4, « zam&nime za A4’, o) existuji koule K}, K5, ...
o primérech <e tak, Je 4" = UK} a ze Y L(K}) < «'. Ztejmd Y L(K}) + Y L(K}) <
<LG)+a—LG) =0 Ac G = (UK;}) v (UK}). Nyni sta&i poloZit napt.
KZn 1= K KZn = K”l

112. Pro kaZdou mnofinu A < E,, je H(4) < L(4).

Diikaz. MiiZeme predpoklddat, Ze L(4) < . Zvolme libovolné o > L(4) a
&> 0. Podle 1-11 existuji koule K, K,, ... o primé&rech < ¢ tak, Ze A = UK, a 7, -
. Y (diam K,)* = Y'I(K,) < . Vidime, Ze H,(A4, ¢) < «; je tedy H(A) < «, H(4) <
< L(4).

1-13. Umluvy a oznaeni. Body prostoru E,, (m > 1) budeme n&kdy psit ve tvaru
[x,v]. kdex€E,_,, yeE,. Je-'li 4 < E,, (m > 1), poloZime
‘ A, ={y;[x,y]ed4} pro x€E,_,,
= {x; [x,y]ed} pro yeE,,
symA = {[x,y]; x€Ep_1, y =3(y1 = y2), V1, V2 € A}

Nejmensi konvexni mnoZinu, kterd obsahuje 4, oznacime symbolem conv A.

1-14. Bud A konvexni kompaktni mno%ina v E,, (m > 1). Potom je sym A kom-
paktni a je L(sym A) = L(A), diam sym A4 < diam 4.

Ditkaz. Snadno se zjisti, Ze sym A je kompaktni. Bud nynix € E,,_;. Je-li A, = 0,
je zfejmd téZ (sym 4), = 0. Je-li 4, = <{a, b) (a £ b), je (sym A), = {—¢, c), kde
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¢ = 3(b — a), takZe 4,, (sym A), jsou intervaly stejné délky. Z Fubiniho véty nyni
plyne, e L(sym A) = L(A). Zvolme ddle vy, v, e sym 4. Mideme psit v; = [x;,
i(y; — z,)], kde [x;, y;], [x5» 2;] € 4. Bud napt. |y; — y,| £ |24 — 25| Je |, —
- ”212 = lx1 - lez + 71;()’1 — ¥, —(zy — z,))? £ |x1 - xz{z + lz1 - zzl2 =
= |[x1, z1] — [x2, 2,]|*. Odtud plyne ihned, Ze diam sym 4 < diam 4.

Pozndmka. Snadno se zjisti, Ze pro ka’dou konvexni mnoZinu 4 < E,, je téz
sym A konvexni; nebudeme to v8ak potfebovat.

1'15. Pro ka%dé A < E,, je diam A = diam conv A.

‘Ditkaz. Snadno se zjisti, Ze convA Jje mnoZina vSech bodl tvaru Za,x,, kde:

j=1

x;€A, o >0 (G=1,...,n), Za = 1. Je-li krom& toho y,ed, 20 (k=

= 1 s p) Z ﬁk = a _]C IZ Zﬁkykl_ lzajﬂkxj Za ﬁkyk] < Z(Z ﬁk[x
-yl =4 Zoc,ﬁk =4, kde d = max lx — Vil Odtud snadno plyne e dlam convA <
< diam A. Opacna nerovnost je zrejma

1'16. Bud A < E,,, diam 4 < 1. Potom L(4) < y,,.

Dikaz.?) Pro m = 1 tvrzeni zfejm& plati. Nechf nyni m > 1 a necht je tvrzeni
dokédzéno v E,,_,. Bud 4 c E,,, diam 4 £ 1; poloZme P = conv 4, Q = sym P.
Podle 1.15 je diam P = diam A; zfejmé diam P = diam P. MnoZna P je konvexni
a kompaktni. Z 1'14 nyni plyne, Ze mnoZina Q je kompaktni, tedy méfitelnd, a Ze
diam Q £ diam P < 1. Je-li z, = [x, y]€Q, je zrejme % z, = [x, —y] € Q; pro-
toZe |2y = |z; — z,| < 1,je |y| < 2. Pro |y| >  je tedy 0 = 0. Bud nyni |y| < 3;
necht x,, x, € Q*. ProtoZe [x,, y] € Q, [x2, —y] € Q,je 1 2 |[x1, ¥] — [x2, —¥]|* =
=[xy = x,|* + 4y* atedy |x; — x,| < (1 — 4y*)*. Tim jsme dok4zali, e pro kazdé y
je diam Q” < diam K, kde K je koule o stfedu v pocdtku a priiméru 1. Z indukéniho
predpokladu snadno plyne, Ze L,,— 1(Q”) £ L,,—;(K?) a podle Fubiniho véty je L(Q) <
< L(K) = y,,. Z¥ejmé je viak L(4) < L(P) a podle 1'14 je I(P) = L(Q). Tim je vie
dokdzano.

1'17. Pro ka?dé A < E,, je H(A) = L(A).

Dikaz. Podle 1'12 sta¥i dokdzat, Ze H(4) = L(4). MiZeme tedy pfedpoklddat, Ze
H(A) < oo; bud & > 0, « > H(A). Existuji mnoZiny 4, 4,, ... o prim&rech < ¢ tak,
7e A = U4,2a7y,, Y (diam 4,)" < «. Podle 1'16 je L(4,) < y,(diam 4,)", takie [(A4) <
< YL(4,) < a, L(4) < H(A).

118. Je-li k < m, je H(E;) = 0.

Dikaz. Bud N mnoZina viech bodi z E,, jejichZ m-td soufadnice je 0. Prostor E,
Ize zfejm& isometricky zobrazit do N; podle 16 a 117 je tedy H(E,) < H(N) =
= I(N) = 0.

2y Tento diikaz (zaloZeny na tzv. Steinerové symetrisaci) ndm sdélil as. J. JELINEK.
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2

V této &4sti je nejprve dokdzdna véta o rozkladu matice na soudin tfi matic specidl-
niho tvaru. Odtud je pak odvozen vzorec pro vypodet m-rozmérné Hausdorffovy
vnéj$i miry mnoZiny ¥(Q), kde Q < E,, a kde ¥ je linedrni zobrazeni prostoru E,
do E,, pomoci Lebesgueovy vné&j§i miry mnoZiny Q.

21. Definice a oznaCeni. Slovem matice (resp. vektor) budeme vidy rozumét
redlnou matici (resp. redlny vektor). Pro libovolnou matici M bud M’ matice transpo-
novand k M (j-ty fddek matice M’ je tedy roven j-tému sloupci matice M). Deter-
minant &tvercové matice M ozna&ime symbolem det M. Matice typu (1,1) ztotoZnime
zfejmym zplsobem s Eisly. Vektory budeme jako obvykle poklddat za sloupce. Jsou-li
x, y vektory o stejném pod&tu &lend, poloZime xy = x’y.

Bud nyni M libovolnd matice. Pro kaZdy vektor x, pro n&jZ md Mx smysl, je
x’M’'Mx = |Mx|* = 0; podle zndmych v& o kvadratickych formdch je tedy
det (M’M) 2 0. Polozme D(M) = (det (M'M))*. Je-li M &tvercovd matice, je D(M) =
= |det M]; jsou-li tedy A, B &tvercové matice téhoZ typu, je D(AB) = |det (4B)| =
= |det 4] . |det B| = D(A) . D(B). Je-li M vektor (= sloupec), je D(M) jeho norma.

2-2. Sloupce matice M jsou linedrné zdvislé prdvé tehdy, kdy? D(M) = 0.

Diikaz. Jsou-li sloupce matice M linedrng zdvislé, existuje takovy vektor x == 0, Ze
Mx = 0; tim spife je M'Mx =0 a tedy det M'M = 0, D(M) = 0. Je-li naopak
D(M) = 0, existuje takovy vektor y =+ 0, Ze M'My = 0 a tedy [My|* = yM'My =
= 0, My = 0; vidime, ¥e sloupce matice M jsou linedrn& z4vislé.

2:3. Definice. Rekneme, Ze systém vektord vy, ..., v, je ortonormalni, kdyz |v;| =
= ... =|n,| =1akdyZvp; = 0 pro i % j. Rekneme, Ze matice M je ortonormalni,
kdyZ jeji sloupce tvofi ortonormdlni systém neboli kdyZ M’'M je jednotkovd matice.
Pro kaZdou ortonormdlni matici M je zfejm& D(M) = 1.

Je-li M ortonormdlni &tvercovd matice, je MM’ opét jednotkovd matice, takZe M’
je rovnéZ ortonormdlni.

2:4. Nechf ortonormdlni matice M md m sloupcii. Potom je D(MB) = D(B) pro
kaZdou matici B, kterd md m Fddki, a zobrazeni x - Mx (x eEm) Jje isometrické.

Dikaz. Je (MB) MB = BM'MB = B'B a tedy D(MB) = D(B); zejména je tedy
[Mx] = |x]

2'5. Bud ¢ linedrni (= aditivni a homogenni) zobrazeni nenulového modulu
R < E,, do E,. Potom existuje takové e€ R, Ze |¢| = 1 a Ze plati implikace x € R,
x.e = 0= ¢(e) p(x) = 0.

Diikaz. MnoZina Q viech t e R, pro né [t| = 1, je kompaktni a funkce |@(?)] je
spojitd; existuje tedy takové e e Q, Ze pro kazdé te Q je |o(t)] = |¢(e)|- Necht nyni
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x€R, x.e = 0. Pro kaZdé redlné t polozme f(7) = |p(e + x)|> = |p(e)|* + 27 A
. o(e) p(x) + ?|o(x)|*. Zvolme 7; bud y = e + X, 4 = |y|, z = y/i. ZiejmE A = 1,

ze Q a tedy ](p(y)l = Ao(z)| 2 I(p(e)] Vidime, Ze pro kazdé t je f(z) = f(0); je tedy
#(¢) o(x) = 31'(0) = 0.

2'6. Bud ¢ linedrni zobrazeni modulu R < E,, do E, a bud r dimense modulu R.
Potom existuje takovy ortonormdlni systém v,, ..., v, (v; € R), Ze pro i % j je ¢(v;).
.¢(v;) = 0. ‘ ' :

Dukaz. Tvrzeni zfejmé& plati, je-li r = 0. Bud tedy r > 0 a pfedpoklddejme, Ze
tvrzeni plati pro dimensi r — 1. Bud e vektor z odst. 2'5 a bud R, mnoZina viech
x € R,pronéZx . e = 0. Snadno se zjisti, Ze R, je modul dimense r — 1; podle indukgé-
niho predpokladu existuje ortonormdlni systém v, ...,v,_; (v;€R,) takovy, Ze
o(v;) o(v;) = 0, jakmile 1 < i < j < r — 1. Nyni stadi poloZit v, = e.

27. Definice. Bud C Ctvercovd matice o prvcich ¢;;. Rekneme, 7e C je diagon4lni
kdyZ c;; = O pro i * j.

2'8. Bud M matice typu (k, m), k = m. Potom existuje ortonormdlni matice A
typu (k, m), diagondIni matice C typu (m, m) a ortonormdlni matice B typu (m, m)
tak, e M = ACB.

Dikaz. Podle 26 existuje ortonormdlni systém v,, ..., v, (v; € E,,) tak, Ze Mv;,.
-Mvp; = 0 pro i % j. Polome a; = |Mv,|. Bud C diagondlni matice typu (m, m)
0 prvcwh ¢;; takovd, Ze ¢;; = o;. Ddle bud Q mnoZina vSech indexi i, pro néz o; > 0.
ProieQ polozme w; = Muv,/a; a pro indexy i, které nepatti do Q, urleme w; tak, aby
systém wy, ..., w,, byl ortonormdlni. Bud A4 matice o sloupcich wy, ...; w,; bud V
matice o sloupcich vy, ..., v, a bud B = V’. Potom jsou matice A, B ortonormélni;
ziejmé AC = MV a tedy ACB = MVB = M.

2'9. Bud C diagondini matice typu (m, m). Pro kaZdé x € E,, polofme ¢(x) =
Potom pro kaXdou mnoZinu Q < E,, je L(¢(Q)) = D(C) L(Q).
(Dikaz lze pfenechat &tendfi.)

2:10. Bud M matice typu (k, m); bud Q < E,, s€ E,, beE,. Pro kaZdé teE,,
polofme ¥(1) = M(t — s) + b. Potom H(¥(Q)) = D(M) L(Q).

Dikaz. Bud napfed k = m a budte 4, B, C matice z odst. 2'8. PoloZme ¥,() =
= B(t — 5), ¥,(x) = Cx, ¥5(y) = Ay + b. Zobrazeni ¥,, ¥, jsou podle 24 iso-
metrickd a je ¥(Q) = P4(¥,(¥1(Q)). Podle 16, 117 a 29 je H(¥(Q)) =
— H(7,(7,(0)) = L(7(¥,(Q)) = D(C) . L¥,(Q). L(¥,(Q)) = H(¥:(Q) =
= H(Q) = L(Q) a podle 24 je D(M) = D(CB) = D(C). D(B) = D(C); je tedy
opravdu H(¥(0)) = D(M) . L(Q).

Bud nyni k < m. Podle 1-18 je H('I’(Q)) = 0; protoZe sloupce matice M jsou
linedrng z4vislé, je podle 2-2 D(M) = 0, takZe tvrzeni opét plati.
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3

V této Cdsti dokdZeme vétu o vypoltu Hausdorffovy miry hladké m-rozmé&rné
plochy v E, a vtu o transformaci m-rozm&rného integrdlu pfi hladkych zobrazenich
'z E,, do E,.

3'1. Umluvy a oznaéeni. V dal§im bude stdle G neprdzdnd oteviend mnoZina v E,,
a ®=[&y,..., D] bude zobrazeni tfidy C, mnoZiny G do E,. (To znamend, Ze
funkce @; maji v G spojité derivace 1. ¥ddu.) Pro t = [t,, ..., t,,] € G ozna&ime sym-
bolem M () matici typu (k, m) o prvcich [89(t)/d¢;]. Misto D(M(f)) budeme psit
Dy(1); tato funkce je zfejm& spojitd na G. Pro kaZdé s e G definujeme zobrazeni ¥
prostoru E,, do E, pfedpisem ¥,(t) = &(s) + My(s). (t — s).

Symbolem H budeme znalit m-rozmérnou Hausdorffovu vnéj§i miru v E; a sym-
bolem L Lebesgueovu vngj§i miru v E,. Ddle poloZime B, = B(E,) (= nejmensi
o-algebra, obsahujici viechny uzaviené mnoZiny prostoru E,).

V lemmatech 3-2—3-4 bude C neprdzdnd kompaktni &4st mnoZiny G.

32. Ke kaZdému ¢ > 0 existuje § > 0 s touto viastnosti: Je-li

(3.1) s,t,veC, |t—s| <4, |v-—l9|<5,
potom
(3:2) |8(2) — 8(t) — (P(0) — P(D))| S elo — 1] .

Diikaz. Bud e > 0. Existuje § > 0s touto vlastnosti: Je-lise C, we E,,, [w — s <
< 0, potom we G a

|grad ®(w) — grad & (s)| < ek™* (i=1,...,k).

Plati-li nyni (3,1), leZi uiseka U o koncovych bodech ¢, v v G a existuji body w', ...,
wteU takové, Ze &v) — &ft) = (v — 1). grad & (w') = (v — ). grad &(s) +
+ (v — 1) . (grad &(w") — grad &s)). Protoze |w' — s| < 5, je

(3,3) |@:(v) — B(r) — (v — £) . grad D(s)| < [v — 1| ek~ .

Protoze (v — t) . grad &(s) je i-td slozka vektoru ¥ (v) — ¥({), plyne z (3,3) ihned

(3,2).
33. Existuje takové B € E,, Ze plati implikace
t,ve C= |d(v) — &) < Blv — 1.
Ditkaz. Uréeme &> 0 tak, aby mnoZina C* = {x;x € E,, g(x, C) < 1} byla
&sti G. PoloZme o; = max |grad &(t)| (te C*), « = (Zklaf)*, x = max |$(v) — &()]

(t,veC), B = max («, x/¢). Necht t,ve C. Je-li [v — t| < ¢, je tisetka o koncovych
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bodech 1, v &sti C* a je tedy [0,(v) — &(1)] £ oo — 1], |[B(v) — B(t)| < oc[v —1;
je-li |0 —t] > ¢, je zfejm& |B(v) — &(f)] < x < Be. V obou piipadech je tudiz
|2(v) — 2(1)] < Bl — 1.

3-4. Pfedpoklddejme, e zobrazeni @ je na mnoZiné C prosté a Ze je Dy > O na C.
Potom existuje oteviend mnoZina V a &slo p tak, Ze C = V < G a Ze plati implikace

(3,4) t,ve V= o —t| £ BlB(v) — &(r)| .

Dikaz. Pfedpoklddejme opak. Potom ke kaZdému pfirozenému &islu n existuji
takové body ", v" € G, které maji 6d mnoZiny C vzdélenost mensi neZ 1/n, Ze

(3.5 [o" = 7 > n|&(v") — &(t")] .

Polozme y* = (v" — t")/|v" — t"|. MiiZeme pfedpoklddat, Ze posloupnosti {t"}, {v"},
{y"} jsou konvergentni; necht t" — ¢, v" —» v, " — y. Snadno zjistime, Ze t,ve C,
a z (3,5) plyne, Ze &(f) = ®(v); je tedy t = v. ProtoZe matice o fddcich grad &) m4
linedrn& nezavislé sloupce a |y| = 1, existuje takovy index i, Ze y . grad &f) + 0.
Pro viechna dost velkd n je [B(v") — &(t")] 2 |8,(v") — &) = |(" — 7).
.grad &(w")| = [v" — | . |y". grad &,(w")|, kde w" je bod tusetky o koncovych
bodech ", v"; je tedy w" — t. Z (3,5) nyni plyne, Ze |y". grad &(w")| < 1/n a tedy
y . grad @ (1) = 0, coZ je spor.

3'5. Existuji kompaktnimnoZiny Qy, Q,, ... takové, Ze\UQ, = &(G) a Ze H(Q,)<
(n=1,2,..).

Dtikaz. Existuji kompaktni mnoZiny C,, C,, ..., pro né&Z JC, = G. PoloZime-li
Q, = 9(C,), potom podle 1-12, 3-3 a 1'6 je H(Q,) < oo. Ostatni je ziejmé.

3-6. Bud A H-méFitelnd mnoZina, A < @(G). Potom existuji takové mnoZiny
R,SeB,?2¢e RcAc S < @(G), H(S — R)=0.

Dikaz. Budte Q, mnoZiny z pfedeSlého lemmatu. Existuji P,, S, € B, tak, Ze
0,.nA<=S,<0,Q,—A4cP,=Q, H(S, = HQ, n A4), HP,) = HQ, — A4).
Polofme R, =Q,— P,, R=UR,, S=US,. Je R,=Q,n4c S, HR,)=
= H(Q,,) — H(P,,) = H(Q,,) — H(Q,, — A) = H(Q,, N A) = H(S,,) a tedy H(S,, —
— R,) = 0. ProtoZe S — R = U(S, — R,), je téZ H(S — R) = 0. Ostatni je ziejmé.

37. Bud ¥ prosté spojité zobrazeni oteviené mnofiny V < E,, do E,. Bud B€ 9B,
B < V. Potom je ¥(B) € By.

Dikaz. Zvolme kompaktni mnoZinu K = V a oznaéme symbolem ¥ systém viech
mnoZin 4 < E,,, pro n&Z ¥(4 n K) € B,. Systém ¥ zfejm& obsahuje viechny uzaviené
mnoZiny; z toho, Ze ¥ je prosté, snadno plyne, Ze ¥ je o-algebra. Je tedy B, = U,
¥(B n K) € ®B,. Existuji kompaktni mnoZiny K, K,, ... takové, ze UK, = V. Odtud
plyne, Ze ¥(B) = U¥(B n K,) € B;.
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3-8. Bud VeB,,; bud ¥ spojité zobrazeni mnofiny V do E, a bud B € B,. Potom
¥~!(B)eDB,.

Dikaz. Bud ¥ systém viech A < E,, pro n&Z ¥ ~*(4) € B,,. Snadno se zjisti, Ze A je
o-algebra. Je-li mnoZina F uzaviend v E,, je mnoZina M = ¥~ '(F) uzaviend ve V,
tedy M = VA M e B,, Fe¥. Odtud plyne, ze B, = ¥, ¥~ '(B) e B,,.

3'9. Ozaéeni. Bud 4 = &(G) a bud y, charakteristickd funkce mnoZiny A. Polo-

Zime P = J.

x4(9(1)) Dg(t) dt,

pokud tento integrdl existuje.

Pozndmka. Bud G* = {; Dg(t) > 0}. (MnoZina G* je ziejmé otevend.) Snadno
se zjisti, Z¢ P(4) md smysl prévé tehdy, kdyZ mnoZina M = G* n ¢~ '(4) je méfi-
telnd; je potom P(4) = [, Dg(2) dt.

3:10. Necht zobrazeni ® je prosté, D, > 0 na G a necht existuje P(A). Potom
je mnoZina A H-méfitelnd a H(A) = P(A).

Dikaz. Je-li 4 = 0, je tvrzeni zfejm& sprdavné; bud tedy 4 + 0. PoloZme M =
= ¢~ 1(4).

I. Pfedpoklddejme napied, Ze mnoZina M je omezend a Ze spliiuje vztahy M € B,
M < G. Zvolme ¢ > 0. Existuje takové §; > 0, Ze plati implikace

(3.6) (s, teM,|s — 1] < 8;) = |Do(s) — Dg(t)] < &.

Dédle bud x = sup {Dd,(t); teM} a bud 5 takové &islo z intervalu (0, 1), Ze
x((1 — n)™™ — 1) < &.Podle 3-2 a 3-4 existuje takové §, > 0, Ze pro viechna s, t, ve
€ M, kterd spliiuji nerovnosti |t — s| < &,, [v — s| < §,, plati vztah

€Y) [2(0) — (1) — (¥.(v) — F())] = @) - 2(1)] -

Bud nyni 6 = min (6;, 6,). Dédle bud Re B,,, § &= R = M, diam R < §; poloZme
T = &(R). Zvolme s€ R a pro kazdé x e T definujme ¢(x) = ¥(¢~!(x)). ProtoZe
o(T) = P(R), je podle 2'10

(3,8) ' H(¢(T)) = Dg(s) L(R) < x L(R).

Budte nyni x, y libovolné body mnoZiny T; necht x = &(z), y = &(v). ProtoZe
t,veR, jepodle (3,7) |y ~ x — (o(y) — o(x))| £ nly — x|; podle 17 a (3.8) je tedy

(3.9) |B(T) — H(o(T)| < (1 = )™ — 1) H(p(T)) < s L(R) .

Podle (3,6) je [H(¢(T)) = P(T)| = |[z(Da(s) — Do(2)) dt| < & L(R); odtud a z (3.9)
plyne, Ze

(3,10) |H(T) — P(T)| £ 26 L(R).
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Snadno se zjisti, Ze existuji navzdjem disjunktni mnoZiny Ry, ..., R, € B, takové, Ze
M =UR; a e diam R; < § pro j = 1,..., n. PoloZime-li T; = ®(R;), je podle 3-7
Tje By a podle (3,10) mdme |H(T}) — P(T;)| < 2¢ L(R)); je tedy |H(4) — P(4)| <
< 2e L(M), H(A) = P(A).

II. Vynechme nyni pfedpoklad, e mnoZina M je omezend a ¥e M < G; pfedpokld-
dejme v3ak stdle, Ze M € B,,. Existuji kompaktni mnoZiny C; = C, < ... takové, Ze
G = UC,. PoloZime-li M, = M n C,, 4, = ®(M,), je podle 37 4, € B, a podle I je
H(4,) = P(4,) (n=1,2,..)). Odtud plyne limitnim pfechodem vztah H(4) =
= P(4).

II. Nyni vySetfime obecny piipad. ProtoZe mnoZina M je méfitelnd (viz pozn.
v odst. 3'9), existuji takové mnoZiny M,, M, € ¥,,, 2e M; = M = M, a Ze L(M, —
— M,) = 0. Polozme A; = ®&(M;). Ziejm& A; = A = A,, P(4, — 4,) = 0. Podle
37je Aje B, a podle II je H(4, — A;) = P(4, — 4;) = 0, H(4,) = P(4,). Mno-
#ina 4 je tedy H-m&fitelnd a je H(4) = H(4,) = P(4,) = P(4).

3'11. Bud zobrazeni ¢ prosl“e’, Dy > 0 na G a bud g funkce na mnoZiné ®(G).
Potom je .

J o(@() D) a1 = .[ o) dH(x) ,

D(G)
pokud md levd strana smysl.

Diikaz. Podle 3-10 tvrzeni plati, kdyZ g nabyvd jen hodnot 0 a 1. Nyni se lemma
snadno dokdZe tvofenim linedrnich kombinaci a pouZivdnim limitnich pfechod. -

312, Oznaceni. MnoZinu R = E, nazveme [-rozmérnou rovinou, kdyZ existuje
bod z € E, a I-rozm&rny podmodul Q prostoru E; tak, Ze R je mnoZina vSech bodi
tvaru z + x, kde x e Q.

3'13. Bud R l-rozmérnd rovina v Ey, M < E,, diam M < oo a bud ¢ > 0. Nechf
kaZdy bod z M md od R vzddlenost < e. Potom existuji mnoZiny My, ..., M, takové,
Ye M = UM;,diam M; < 3e(j = 1, ..., q) a Ze pro kaZdé o = 0 je

Y (diam Mj)“ <73 (e + IF . diam M)'.

Dikaz. Je-li I = 0, je diam M < 2¢ a miZeme volit ¢ = 1, M, = M. Bud nyni
1> 0 a bud S kolmy primét mnoZiny M do roviny R. Uréeme celé &islo n tak, aby
platilo (n — 1) ¢ < I* . dlam M < ne. ProtoZe mno¥inu S lze isometricky zobrazit do
l-rozm&rné krychle o hran& nel ™%, existuji neprdzdné mnoZiny S, ..., S, (¢ = n')
o priméru £ ¢ takové, Ze S < US;. Bud M; mnoZina vSech bodii z M, které maji od S;
vzddlenost < e. Snadno se zjisti, Ze M = UM a Ze diam M; < 3¢ (Gi=1,.., q). Pro
kazdé o = 0 je tedy Y (diam M;)* < ¢*7'.3%. q¢'. Protoze gq¢' = (ne)’ < (e + I*.
. diam M)', je tvrzeni dokdzéno.
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314. Pro mnoZinu Z = {t; Dg(t) = 0} je H(®(Z)) = 0.

Dikaz. Bud C kompaktni mnoZina, § + C = Z,abude € (0, 1). JestliZe ve vztahu
(3,2) z lemmatu 3-2 poloZime s = z, vidime, Ze p¥i vhodn& zvoleném 6 € (0, 1) je
splnéna implikace

(3,11) (t,veC,|v— 1] < &)= |B(v) — P (v)| S elv — 1.

Existuji krychle K, o primérech 4, < & tak, f¢ C = UK,, Y I(K,) <1+ L(C),
K,nC*0(n=12,...). Zvolme "€ C n K,. MnoZina R, = ¥,.,(E,) je podle 2:2
rovina o dimensi I, < m. KaZdy bod mnoZiny S, = ¢(C n K,) md podle (3,11) od
roviny R, vzddlenost <¢é, a je diam S, < fJ,, kde f je konstanta z lemmatu 3-3.
Podle 3-13 existuji mnoZiny M7, ..., M} (po jednoduchost zdpisu nevyznalujeme zd-
vislost ¢ na n) takové, Ze S, = UM}, diam M} < 3ed, < 3¢ a ) (diam M})" <

J J
< (68" 3™ (65, + IE . BOYn = & 3 8P (o + IE . f)n < &0 . By, kde
By = 3"(1 + (m — 1)f. By 1. Je tedy Z(diam W< eBy 25 = gf,m*" ZL(K ) <
< &B,, kde B, = B,m*"(1 + L(C)). Protoze UM" = <1§(C) a diam M" < 3e je

H(9(C), 3¢) < ey,B, a tedy H(®(C)) = 0.

Zvolme nyni kompaktni mnoZiny C,, C,, ... tak, aby bylo UC, = G, a poloZme
Z,=Z n C,. MnoZiny Z, jsou zfejm& kompaktni; jak jsme prdvé dokdzali, je
H(®(Z,)) = 0 pro kazdé n. ProtoZe &(Z) = UP(Z,), je téz H(H(Z)) = 0.

3-15. Véta. Bud f takovd funkce na mno%iné G, Ze existuje integrdl I(f) = [¢ f(1) .
. Dy(t) dt. Potom pro H-skoro viechna x € &(G) md smysl soucet

o(xif) = £16) (€6, 8() = %)
ddle existuje integrdl J(f) = (o) o(x;f) dH(x) (funkce o(x;f) je tedy H-méfi-
telnd) a rovnd se integrdlu I(f).

Dikaz. I. Pfedpoklddejme napfed, Ze Dy, > 0 a f = 0 na G. Podle 34 (kde za C
volime jednobodovou mnoZinu) mé kazdy bod z G okoli, na kterém je zobrazeni @
prosté. Existuji tedy takové oteviené mnoZiny U,, U,, ..., Ze YU, = Ga Ze @ je na
kaZdé z nich prosté. Polozme M, = U, U w1, = [u, f(t) Dg(t) dt (n = 1,2, ...).

MnoZiny M, jsou po dvou disjunktni a JCJlCh siednoceni je G; je tedy I(f) = Y I,
Definujme nyni na mnoZin& ¢(G) funkce g, takto: Je-li x = &(f), t € M,, bud g,(x) =
= f(1); jinak bud g,(x) = 0. Zfejm& je g,(x) = 0 pro x € &(G) — &(U,), g.(P(t)) =
= f(t) pro te M,, g,(®(t)) = 0 pro te U, — M,. Odtud a z 3-11 plyne, Ze I, =
= [, 92(1)) Do(t) dt = [, 9(¥) dH(x) = [o(g) 9:(x) dH(x), takze I(f) = 31, =
= [a6) (3.9,(x)) dH(x). Snadno se viak zjisti, Ze Y g,(x) = o(x; f). Tim je v&ta pro
nd$ pripad dokdzdna.

II. Vynechme nyni pfedpoklad, Ze f > 0 (ptedpoklddejme viak stéle, Ze Dg > 0).
PoloZme f; = max (f, 0), f, = max (—f, 0). Potom existuji integrdly I(f;), aspoii
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jeden z nich je koneény a podle I je I(f;) = J(f;) (j = 1, 2). Aspoti jedna z funkei
o(x; f;) je tedy konetnd pro H-skoro viechna x; pro tato x md pak smysl soucet
a(x;f) a rovnd se o(x;f;) — o(x; fo). Je tudiz I(f) =I(fy) — I(f2) = J(f1) —
= J(f2) = J(f)-

III. Nyni vySetfime obecny pfipad. PoloZme G* = {t; Dy(f) > 0}, Z = G — G*.
Ztejmé je I(f) = [of(t) Dg(t) dt a podle II je I(f) = [g(gey 0*(x; f) dH(x), kde
o*(x;f) = Y.f(1) (t e G*, &(t) = x). Pro kaZdé x € $(G) — &(Z), pro n& md smysl
o*(x; f), je ziejmé o*(x; f) = o(x; f); ddle je #(G) — H(G*) = &(Z) a podle 3'14 je
H(#(2)) = 0. Odtud plyne ihned, Ze

f o*(x; f) dH(x) = o(x; £)dH(x) = J(f) -
P(G*) O(G)
Tim je v8e dokdzdno.

Pozndmka. Bud M méfitelnd mnoZina, M < G; bud f charakteristickd funkce
mnoZiny M. Ze vztahu (M) = {x; o(x; f) > 0} vidime, Y¢ mnoZina (M) je
H-méfitelnd.

3'16. Oznadeni. Pro kaZdé x € &(G) bud N(x) polet prvkd mnoZiny &~ *(x) (je-li
tato mnoZina nekonetnd, klademe N(x) = o).

3:17. Funkce N je H-méFitelnd.
Diikaz. Jestlize ve v&t& 3:15 polozime f(t) = 1, vidime, Ze N(x) = o(x; f).

3'18. Véta. Bud g funkce na mnoZiné &(G). Polofme Y = {x; N(x) = oo}. Pfed-
poklddejme, Ze nastane néktery z téchto dvou pFipadii:

1. Existuje integrdl I = [ g(®(1)) Dy(t) dt. ,

2. Existujeintegrdl J = [, 9(x) N(x) dH(x) @ funkce g je H-méfitelnd na mno-
Ziné Y.

Potom oba integrdly I, J existujial = J.

Dikaz. I. Necht existuje integrdl I. Pro kaZdé x e &(G) je zfejm& g(x). N(x) =
= Yg((1)) (te G, (1) = x); podle 315 je tedy I = J.

I0. Necht existuje integrdl J. Pfedpoklddejme napied, Ze g je charakteristickd
funkce mnoZiny 4 < &(G). MnoZina A je zfejm& H-m&fitelnd, nebof 4 = {x;x e
€ 9(G), g(x) N(x) > 0}. Podle 3'6 existuji takové mnoziny A;€ B, 7e 4; < A <
< A, < &(G) a Ze H(4, — A,) = 0. Bud g; charakteristickd funkce mnoZiny 4;.
Potom je g(®(t)) charakteristickd funkce mnoZiny &~*(4;); podle 3-8 je ®~1(4;) e
€ B, Polozime-li tedy ht) = g,(®(1)) Dg(t), existuje integral [ (hy(z) — hy(t)) dt
a podle I se rovnd [4) (92(x) — g1(x)) N(x) dH(x); tento integrdl se viak zfejmg
rovnd nule. Je tedy hy(t) = h,(f) skoro viude. ProtoZe funkce h(t) = g(®(t)) Da(t)
spliiuje vztah hy < h £ h,, je téZ h(t) = hy(t) skoro viude. Odtud snadno plyne, Ze
integrdl I existuje (a podle I se rovnd J). Obvyklym zpisobem se nyni vztah I =
dokdZe pro kazdou H-méfitelnou funkci g, pro niz existuje integrdl J. Z existence
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integrdlu J viak podle 3-17 plyne, Ze funkce g je H-m&fitelnd na &(G) — Y. Tim je vie
dokdzédno.

Pozndmka 1. Jestlize integrdl J konverguje, je zfejmé g(x) = O pro H-skoro
viechna xe€ Ya jetedy I = J.

Pozndmka 2. Bud 4 = &(G). Z dokdzané véty ihned plyne, Ze integrdl P(4),
definovany v odst. 39, existuje, jestliZe mnoZina 4 je H-méfitelnd; mnoZina &~ *(A4)
viak nemusi byt m&fitelnd, jak ukazuje pfiklad v odst. 3-21 (kde k = m = 1 a zobra-
zeni & je dokonce prosté). Je-li Dg > 0 vude na G, pak oviem A je H-m&fitelnd pravg
tehdy, kdyZz &~ *(4) je m&fitelnd (viz pozndmku v odst. 3'9 a pozndmku za dikazem
véty 3:15).

3:19. Véta. Bud zobrazeni @ prosté a bud g funkce na mnoZiné &(G). Potom platf

[ sty patyar= [ o ame,

®(G)

jakmile md aspori jedna strana této rovnosti smysl.
- (Plyne z 3'18.)

320. Bud M < (0,1), L(M) > 0. Potom M obsahuje neméFitelnou mnoZinu.

Dikaz. Definujme v E, ekvivalenci ~ takto: x ~ y znamend, 7e x — y je racio-
ndlni. Bud ¥ systém viech t¥id této ekvivalence. Pro kazdé Te & je zfejm& T n (0, 1) *
+ 0. Bud 4 mnoZina, kterd z kazdého primiku T n (0, 1) obsahuje prdvé jeden prvek.
Déle bud r,, r,, ... prostd posloupnost, obsahujici viechna raciondlni &isla z intervalu
(—1, 1). Pro kazdé pfirozené &islo n bud 4, mnoZina viech x + r,, kde x € A. Snadno
se zjisti, 7e U4, = (—1,2) aZe pro p + nje A, n A, = 0. Kazdé y € E, lze psdt ve
tvaru x + r, kde x € 4 a r je raciondlni; je-li y € (0, 1), je zfejm& |r| = [y — x| < 1.
Vidime, Ze (0, 1) = UA,. PoloZme nyni M, = M n A, a pfedpoklddejme, Ze viechny
mnoZiny M, jsou méfitelné; odvodime spor. Protoze M = UM, a L(M) > 0, exis- .
tuje g, pro n& L(M,) > 0. Pron = 1, 2, ... bud ddle S, mnoZina viechx — r, + 7,
kde x € M,. Ka?d4 z mnoZin S, je méfitelnd a spliiuje vztah S, < A4,, L(S,) = L(M,);
protoze US, = (-1,2), S,nS,=0 pro p % n, je jednak L(US,) < 3, jednak
L(US,) = Y I(S,) = . Timto sporem je dokdzdno, Ze n¥kterd z mnoZin M n 4, je
neméfitelnd.

3-21. Pfiklad. Bud a,, a,, -.. posloupnost redlnych &isel, kterd je hustd v intervalu
G = (0, 1). Pro kazdé pfirozené n bud ¢, funkce, kterd je spojitd v E; a md tyto
vlastnosti: Je-li ¢ < a, nebo t = a, + 37", je ¢,(f) = 0; jelia, <t <a, + 37" je
0 < @,(t) < 27". Pro te€ G bud ¢(t) = Y.0,(1), ®(t) = [§ ¢(r) dz. Snadno se zjisti, Ze
funkce ¢ = &’ = Dy, je spojitd a Ze zobrazeni @ je prosté. Bud Z = {t; Dy(t) = 0}.
Protofe G —Z < (4, @, +37"), je G—2)<Y3™" =1 a tedy L(Z) = 3
Podle 3-20 existuje nemé&fitelnd mno¥ina R < Z; polofme A = &(R). Podle 314 je
L(A) = 0, ale mnoZina ™ !(4) = R neni m&fiteln4.
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3-22. Poznimka. V&ty, které byly dokazany v tomto €lanku, plati pro plochy mno-
hem obecnégjsi neZ jsou plochy definované pomoci zobrazeni t¥idy C, ; pfislusné dikazy
vyraduji viak jemné&jsich prostfedkt. Ctend¥, zajimajici se o tyto otdzky, najde formu-
lace piislusnych v&t o povrchu plochy napf. v referdtech A. S. Besicovirche [1] (pro
dvojrozm&rné plochy) a H. FEDERERA [3] (pro m-rozmé&rné plochy). Velmi obecné
véty o transformaci vicerozmérnych integrdld jsou odvozeny v monografii T. RADS

a P. V. REICHELDERFERA [6].

Literatura

[1] A. S. Besicovitch: Parametric surfaces, Bull. Amer. Math. Soc. 56 (1950), 288 —296.
2] I. Cerny, J. Marik: Integralni potet, Praha 1962.
[3] H. Federer: Measure and area, Bull. Amer. Math. Soc. 58 (1952), 306—378. -
[4] O. Haupt, G. Aumann: Differential- und Integralrechnung III, Berlin 1938.
[5] V. Jarnik: Integralni pocet 11, Praha 1955.
[6] T. Radd, P. V. Reichelderfer: Continuous transformations in Analysis, Berlin-Gdttingen-
Heidelberg 1955. ‘
[7] B. Rie¢an: Pozndmka o k-rozmernej miere v E,, Mat.-fyz. &asopis SAV, 11, 1, 1961, 14—17.
[8] S. Saks: Theory of the integral, New York.
[9] A. Sard: The equivalence of n-measure and Lebesgue measure in E,, Bull. Amer. Math. Soc.
49 (1943), 758 —759.
[10] R. Sikorski: Funkcje rzeczywiste I, Warszawa 1958.
[11] V. Stastny: Zavéreina price na mat.-fys. fakultg, 8k. r. 1960/61.

Pesrome

UHTETPUPOBAHUE I10 MEPE XAVCJIOP®A HA T'JIAIJKOH
ITOBEPXHOCTH

WOCE® KPAJI (Josef Krdl) u SH MAPXUK (Jan Mafik), Tlpara

CraThs HMeeT MeTONUYECKUI Xapakrep. HaunHas ¢ onpenesleHAs Mephl Xaycaop-
¢a, aBTOPHI yCTAaHABIUBAIOT €€ OCHOBHBIE CBOHCTBA (B §1, 2) H, HAKOHET (B §3), Io-
Ka3bIBaIOT CIEAYIOUIME TEOPEMBI, B KOTOPHIX OPEUONaraercs, 410 G — OTKPHITOe
MHOXECTBO B M-MEPHOM eBKIMIOBOM mpocrpanctse E,, & = [&,, ..., B;] — oT-
obpaxenne kiacca C; MaoxectBa G B E,, k = m, H 0603Ha49aeT m-MepHYIO Mepy
Xayczopda u D(f) KBaAPATHBIA KOPEHb W3 OTPE/IEIUTENS C HIEMEHTAME

& 00,(r) ad,(h)
@) ) ii=1,..,m).
r§1 ot; ot; (3. )
Teopema. Ecau f — Pynkyus na G u ecau cywecmeyem uHmepeas Jlebeza A =
= [¢f(®) D() dt, mo cymma
o(x,f) =Y f(f) (teG, (1) = x)
t

umeem cmuica 044 noumu ecex (omnocumenvro H) x € &(G), cywecmeyem unmezpas
fo(ey 6(x, f) dH(x) u pasnaemcs unmezpany A.
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Teopema. ObosHayum uepes N(x) uucao mouex mHoxmcecmea D~ 1(x) u nososwcum
Y = {x; N(x) = +0}. IIycmp g — @ynxyun na muoxcecmee ®(G), ydosaemeopsio-
WaA HEKOMOPOMY U3 CAeOYIoWYUX mpebosanuil:

1. Cywecmeyem unmezpaa I = fc g(@(t)) D(¢) dt.

2. Cywecmeyem unmezpas J = [, 9(x) N(x) dH(x) u g usmepuma (H) na Y.
Tozoa unmezpanv I, J oba cywyecmsyrom u I = J.

Ot gmraTens TpeOyeTcs JIAINL 3HAKOMCTBO C OCHOBHBIMH CBOMCTBAMH MEDHI
H MHTerpajia, Bkirodas reopeMy Oyomun. Hurne He mcmob3yercs TeopeMa O 3aMe-
HE IEePEeMEHHBIX B HHTerpajie, KOTOpas TakuM o6pa3oM IOXyd4aeTcs KaK YACTHBIA
CIygall yKa3aHHBIX TEOPEM (connanerme m-mepHO#t Mephl Xaycmopda ¢ Mepoir
JleGera B E,, Joka3aHo B § 1).

Summary

INTEGRATION WITH RESPECT TO THE HAUSDORFF MEASURE
OVER A SMOOTH SURFACE

Joser KRAL and JAN MARik, Praha

The paper is methodical in character. Starting with the definition of the Hausdorff
" measure the authors derive its basic properties (§§ 1, 2) and, at last (§ 3), they prove
the following theorems, where G is an open set in E,, (= the Buclidean m-space),
® = [®,,..., 9] is a map of G into E; (k = m) with ®; possessing continuous first
order derivatives on G, D(?) is the square root of the determinant with elements

E 00,(1) a9,

y 't) (i,j=1,...,m).

oo a
Theorem. If f is a function on G such that A = [ f(t) D(t) dt exists, then

o f) = £/ (1 6, 2(2) = x)

is meaningful almost everywhere (H) on &(G), [a() 0(x,f) dH(x) exists and is
equal to A; here H is the m-dimensional Hausdorff measure.

Theorem. Denote by N(x) the number of points in ®~(x) and put Y = {x; N(x) =
= +o0}. If g is a function on &(G) and either I = [ g(®(¢)) D(t) dt exists or J =
= [o(6) 9(x) N(x) dH(x) exists and g is measurable (H) on Y, thenI, J both exist and
I=J.

The reader is supposed to be acquainted with basic properties of measure and in-
tegral including Fubini’s theorem. Theorems concerning transformation of integrals
are nowhere used and are thus obtained as a particular case of the above theorems
(a proof showing that the m-dimensional Hausdorff measure in E,, coincides with
the Lebesgue measure is included in § 1).
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