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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 89 (1964), Praha

ELEMENTARNI DUKAZ ERGODICKE VLASTNOSTI PROCESU
MNOZENI A UMRTI

PETR MANDL, Praha

(Doslo dne 1. srpna 1963)

PouZitim zdkladnich vlastnosti koneénych soustav linedrnich diferenciél-
nich rovnic s konstantnimi koeficienty je dokdzdna konvergence pravdépodob-
nosti pfechodu pfi z - .

Préce obsahuje jednoduchy dikaz existence lim P,;() pravd&podobnosti pfechodu
t— o0

homogenniho Markovova procesu mnoZeni a Gmrti (viz [1]). Metody studia jedno-
znaCnosti feSeni soustavy rovnic (1), vedouci k integrdlni representaci pravd&podob-
nosti P,(t) (viz [3]) ddvaji moZnost ovéfiti tuto jejich vlastnost. Jiné diikazy (viz
[2]) se opiraji o Tauberovy véty a silnou Markovovu vlastnost. Pfednosti pred-

loZeného diikazu je rovnéZ to, Ze jej 1ze snadno rozsifiti na oboustranné neohrani-
&ené procesy.

Proces mnoZeni a imrti se stavy 0, 1, 2, ... je zpravidla zaddn nekoneénou matici
intensit
_101 A’O’ O,
0= His ““(11 + 111), Aty e |

kde 4;>0, ;> 0, i =0,1,2,... Matici pravdépodobnosti pfechodu P(t) =
= [|Pi{t)|%;=0s vyhovujici soustavé Kolmogorovovych diferencidlnich rovnic

(1) Pio(t) = — 2o Pio(t) + py Pis(t),

P;{(0) = §;; (symbol Kroneckera),

-
mozZno ziskati ndsledujicim zpisobem (pfipousti se nerovnost Y. P;i() < 1):
Jj=0
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Utvofme maticitypun + 1 x n + 1

(2) —')»0, Ao, 0, .
Ou=| 1y —(h + ) s o
.............. v 0, Aoy — (A + )

a ozatme |"P;(1)]7 ;=0 = exp Q,t. Plati "P;j(t) 2 0. Necht rf1), j =0,1,..sn
spliiuje pro ¢t = 0 nehomogenni soustavu rovnic

©) ro(t) = —2o ro(t) + 1 (1),

...........................

) = Bt = ot )+ o).

Rddky matice exp Q,t tvofi fundamentdlni systém feSeni homogenni soustavy odpo-
vidajici (3), a proto miZeme psdti

n t
@ M) = 10" Pul) + [ Pt = D o) 8.

= 0

Proj < n < m™P;j(t) vyhovuji soustavé (3) s (t) = fty+1 "Pin+1(t)- Ze (4) vidime, Ze
plati "P;(t) 2 "P;(t). Existuje tedy lim "P;(t) = P;(t), kterd ddv4 feSeni (1).

n—»oo

Staciondrni feSeni soustavy (1), tj. feSeni soustavy linedrnich rovnic

(5) 0= — Aoxo + p1Xy,

md tvar
(6) x; = konst 7, ,
kde
=1, nk=i‘ﬁl-'—'—'—£'ﬂpro k=z1.
Hilby - Py

o0
Véta 1. Pro vfechna i, k existuji lim P(t). KdyZ Y m, = oo, jsou tyto limity rovny
nule. 1= k=0

Diikaz. Budiz {P;, i = 0, 1, ...} posloupnost redlnych &isel. PoloZme pro j, k < n
n k
) ORDR A FONLYORSWIOR
i= i=
”Gk(t) = ”F,’c(t) .
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Jelikoz "P(t) splituji soustavu (3) s ¢(t) = 0, dostdvdme derivovanim a se&tenim pro
"Gy(t) soustavu rovnic

® "Go(t) = — (ho + 11) "Go(t) + uy "Gy(t),

....................................................

"GI(t) = A, "Gyy(t) — 4n"G(d).

Matice této soustavy je stejného typu, jako matice Q,. Plati tedy zejména, Ze z ne-
rovnosti "G,{0) < 0 pro k =0, 1, ..., n plyne "Gy(t) £ O prot 20, k =0, 1, ..., n.
Z (3) také vyplyva, Ze plati

) "Gy(0) = = 4Py + per1Prs -

Oznatme pro m = 0, 1,2, ... 2Fy(f), 1Gy(f) velitiny (7), odpovidajici podte&nimu
vektoru P, = myprok < m, P, = 0pro k > m. Z(9) dostdvdme pro n > m Gy(0) =
= 0 pro k + m, »G,(0) = —4,m,. Vidime, Ze pro t 2 0, »Gy(t) = ~Fy(t) £ 0, t.

m k
Fi(t) a tedy také SF,(f) = lim 2Fi(t) = Y, Y m; P;(t) je nerostouct funkef ¢. Plati
i 0]

n— i=0 j=

vztah

Pul®) = 2 (W) = R0 = Thinald) + - TFena ().

1

Z tohoto vyjdd¥eni Py(t) jako linedrni kombinace nerostoucich ohranienych funkci
plyne existence lim P(z).

t— o0

Tyto limity pro k = 0, 1, 2, ... vyhovuji soustavé (5), jejiZ v8echna feSeni maji tvar

ee]
(6). Odtud vyplyvd, Ze za predpokladu } m, = o, je lim Py(f) = 0. Tim je diikaz
k=0 t—>
ukond&en.
0
Je zndmo (viz [3]), Ze pfi platnosti nerovnosti ) m, < oo, je matice P(t) jednoznag-
k=0

n& ur&ena soustavou rovnic (1) v pfipadg, Ze ) (4,m,)” "' = co. Abychom zachovali
k=0

elementdrni zptsob vykladu, dokdZeme vétu 2 za pfedpokladu pon&kud silngjiiho.

[ @

Véta 2. Necht ), m, < co, lim inf 4,m, = 0. Potom ) Pu(t)=1prot=20, i =

k=0 ko =0

=0,1,2,..., P(t) je jedind matice pravdépodobnosti prechodu spliiujici (1) a plati
(=]

lim P;(f) = (X m) ‘= proi,j=0,1,2,...

t—> k=0
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Dikaz. Soustavé (3) je vyhovéno, poloZime-li r(t) = %;, @(t) = ppsTpsy =
= J,m,. PouZijeme-li (4) a pfedpokladi véty, dostdvame

;= ¥ 7 Pyt)] = lim |m; — 3 m "Peft)] =
k=0 n-co k=0
. , .
= limf "P,(t — t) mh, dt < lim inf tm,A, = 0.
n=o 0 n—co

Vidime tedy, Ze je
(10) kZoﬂ:k Pk_((t) = nj .
Ze vztahu

éo”"(,-zop W(1) = ji::o”i

o)
plyne, e musi byt Y P;(f) = 1 pro viechna i.
Jj=0
Pro kaZdou matici pravd&podobnosti pfechodu | P(1)|{;=0, spliujici (1), plati
P,(1) = "P;|(t), jak se mtiZeme presvédtiti s pouZitim (4). Je tedy také P,(t) < P, (1).
-]
JelikoZ plati zdrovedt Y. P,j(¢) < 1, musi byt Pj(t) = P,(f). Matice P(t) je tedy rov-
j=o
nicemi (1) jednozna&n& ur&ena. ’

Z (10) plyne pro libovolné i |
-]
m; Pij(1) §kzo7‘k Pift) = m;,

tj. P;j(t) £ n;/n;. Funkce P;(t), j = 0,1, 2, ... jsou tedy majorisovdny &leny konver-
gentni fady a miZeme provésti zimé&nu potadi jejich sumace a limitniho pfechodu.
Dostavdme

o0 2o}
=0t~

t~+o0 j=0 J

0
Tento vztah, spolu s (6) ddvé lim P,j(¢) = (Y m,)™* n;, &imZ jsou tvrzeni v8ty dokd-
t—> o k=0
z4na.

Oboustranné neohraniGenému procesu, jehoZ stavy jsou viechna celd &isla, odpo-
vidd matice intensit
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kde 4; > 0, p; > 0. PoloZme

mop =2 Bt Boint b i 0.
: Ay

-2 -i

>

Kdyz Y =, < oo, lze pouZiti pfedloZenych metod i v tomto pfipadé.

k=—o .
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Pesrome

OQJIEMEHTAPHOE JOKA3ATEJIbBCPBO 3PT'OJMYECKOI'O
CBOMCTBA HPOLIECCOB I'MBEJIM I PABMHOXEHHIA

IIETP MAH/JI (Petr Mandl), Ilpara

PaGoTa COHEPXHT HOKa3aTeIbCTBO CyIIECTBOBAHHS IpefenoB lim P,(t) Beposr-
t—

HOCTeH Ilepexoda OJHOPOIHOIO. MapKOBCKOI'O Ipolecca I'MOENd W Pa3sMHOMKEHHS.
Joxa3aTeasCTBO HCIOMB3YET TOJIHKO OCHOBHBIE CBOMCTBA KOHEYHBIX CHCTEM JIHHEH-
HBIX auddepeHmuaabEbIX ypaBHEHAN ¢ DOCTOSHHEBIME X03bdunumedTaMu. Temu xe
MeTOJaMH JOKAa3aHO JOCTATOYHOE YCIIOBHE IJIL OMHO3HAYHOCTH CHCTEMBI ypaBHEHHH
Kommoroposa.

Summary

AN ELEMENTARY PROOF OF THE ERGODIC PROPERTY
OF BIRTH — AND — DEATH PROCESSES

PeTR MANDL, Praha

The paper contains a proof of existence of limits lim P;(t) of transition probabili-
t— o0

ties of a homogeneous birth — and — death Markov process. The proof bases only on
fundamental properties of finite systems of linear differential equations with constant
coefficients. By the same methods a sufficient condition for uniqueness of the Kolmo-
gorov system of equations is derived.
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