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Casopis pro p&stovani matematiky, rot. 89 (1964), Praha

POZNAMKA K NEKONECNE DELITELNYM NEZAPORNYM
ROZLOZENIM

MiLosLAV JIRINA, Praha
(Doslo dne 22. kvétna 1963)

V &lanku je odvozen novym zplsobem obecny vzorec pro logaritmus
charakteristické funkce nekoneéné délitelného rozloZeni, koncentrovaného
na nezaporné &asti pfimky resp. k-rozmérného euklidovského prostoru.

Je zndmo, Ze logaritmus charakteristické funkce f nekone&né délitelného pravdé-
podobnostniho rozloZeni P, soustfedéného na nezdporné &dsti redlné pfimky (tj.
takového, Ze P({0, o0)) = 1) m4 obecny tvar

Q) log £(t) = ity + f (¢ — 1) N(dx),

(0,00)
kde y je libovolnd nezdpornd konstanta a N je libovolnd nezdpornd mira na (0, oo)
takovd, Ze

@ N({1, ®)) < o,
(3) .[(0,1)x N(dx) < o .

Toto tvrzeni bylo poprvé uvefejn&€no v [1] pouze se strudnym ndvodem k dikazu.
Podrobny diikaz byl uvefejnén v [2] (viz také [3]; v [2] je dokdzdno trochu slabii
tvrzeni). V [2] se vychdzi z obecného Lévyho vzorce a dokazuje se, Ze zdpornd
vétev a normdlni slozka jsou v p¥ipadg P(<0, ®)) = 1 rovny nule a %e pro kladnou
vétev plati vztah (3) (Obecn)" vzorec zaruduje pouze f X 2 N(dx) < o0.) Dﬁkaz
se ukazuje, Ze tvrzeni lze dokazat podstatné jednoduseji pfimou konstrukc1 bez po-
uZiti obecného vzorce. Hlavni myslenka tohoto nového dikazu spoéivd v pouZiti
Laplaceovy transformace misto Fourierovy, coz umoZiuje zkonstruovat pfimo miru
N s vlastnosti (3). Ze srovndni s ditkazem obecného vzorce, uvedenym v [4] (Diikaz
véty 1 v § 18), je patrné, Ze hlavni Glohu zde hraje rizné fddové chovdni funkce
1 — e™* a funkce Re(1 — ¢™) = 1 — cos x v okoli bodu 0.
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Protoze diikaz, Ze charakteristické funkci f(f) definované vztahem (1) odpovidd
nezaporné nekoneéng délitelné rozloZeni, je zfejmy (aproximace konvoluci Poissono-
vych rozloZeni), dokdZeme pouze ndsledujici tvrzeni, ve kterém zna¢i R mnoZinu
viech nezdpornych &isel, R* mnoZinu viech kladnych &isel a Z mnoZinu viech kom-
plexnich ¢&isel s nekladnou redlnou sloZkou.

Véta 1. Necht' P je nekonecné délitelnd pravdépodobnostni mira na R a poloZme
pro kazdé zeZ - . R y e
@ () = f & P(dx).

R
Pak existuje nezdpornd konstanta y a nezdpornd mira N na R* splriujici podminky
(2) a (3) takovd, ze
5 logfR) ==+ J (& — 1) N(d).

£, NLIEDFS RO R*

Pozndmka. Jako pro charakteristickou funkci Ize i pro Laplaceovu transformaci f
definovanou vztahem (4) dokdzat, Ze je v komplexni poloroving& Z spojitd a riiznd od
nuly a Ze existuje na Z prav& jedna spojitd funkce g takovd, Ze f = exp g a g(0) = 0.
V celém ¢lanku znadi log f tuto funkci g. Stejné tivahy plati i v k-rozmérném p¥ipadé
(v&ta 2). -

Dikaz véty 1. Existujii‘ pravdépodobnostni miry P, na R, pro které

gy izf/(e”"— 1) P,(dx) 5 logf(z) -~
R
stejnomérn& v ka’dé omezené podmnoZing poloroviny Z. (Viz [4], vztah (5) v § 17

a zaddtek dikazu véty 1 v § 18 pro ryze imagindrni.z; pro komplexni z € Z se dokdZe
stejnd.) Pro kaZdou borelovskou mnoZinu 4 v R poloZzme

6i(4) = nJ -—-———nP(dx)
a ddle polozme

©) L L@-= J h(z, x) Gy(dx) ,

kde

h(z,x) = (1 — e”‘)— pro zeZ a xeR".
Pak
@) I(z) 7 — log f(2)
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stejnomérné v kazdé omezené podmnoZiné mnoZiny Z. Poloime z = —1; existuje
ny'tak, Ze pro n > n, Je 4

~logf(-1)+12 'f h(—1, x) Gﬁ((vi‘xbs,
R* .

a protoZe h(—1, x) = 1 pro viechna x > 0, plati pro n > n, nerovnost
(8) G,(R) = G,(R*) £ 1 — logf(—1).

Mg&jme libovolné & > 0. Existuje n, tak, Ze pro n > n,, vsechna se{-1,0)
a viechna X > 0 plati

—logf(s) + e 2 f h(s, x) G,,(dx).
(X, ®)
Integrovdnim podle s v intervalu (—1/X, 0) dostanefne

_Xfo logf(s)ds+sgf 1+x[1_ 1_e—x/"[:]G,,(dx)g

-1/X (X,0) X x/X
2 ¢ 1 G, (KX, ),

nebot (1 — e™)/y £ 1 — e ! pro y = 1. Volime-li tedy X, > 0 tak, aby

max — f(s) <e,
—(1/X0)Ss=<0
pak
) G,({X, ©)) < 2ee

pro vSechna X = Xoan = n,.
Vzhledem k (8) a (9) Ize z posloupnosti mér G, vybrat posloupnost G,, konvergujici
slab& k né&jaké nezdporné a koneéné mife G na R, tj. tak, Ze

(10) j () Gufe) 7 j 9(x) G(dx)

R

pro kaZdou spojitou a omezenou funkci g na R. Jestlize poloZime h(z, 0) = —z, je
h(z, x) spojitd na R a protoZe G,({0}) = O pro viechna n, plati vzhledem k (6), @)
a (10) .

1+ x

logf(z) = — Lh(z, %) 6(dx) = z G({0}) + J -2 ().

Polozime-li G({0}) =7 a N(4) = [, [(1 + x)/x] G(dx) pro ka¥dou borelovskou
mno¥inu 4 = R*, dostaneme ihned tvrzeni véty 1.
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Obdobnym zpiisobem je moZno dokdzat i zobecn&ni véty 1 na k-rozmé&rny ptipad.
Pozméiime oznaleni tak, Ze tentokrdt bude R znagit mnoZinu viech k-rozmérnych
vektordi (Xy,...,X;) s nezdpornymi soufadnicemi x;, R* = R — {0}, kde 0 =
= (0, ..., 0), a Z mnoZinu viech vektord (zy, ..., z;), jejichZ soufadnice z; jsou kom-
plexni &isla s nekladnou redlnou &sti. Déle pro 6 > 0 poloZme K(8) = <0, 8) x
X ...x {0,8) = Raprox = (x;,....,5)€Raz = (zy,..., z) € Z definujme zx =

k

]
Mw

X;Z; a le =.Zxxf.
i=

[}

1

i

Véta 2. PFi prdvé zavedeném oznadleni plati tvrzeni véty 1 i v k-rozmérném pFi-

padé, pFicemZ y = (7, ..., 1) € R je néjaky vektor s nezdpornymi souradnicemi
a N nezdpornd mira na R* takovd, %e
(11) N(R* = K(1)) < o0,
(12) f x| N(dx) < oo
K(1)-{0}

Diikaz. Obdobng jako v dikaze vty 1 poloZzme

C (b e
G,,(A)_nLHM P.(dx)

a I,(z) definujme pro vSechna z € Z opé&t vztahem (6), pfiGemZ nyni
h(z, x) = (1 — &%) l—rl‘—ﬂ pro x+(0,...,0).
X

Plati opé&t vztah (7) a obdobnym zplisobem Ize dokdzat pro dostatedng velkd n ne-
rovnosti '

G(R) £ — logf(~1,..., =1),

0
e G(R — K(X)) S — Xf log £(5, ..., $) ds + ¢,
-1/X

ze kterych plyne, Ze existuje M tak, Ze

(13) G,(R) < M pro viechna n

a Ze k libovolnému & > 0 existuje X, > O tak, Ze

(14) G,(R — K(X)) < & pro viechna X = X, a viechna n.

Proti jednorozmérnému pfipadu nastdvd nyni uritd potiZ, zptisobend tim, Ze funkci
h(z, x) nelze dodefinovat spojit€ v bod& {0}.*) PouZijeme proto pomocné véty, dokd-

*) TatdZ potiZ se zfejmé vyskytuje i pfi dikazu obecného k-rozmérného vzorce. Pokud je mi
znadmo, nebyl &isté analyticky dikaz obecného k-rozmérného vzorce nikdy uverejnén.
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zané na konci Clinku. Podle ni lze z G, vybrat posloupnost G, tak, Ze pro uréitou
posloupnost K; = K(8;) s 6; » 0 plati

(15) f h(z, x) Gy (%) 5 f h(z, x) G(dx)
R-K; R+
pro vSechna x € Z, pfi€emZ G je ur€itd nezdpornd a koneénd mira na R. PoloZime-li

1+
Vi,i = J‘ ]xl xiGm_;(dx) s
K;—{(0}

[x]

pak

K;—{0}

(16) H(er %) Gofdx) + 3 27, = — f z ("") ~—[—"lc (%) 70,
i=1 K- (0) 1=2 x

nebof integrovand funkce v poslednim integrélu je O( ]xl) v okoli bodu {0},6;,>0
a plati (13). Z (15), (16) a (6) plyne

(17) In?) +i§12,.y,.,,. 7J h(z, %) G(dx)

R*

pro vSechna z. ProtoZe podle (7) I, (z) 7> — logf(z) pro kaZdé z, musi vzhledem
k (17) konvergovat nezdpornd posloupnost {y, ;}7=, k n&aké nezdporné konstants y,
(i=1,...,k). Z (15) pak ihned plyne

. .
osf(e) = Yz + [ (= 91l oy
i=1 R+ [xl
a z toho transformaci miry G vztah (5).
Pomocna véta. JestliZe posloupnost mér G, spliiuje podminky (13) a (14), pak exis-

tuje vybrand posloupnost G,,, konvergujici slabé ke konecné mife G na R a posloup-
nost intervalit K; = K(8;) tak, 2¢ 6; 7 0 a

[IECLYCE LT

pro kaZdou spojitou a omezenou funkci na R*.

Dikaz. Z G, Ize vybrat posloupnost G, konvergujici slab& ke G. Ke kaZdému j
existuje 0 < &; < min {1/j, 6;_,} tak, Ze pro K; = K(§;) plati

(18) G({0) = 6(K) < G({T)) + i
(19) G,(K;) 7 G(K;) pro viechna j .
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Vzhledem k (19) je moZno najit rostouci posloupnost r; tak, Ze pro m; = n, plati =
(20) |G (K)) — G(K))| < —1— pro vechna j
J

az(18)a (20) pak piyne, 7e |G, (K;) — G({0})| < 2/j, ti-
(1) - G (K)) 7 G({0})-
M&jme libovolné & > 0 a volme j, tak, aby 1/j, < &. Pak vzhledem k (18) je
(22 - Gk, - {0 <
a pro j g Jjo plati
G (Ko = K;) = Gu(Ky;) = Gn(K)) T

7 6(K0) = 6({0)) = 6(K;, — {0)-
Existuje tedy j; = jo tak, Ze pro j = j, je
(23) G (K, — K)) < G(K;o — {0) + 2 < 2¢.

Jestlize funkce g je spojitd a omezend na R*, pak vzhledem k (13) a (14) existuje j,
tak, Ze pro j = j, plati

(24)

<e&.

Pro j = max {j;, j,} 2 My = sup |g(x)| pak vzhledem k (22), (23) a (24) plati
xeR* )

=

j oy ) ) = Lg(x) 6(dx)

IIA

* +

U R-K; g(x) G (dx) — L_ ‘ g(x) G(dx)

KJO Jo

J Kjo=K ,.g(x) Go,(dx)

* <&+ 3Mye

-[ K;o—{0} 9(x) 6(dx)

a tim je dokdzdna pomocnd véta.
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Pe3rome

3AMEYAHUME K BE3STPAHWYHO OEJIMMBIM HEOTPULIATEJIBHBIM
3AKOHAM PACIIPEJEJIEHUA

MUWJIOCJIAB UPXXUHA (Miloslav Jifina), ITpara

CraTrhsl CONEPXKHUT HOBOE ¥ 60JIee IPOCTOE JOKA3ATENBCTBO MU3BECTHOR HOpPMYIIHL
(1) Juig JorapudmMa XapaKTepHCTHIeCKOH (QyHKIMH HEKOTOPOro Ge3rpaHMYHO JEIH- -
MO0 3aKOHa pacipefeneHus Ha noxynpsamoii <0, co) i Ha <0, o). B oTxmame oT
pabor [1], [2], moxasaTenbcTBO He MCXOIMT W3 obwmenr popmynsl JleBsl. MeTtox
3aKII0YAETCA B HCIOJIb30BAHMM IpeobpasoBanus Jlamraca BMecTo npeo6pa3oBanus
Dypre.

Summary

A NOTE TO INFINITELY DIVISIBLE AND NON-NEGATIVE
PROBABILITY DISTRIBUTIONS

MILOSLAV JIRINA, Praha

The paper presents a new and simpler proof of the well-known formula (1) for the
logarithm of the characteristic function of an infinitely divisible probability distri-
bution on the semi-axis {0, o0) or, more generally, on {0, c)*. In contrast to [1], [2],
the proof does not start from the general Lévy formula. The idea of the proof con-
sists in applying the Laplace transform instead of the Fourier transform.
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