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Casopis pro péstovéni matematiky, ro€. 89 (1964), Praha

O VOLNEM ZOBRAZENI PROSTORU DO ROVINY

Joser KATERINAK, Zilina
(Doslo dne 3. prosince 1962)

V préci je axiomaticky zavedeno tfemi axiomy volné zobrazeni euklei-
dovského prostoru do roviny. Jsou odvozeny zdkladni vlastnosti tohoto
zobrazeni a ukdzdna moZnost jeho aplikace v deskriptivni geometrii.

Prostorem vS§ude rozumime trojrozmérny eukleidovsky prostor a rovinou rozumime
eukleidovskou rovinu tohoto prostoru.

Definice. Volnym zobrazenim prostoru do roviny g nebo jen struéné volnym zobra-
zenim budeme nazyvat kaZzdé zobrazeni prostoru do roviny g, které spliiuje ndsledu-
jici tfi axiomy:

(1) Obrazem kazdych dvou rovnobénych primek jsou bud dvé rovnobéiné pfimky
nebo dva body.") (Zejména tedy obrazem kaZdé pfimky je bud p¥imka nebo bod.)

(2) Je-li bod B mezi body A, C (tj. B je vnitinim bodem tsecky AC), coZ budeme
znadit BuA, C, potom pro obrazy plat{ bud A’ = B' = C' nebo B'ud’, C'.

(3) Obrazem alespori jedné trojice bodii A, B, C je trojice bodit A', B', C' nele-
Zicich na jedné pFimce. (Podle (1) oviem také body 4, B, C neleZi na jedné pfimce.)

Pozndmka 1. Volné zobrazeni je singuldrni afinni zobrazeni eukleidovského E; do
E, (viz [1], str. 102—105).2) -

1. Nejdfive odvodime zdkladni vlastnosti volného zobrazeni, zejména tzv. vétu
o urlenosti volného zobrazeni (véta 5).

Pokud nebude vyslovné uvedeno jinak, budeme obrazy pfi volném zobrazeni ozna-
&ovat &irkou; napf. A’ znamend obraz bodu 4 apod.

1) Slova ,,dva prvky* viude znamenaji dva rizné nebo totoZné prvky; podobn& slova ,tfi
prvky, &tyfi prvky atd.“. .

2y Uvézime-li, ¥e afinni zobrazeni Ize povaZovat za. projektivni zobrazeni, které kaZdému ne-
vlastnimu bodu pfifazuje nevlastni bod, potom axiom (2) je nadbytedny. (Srovnej [2], §§ 47 —52
a [9], str. 271—281.)

AvSak pomoci axiomu (2) se mnohem snadnéji odvodi zédkladni vlastnosti volného zobrazeni,
aniZ by bylo tfeba uvaZovat projektivni roziifeni prostoru.

296



Véta 1. Obrazem usecky AB je bud usecka A'B’ nebo bod A’ = B'.

Dikaz. Usetka AB je mnoZina bodd slo¥end pravé z bodi A4, B a viech bodit
XuA, B.

Je-li A’ £ B, pak podle (2) je obrazem kazdého bodu X usetky AB bod X’ tise€ky
A'B’. Obréceng, kazdy bod X ' ise€ky A'B’ je podle (1) obrazem jistého bodu X piimky
AB. ProtoZe podle (2) neni ani AuX, B ani BuA, X, je X bodem 1setky 4B.

Jelli A' = B', pak pro obraz kaZdého bodu X tusetky AB plati podle (2) A’ =
=X'=PB.

Véta 2. Obrazem dvou rovnobéfnych a shodnych useéek AB, CD jsou bud dvé
rovnobézné a shodné usecky A’B’, C'D’ nebo dva body A’ = B', C' = D’.

Diikaz. Je-li A’ = B’, pak podle (1) té2 C' = D'.

Necht A" % B’ a tedy i C' & D’. Rozlidujme:

1. Pfimky A'B’, C'D’ jsou rizné. Pak také pfimky AB, CD jsou riizné a tedy
ABCD resp. ABDC je rovnobg&Znik a podle (1) také 4’B'C'D’ resp. A'B'D'C’ je rovno-
béZnik. Tedy usecky A'B’, C’'D’ jsou rovnobézné a shodné.

2. P¥imky A'B’, C'D’ jsou totoZné. Pak vzhledem ke (3) existuje takovd isegka EF
rovnob&’nd a shodnd s isetkou 4B (a tedy i s CD), Ze pfimky E'F' a A'B' = C'D’
jsou rizné. Podle dokdzané &4sti 1 jsou useCky A’'B’, C’' D’ rovnob&Zné a shodné s touz
usetkou E'F’ a tedy jsou i navzdjem rovnobéZné a shodné.

Véta 3. Je-li obrazem usecky AB isecka A’'B’ a je-li S stfed iisecky AB, potom je S
stred tsecky A'B'.

Diikaz. V&ta plyne pfimo z definice stfedu usecky a z véty 2.

Véta 4. Jsou-li A, B, C tFi riizné body na jedné pFimce, potom bud A’ = B = c
nebo délici pomér (A'B'C’) = (ABC).

Dikaz. Je-li A" = B’, pak podle (2) je A’ = B’ = C'.

Necht 4’ % B’, takZe podle (2) jsou A’, B, C’ tfi riizné body na jedné pfimce.
Oznaéme tuseCku AB = u a useCku A'B’ = u’. Velikost libovolné usetky XY pfi
jednotkové tsedce u (resp. u’) oznadujme [X Y], (resp. [XY],). ProtoZe délici pom&r
nezdvisi na volb& jednotkové usetky,?) jest
_[AC] (A' 'C) _[AC]

[BCL. [BC]w
pfi SemZ vzhledem ke (2) je u obou soudasng totéZ znameni.

Jestlize BuA, C, pak podle (2) plati

(4) m]u = [Z—.B]u + [Fé]u > [ﬁ]n = [ﬁ]u’ +'[B'TE/]"' .

%) Plati: [XY), = c. [XY], kde ¢ je kladn4 konstanta.

(4BC) =
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Podobné pro AuB, C plati

@) [BCl, = [4B). + [ACL.. [BC). = [AF ). + [4C L.,
a pro Cud, B plati ‘
(47) [4B], = [AC), + [BCL., [AF). = [T + [FC.

Uvdzime-li jesté, e [AB], = 1 a [4’B’], = 1, sta& dokdzat rovnost [4C], =
= [4’C"],., ze které podle (4) nebo (4") nebo (4”) plyne rovnost [BC], = [B'C'J-
a tedy i rovnost (4BC) = (4'B'C).

DokdZeme nyni rovnost [AC], = [A'C'],.

PoloZme P, = A a nandSejme na polopfimku AC postupné useCku AB, tj. uréeme
body P,, P,, P,, ... polopfimky AC tak, aby vZdy P,uP;_,, P;,, a aby Useka P;P;+1
byla shodnd s tsegkou AB (i = 1, 2, ...). Podle Archimedova axiomu existuje takové
celé ¢&islo k = 0, Ze C je bodem tseCky PP, ,. Plati tedy

k =[4P,], £ [AC], < [APirilu =k + 1.
BudiZ S, stfed tise€ky PPy .- PoloZme Q, = P,, R, = S; nebo Q, = Sy, Ry =
= P,,, podle toho, zda C je bodem tsecky P,S; nebo S, P, ,. VZdy tedy plati
k, +1
2 2

k+’§=[}‘@]ngm],, <[AR L =k +

kde k, je 0 nebo 1.
BudiZ S, stfed tisetky QR,. PoloZme Q, = Q,, R, = S, neboQ, = S,, R, = R,
podle toho, zda C je bodem useéky Q;S, nebo S,R;. VZdy tedy plati

‘ — ok k41
k+l€i+k2=|AQ2:|,,§|AC],,§[AR2],,= +?1+ 2; ,

2
kde k, je 0 nebo 1.
Postupujeme-li takto ddle, dostdvame pro kazdé pfirozené &islo n vztahy
- ky, k k,+1-
) k, kz k, 2 .+

Kkt 2424+ <[ACL Sk+2 +2 4.+
2 22 o [4C. 2 T2’ I

b

kde k,, k,, ..., k, jsou O nebo 1 ;
Podle (2) a vety 3 viak plat1 pfesné totéZ pro pfislusné obrazy, takZe soucasné

(6) kel kg +?<|AC] <k+E2—+l;2 ...+k"2+"1.

2 22

Posloupnost na levé stran& v (5) a (6) i posloupnost na pravé stran& v (5) a (6) je kon-
vergentni a ob& maji tutéZ limitu, takZe skutetn& [AC], = [4’C"],.*)

4) Uzivame znidmé véty pro posloupnosti:

a,<c=<b,, lima,=Ilimb,=lima,=c.:
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Véta 5. Je-li ddn v prostoru ctyrstén ABCD (tj. &ty¥i body neleZici v jedné roving),
a jsou-li ddny v roviné ¢ étyFi body A’, B', C', D' nelefici na jedné pFimce, potom
existuje prdvé jedno volné zobrazeni prostoru do roviny @, které bodim A, B, C, D
pFifazuje body A', B', C’, D'.

KaZdé volné zobrazeni Ize slo%it z podobnosti a rovnobéfného promitdni.”)

Ditkaz. I. Podobnost P a rovnob&né promitdni R do roviny ¢ spliiuji (1) az (3),
takZe podle definice je zobrazeni sloZené z P a R volnym zobrazenim prostoru do
roviny g. Existence zobrazeni sloZzeného z P a R, které bodim A, B, C, D pfifazuje
body 4', B/, C’, D', plyne ze zobecnéné véty Pohlkovy.®) Obrazy pti tomto zobrazeni
sloZeném z P a R budeme oznadovat hv&zditkou. Tedy A* = A’, B* = B', C* = C/,
D* = D' ,

Nechf také V je volné zobrazeni prostoru do roviny g, které bodim A, B, C, D pfi-
fazuje body 4’, B’, C’, D’. Obrazy pfi tomto zobrazeni V budeme oznadovat &arkou.
Midme dokdzat, Ze pro kazdy bod X prostoru je X* = X'. RozliSujme:

1. X le7i na n&které z pfimek AB, AC, AD, BC, BD, CD, napf. na AB (obr. 1a).
ProtoZze A* = A’, B* = B, stali uvaZzovat X £ 4, X % B, takZe podle véty 4 bud
A* = B* = X*iA'= B’ = X'atedy X* = X' nebo (ABX) (A*B*X*) i(4BX =

= (A'B'X’) a tedy opét X* = X".7)

2. X leZivn&které zrovin ABC, ABD, ACD, BCD, napf. v ABC (obr. 1b). Bodem X
vedme piimku p tak, aby protinala dvé z pfimek AB, AC, BC ve dvou riznych bodech
M £ N. Podle dokdzané &sti 1 je nejdiive M* = M’, N* = N’ a ddle (kdyi misto
A, B ddme M, N) je X* = X".

3. X je libovolny bod prostoru. Bodem X vedme p¥imku p tak, aby protinala dv&
z rovin ABC, ABD, ACD, BCD ve dvou riznych bodech M £ N (obr. lc). Podle
dokdzané Cdsti 2 je M* = M’, N* = N’ a podle &dsti 1 opét X* = X'.

II. BudiZ V volné zobrazeni prostoru do roviny . Jsou-li body 4, B, C ze (3) a je-li
D libovolny bod prostoru mimo rovinu ABC, potom Y pfifazuje bodim 4, B, C, D
Ctyrsténu ABCD body A', B, C’, D' neleZici na jedné piimce, takZe jak jsme v I do-
kdzali, je V totoZné se zobrazenim slozenym zP a R.

3) Podobnosti rozumime takové zobrazeni prostoru do prostoru, které kazdym dvéma riznym
bodim X == ¥ pfifazuje dva rizné body X* £ Y* tak, e X*Y* = k. XY, kde k je kladné &slo
zvané koeficient podobnosti (XY a X*Y* znagi velikost useCky XY a X*Y* pii pevné zvolené jed-
notkové usecce). Je-li k = 1, pak se podobnost nazyva shodnosti.

MnoZinu bodi U’ nazyvdme podobnou resp. shodnou s mnozinou bodl U, jestliZze existuje
podobnost resp. shodnost, pfi které U’ je obrazem U.

RovnobéZnym promitdnim do roviny ¢ rozumime takové zobrazeni prostoru do roviny p, které
kaZdému bodu X prostoru piifazuje bod X* roviny g tak, Ze X a X* le#i na jedné pfimce téhoZ
sméru. (Smér je mnoZina vSech navzdjem rovnob&Znych pfimek prostoru.) }

O rozloZeni singuldrniho afinniho zobrazeni na podobnost a paralelm projekci pojednavéa [5]

6) Viz dodatek.

7) Uzivame véty: (KLY) = (KLZ)= Y= Z. .
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Pozndmka 2. Ditkaz véty 5 (viz &4st 1 az 3) ndm uddvd i konstrukci obrazu X’
libovolného bodu X p¥i volném zobrazeni V, které je urleno &tyrsténem ABCD a
&tyfmi body A4’, B, C’, D’ roviny g neleZicimi na jedné pfimce jakoZto obrazy bodi
A, B, C, D.

Pozndmka 3. Z véty 5 plyne, Ze fada vlastnosti rovnobéZného promitdni se pfe-
nasi na volné zobrazeni, napf. Ze je zobrazenim na celou rovinu g, Z¢ obrazem roviny
je bud pfimka nebo celd rovina g, apod.

V dalsim si v§imneme né&kterych zvldstnich pfipadi volného zobrazeni.

v 7z

Véta 6. Volné zobrazeni lze sloZit ze shodnosti a rovnobéZného promitdni prdvé
kdyZ obrazem aspori jednoho trojihelnika
ABC (tj. t¥i bodd neleZicich na jedné pfimce)
je trojihelnik A'B'C’ s nim shodny.

Dikaz. 1. Necht volné zobrazeni je sloZe-
no ze shodnosti S a. rovnobé€Zného promitdni
R do roviny g. Zvolme v g libovolny troj-
uhelnik A’'B’'C’, ktery je obrazem jistého troj-
thelnika ABC pii shodnosti S. Pak zfejmé
trojihelnik A’B’C’ je shodny s trojihelnikem
ABC a je jeho obrazem pfi zobrazeni sloZzeném
zSaR(body A’, B, C' jsou pfi R samodruzné).

2. Necht pfi volném zobrazeni V prostoru
do roviny ¢ je obrazem trojihelnika ABC

b) c)
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trojuhelnik 4A’B'C’ s nim shodny. Existuje tedy shodnost S, kterd bodim A4, B, C
piifazuje body A’, B, C’. Zvolme bod D prostoru mimo rovinu ABC a budiZ D jeho
obraz pfi§ a D’ jeho obraz pfi V. Je-li R rovnob&Zné promitdni do roviny g, pfi kterém
bod D’ je obrazem bodu D, pak podle véty 5 je V totoZné se zobrazenim sloZenym
zSaR

Pozndmka 4. Pfikladem volného zobrazeni z véty 6 je tzv. volné rovnobéiné pro-
mitdni (viz [6]). Je to volné zobrazeni, které lze sloZit z translace®) a rovnob&Zného
promitdni.

Véta 7. Volné zobrazeni je rovnobéZnym promitdnim (tj. zobrazenim sloZenym
z identity a rovnob&Zného promitdni) prdvé kdyz md aspori t¥i samodruiné body,
které nelezi na jedné pFimce.

Dikaz. 1. RovnobéZné promitdni do roviny g je zfejmé& volnym zobrazenim, které
m4d dokonce kaZdy bod roviny ¢ samodruZnym.

2. Necht volné zobrazeni Y prostoru do roviny g m4d tfi samodruZné body 4, B, C,
které neleZi na jedné pfimce. Je tedy 4 = 4A', B = B’, C = C’. Zvolme bod D pro-
storu mimo rovinu ¢ a budiZ D’ jeho obraz pfi V. Je-li R rovnob&Zné promitdni do
roviny ¢, pfi kterém bod' D’ je obrazem bodu D, pak podle véty 5 je V totoZné se
zobrazenim R.

2. UkdZeme moznost aplikace volného zobrazeni v deskriptivni geometrii pfi fe§eni
1iloh incidenénich i metrickych.”) Pfitom se budeme opirat o ndsledujici vétu:

Véta 8. Pri kaZdém volném zobrazeni existuje étyrstén ABCD, jehoZ obrazem je
dtyrroh A'B'C'D’ (tj. &tyfi body jedné roviny, z nichZ Z4dné tfi neleZi na jedné
piimce) a pFitom je trojithelnik ABC podobny's trojithelnikem A'B'C’.

Dikaz. Podle véty S 1ze kaZzdé volné zobrazeni V prostoru do roviny g sloZit z po-
dobnosti P a rovnob&zného promitdni R do roviny ¢. Zvolme v roviné g étyrroh
A’B'C’'D’. V prostoru zvolme bod D ¢ g tak, aby jeho obrazem pfi R byl bod D’.
ProtoZe body A’, B’, C’ neleZi na jedné p¥imce a bod D ¢ o, mdme &tyrst&n A’B’C’'D,
ktery je obrazem jistého &tyrsténu ABCD pii podobnosti P. Je tedy trojihelnik ABC
podobny s trojihelnikem A’B'C’ a pfitom je zfejmé& &tyrroh A’B’C’D’ obrazem &tyr-
sténu ABCD pfi volném zobrazeni V sloZeném z P a R.

Pii feSeni incidenénich dloh ve volném zobrazeni uinime tyto dvé tamluvy:

Umluva 1. Pfedpokldddme, Ze v rovin& ¢ je ddn &tyrroh A’B’C’'D’ jakoZto obraz
jistého ¢tyrsténu ABCD, ktery budeme nazyvat zdkladnim ¢tyrsténem a jeho roviny
o = BCD, f = ACD, y = ABD, § = ABC budeme nazyvat zdkladnimi rovinami.

Umluva 2. a) Bod X, ktery leZi v n&které zdkladni roving urlujeme jeho obra-
zem X' '

8) Translace je shodnost, pfi které kazdy bod X a jeho obraz X* urduji tenty# vektor X* — X.
9) Obdobnou néplii maji [3], [4] resp. [7].
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b) Bod X, ktery neleZi v 24dné zdkladni roving urdujeme jako bod pfimky MN
takové, ktera md-za obraz pfimku M’'N’ a kde body M, N leZi v zdkladnich rovindch,
tj. uréujeme soudasné obrazy X' a M’ %= N'.

c) Piimku urdujeme bud dv&ma rdznymi body nebo jednim bodem a pfimkou s ni
rovnob&Znou (urdenou dvéma riiznymi body).

d) Rovinu urdujeme bud tfemi body neleZicimi na jedné p¥imce nebo ptimkou a
bodem mimo ni nebo dvéma riiznob&zkami nebo dvéma riznymi rovnob&zkami.

Uloha 1. Urcete prise¢ik R dané pfimky a = XY se zdkladni rovinou 4 = ABC
(pokud oviem tento prisecik existuje).

Prostorové Feseni. Zvolime bod Q ¢ a 15 tak, aby existovaly priméty X, Y bodi
X, Yz bodu Q do zdkladni roviny 6. Hledany priseCik R je pak priise¢ikem pfimek
a=XYaa =XY. (Pntom R existuje praveé kdyz piimky a a a jsou riiznobgzné. )

Resent ve volném zobrazenti. 1. Nechf obrazem pnmky a=XYje bod o' =
= X' = Y'. Potom zfejmé je a riiznob&Znd s 6 a obrazem jejich prﬁsecxku R Je bod
R=ad=X=Y.

II. Necht obrazem pfimky a = XY je pfimka a’ = X'Y’. Potom obraz R’ hleda-
ného priiseCiku R uréime podle vySe uvedeného prostorového FeSeni (misto vzorl
ddme vSude pfisludné obrazy). P¥itom volba bodu Q zdvisi jeit& na danych obrazech
X' aY'. Zejména nutno volit Q tak, aby jeho obraz Q' ¢ a’ = X’Y’. Zpravidla volime
Q = D nebo asporti Q leZici na nékteré z pfimek AD, BD, CD. Prakticky postup uk4-
Zeme na piikladeé:

Pfiklad 1. Obrazem pfimky a = XY je pfimka o’ = XY’ kde

a) body X'ea, Ye B jsou ddny svymi obrazy X’, Y’ podle obr. 2a;

b) body X € MN, M ea, N € B, Yey jsou ddny svymi obrazy X', M’, N’, Y’ podle
obr. 2b; ‘

c) body X e MN, Mea, Ne B, Ye UV, U ey, Ve § jsou ddny svymi obrazy X', M’,
N, Y, U’, V' podle obr. 2c.

Urdete obraz R’ prisediku R = a. ¢ (pokud existuje).

Reseni ve volném zobrazeni. Jednd se o vySe uvedeny ptipad II. ProtoZe viude
v obr. 2a, 2b, 2c bod D’ ¢'a’ (a tedy také D ¢ a), volime Q = D. Dalii postup uZ je
zfejmy z prislusnych obr. 2a, 2b, 2c. (Priméty z bodu Q do zdkladni roviny & jsou
znadeny tymZ pismenem s pruhem nahofe.) Vyjde ndm, Ze obrazy a’ a @ jsou rizno-
béZné primky, takZe R existuje a jeho obraz je R’ = a’. a". '

Doporuduji &tenafi, aby si sim promyslel postup pro dal§i moZna zadani obrazi X“ a Y’, ze-
jména pokud se tyka volby bodu Q. :

Uloha 2. Ur&ete vzdjemnou polohu dané prlmky a= X Y a dané roviny t = EFG,
kterd neni zdkladni rovina. o
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Obr. 2.
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Prostorové Feseni. Zvolime bod Q ¢ a, 1, § tak, aby existovaly praiméty X, Y, E, F,G
danych bodi X, Y, E, F, G zbodu Q do zdkladni roviny 6 a aby existovala priise¢nice
rrovint a ¢ = (a, Q). Prisednici r uréime takto:

1. Necht ptimka @ = XY protind dv& strany (pfimky) trojuhelnika EFG, napf. EG
a EF ve dvou riiznych bodech S a T. ProtoZe nenit || o, nemiZe byt souasné QS | EG
i QT| EF, takZe jsou tfi moZnosti:

a) S=Q5S.EG a T= QT.EF (aoviem S % T). Potom r = ST.

b) S = 0S5.EG a QT| EF. Potom r prochdzi bodem S a je rovnobéZnd s p¥im-
kou EF. .

¢) QS| EG a T= QT.EF. Potom r prochdzi bodem T a je rovnob&n4 s p¥im-
kou EG.

2. Nechf ptimka @ = XY prochézi jednim vrcholem trojihelnika EFG a je rovno-
b&Znd s jeho prot&jsi stranou, napt. E e @ | FG. Pro ptimku p jdouci bodem Q rovno-
b&Zné s ptimkou FG jsou pak dv& moZnosti:

a) P=p.FG. Potom r = EP.

b) p|| FG. Potom r prochdzi bodem E a je rovnob&’nd s FG.

Podle vzdjemné polohy pfimek a a r (ob& leZi v jedné rovin& ¢) potom ur&ime
vzdjemnou polohu pfimky a a roviny .

Jsou-li a a r riznob&Zné, pak pfimka a protind rovinutvbodé R = a.r.

Je-li a = r, pak pfimka a leZi v roving 7.

Jsou-li g a r dvé rizné rovnobéZky, pak pfimka a nemad s rovinou t Zddny spolecny
bod. '

Resenivevolném zobrazeni. 1. Necht je obrazem pfimkya = YXboda' = X' = Y’
a obrazem roviny © = EFG pfimka ' (tj. E’, F’, G’ leZi na jedné pfimce 1’). Potom
bud a le#i v T nebo a nemd s T Zddny spoledny bod podle toho, zda a’ € 7' nebo a’ ¢ 7'.

II. Necht je obrazem pfimky a = XY bod a’ = X' = Y’ a obrazem roviny t =
= EFG celd rovina g (tj. E', F’, G’ neleZi na jedné pfimce). Potom je a riiznob&Znd s 7
a obrazem jejich priiseéiku RjebodR' =a' =X'=Y".

III. Necht je obrazem pfimky a = XY pfimka a’ = X'Y’ a obrazem roviny t =
= EFG pfimka t’. Potom bud a leZi v t nebo a nemd s T Zddny spoledny bod nebo a
protind v bod& R podle toho, zda a’ = 7" nebo a’ || ', a’ & 7’ nebo zda a’ protind
<’ v bod€ R’, ktery je pak obrazem bodu R.

IV. Necht je obrazem pfimky a = XY pfimka a’ = X'Y’ a obrazem roviny 7 =
= EFG celd rovina ¢. Potom uréime vzijemnou polohu ptimky a a roviny © podle
vySe uvedeného prostorového feSeni (misto vzordi ddme viude piisluiné obrazy).
Pfitom volba bodu Q zdvisi jeSté na danych obrazech X', Y', E', F', G'. Zejména
nutno volit Q tak, aby jeho obraz Q’ nelezel na ¥4dné z p¥imek X'Y’, E'F’, E'G’, F'G'.
Zpravidla volime Q = D nebo aspofi Q leZici na n&které z pfimek AD, BD, CD.
Prakticky postup ukdZeme na pfikladé:
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Piiklad 2. Obrazem piimky a = XY je pfimka a’ = X'Y’ a obrazem roviny
© = EFG (kterd neni zdkladni rovina) je celd rovina g. Body Xea, Ye B, Eca,
Fef, GeBD jsou ddny svymi obrazy X', Y’, E’, F', G’ podle obr. 3. Urdete vzd-
jemnou polohu pfimky a a roviny .

Cl
Reseni ve volném zobrazeni. Jednd se o vyse uvedeny ptipad IV. ProtoZe v obr. 3
bod D’ nelezi na Zddné z pfimek X'Y’, E'F’, E'G’, F'G’, volime Q = D. Dalsi postup
uZ je zfejmy z obr. 3. (Priméty z bodu Q do zdkladni roviny & jsou znadeny tymZ
pismenem s pruhem nahote.) Vyjde ndm, Ze obrazy a’ a r’ jsou riiznob&’né p¥imky,
takZe pfimka a protind rovinu r v bodé& R, jehoZ obrazem je bod R" = a’ . r'.

Prenechdvam &tendfi, aby si sdim promyslel postup pro dalSi moZna zadédni obrazi X”, Y’, E’,
F’, G’, zejména pokud se tyka volby bodu Q.

Pii feSeni metrickych Gloh ve volném zobrazeni ¢inime kromé Gmluvy 1 a 2 jesté
dalsi dv& umluvy: )

Umluva 3. Pfedpokldddme (viz v&tu 8), Ze trojihelnik A'B'C’ je podobny s troj-
tthelnikem ABC, a Ze je dén koeficient k této podobnosti P (jeZ bodim 4, B, C pfifa-
zuje body A’, B, C').
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Snadno se pak zjisti, Ze obraz X’ kteréhokoliv bodu X zdkladni roviny 6 = ABC
pfi volném zobrazeni je soucasn& jeho obrazem i pti podobnosti P.

Umluva 4. Pfedpokldddme, Ze je ddn v rovin& ¢ bod D} jakoZto obraz pravo-
ihlého primétu D, bodu D do zdkladni roviny J, a ddle Ze je ddna velikost z, usecky
DD,.

Reseni metrickych tvloh ve volném zobrazeni pfevedeme na feSeni téchto tiloh
v k6tovaném promitdni takto: ’

Pravouhly primét bodu X prostoru do zdkladni roviny é budeme oznadovat X,.
Kéta zy bodu X vzhledem k zdkladni rovin€ 4 je redlné Cislo, které pro body X leZici
v zdkladni rovin€ ¢ je rovno nule, pro body X mimo zdkladni rovinu é je rovno
+ XX, podle toho, zda X leZi uvnitf poloprostoru (6, D) nebo uvnitf poloprostoru
k nému opacného. ProtoZe obraz Xj bodu X, zdkladni roviny é pfi volném zobra-
zeni je soucasné i jeho obrazem pfi podobnosti P, povaZujeme bod X za pravouhly
primét bodu X a za jeho kétu povaZujeme redlné &islo zy = k. z4.1°)

Na ukdzku uvedeme:
Uloha 3. Danym bodem E vedte pfimku ¢ kolmou k zdkladni roving€ o = BCD.

Prostorové Feseni. 1. Necht E ¢ «. Bodem E, vedme v zdkladni roviné é pfimku
t; 1 BC a jejich prisecik oznaéme S. Bodem S vedme v zdkladni rovin€ o pfimku
s | BC.Konené vroving t = (s, E) vedme bodem E pfimku ¢ | s, kterd je hledanou
kolmici ¢ k zdkladni roving a.

2. Necht E € a nebo E ¢ a. Zvolme bod F ¢ « a podle pfedchoziho bodem F vedme
pfimku f kolmou k zdkladni roviné «. Hledand kolmice ¢ je pak pfimka ¢ jdouci
bodem E rovnobéZné s pfimkou f.

Reseni ve volném zobrazeni provedeme podle vyse uvedeného prostorového feseni
(misto vzord déme viude pEislusné obrazy) uZitim dfive popsaného kétovaného pro-
mitdni takto: :

1. Jestlie bod E ¢ « md obraz E’ ¢ D'D) nebo E’' & D' = D}, potom postupujeme
podle 1.

II. JestliZe bod E ¢ o mé obraz E’e D'D] nebo E’' = D’ = D}, potom volime ta-
kovy bod F ¢ o, Ze jeho obraz F' ¢ D'D} nebo F’ £ D' = Dj a postupujeme podle 2.

ITII. Jestlie bod E € «, potom volime takovy bod F ¢ «, Ze jeho obraz F' ¢ D'D;
nebo F' £ D' = D; a postupujeme podle 2.

Uréeni obrazu E’ a redlného &isla zy stadi zfejmé& popsat pouze pro piipad I.
10) Bod X{ a reilné &islo zx jsou pravouhly pramét a kéta bodu X, ktery je obrazem bodu X

pfi podobnosti P (neboli ndzorné feteno: X a zx jsou pravouhly primét a kota bodu X zmengené
resp. zvétSené v méfitku k).
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Necht tedy bod E ¢ « md obraz E’ ¢ D'D] nebo E’ & D’ = Dj. Jsou pak dvé moz-
nosti:

a) P¥imka DE protind zékladni rovinu & v bodg R, jeho¥ obraz R’ uréime podle ’
tlohy 1. (Zfejm& R’ ¢ D'D} nebo R’ % D’ = D}.) Potom bud pro D' % Dj je E; pri-
seCikem p¥imky R’Dj s pfimkou jdouci bodem E’ rovnobé&in& s D’ D}, nebo pro D’ =

1j¢eE' = E| (pro D' = D} je
X' = X prokaZdy bod X prostoru).
Redlné &islo z; pak uréime sklope-
nim pfimky DR = DE.

DI

A

—_ \
; \

K \
F&) IR/

Obr. 4.

b) Pfimka DE neprotind zdkladni rovinu . Potom misto bodu D u¥ijeme takového
bodu Ge DD, o két& zg = 2zp, 3zp, ... (a tedy G} = D} a zg = 2zp, 375, ...), Ze
pfimka GE protind zdkladni rovinu é v bod¥ R a postupujeme ddle podle a).

Prakticky postup ukdZeme na piikladé:

Piiklad 3. Bod E€ MN, E ¢ a, M € a, N € B je ddn obrazy E’, M’, N’ podle obr. 4.
Bodem E vedte pfimku ¢ kolmou k zdkladni rovin& « (k, z, a D} £ D’ jsou ddny
a ptitom E’ ¢ D'D}).

Reseni ve volném zobrazeni. Jednd se o vyse uvedeny ptipad I.

»

Nejdfive podle tlohy 1 zjistime existenci a obraz R’ priiseiku R pf¥imky DE se
zdkladni rovinou § a ddle podle a) urlime E} jakoZto priiseik ptimky R’D] s pfimkou
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jdouci bodem E’ rovnob&n& s D’'D). Redlné &slo z; uréime sklopenim p¥imky
DR = DE. Sklopeny bod [D] ur&ime tak, Ze D'I[D] 1 DiR’ a velikost usetky
D’ [D] je rovnd soudinu z; = k .z, > 0. Sklopeny bod [E] je priisetikem sklopené

fimky [ D]R’ s kolmici k pfimce D} R’ vedené bodem E a absolutni hodnota |zz| je
rovnd velikosti usetky E;[E]. ProtoZe z, > 0 a [E] lezi uvnitt poloptimky R’[D],
je také zz > 0.

Nyni uZ zndmym zpisobem v dfive popsaném kétovaném promitdni uréime nej-
dfive 1}, tj. E; ety | B’C’, a potom ur&ime sklopenou (s), tj. (s) = S'(H), kde 8’ =
= B'C'.1t] a H je takovy bod pfimky s, pro ktery zg = z,, takZe H} je priseik
pfimky sj = t] s pfimkou vedenou bodem D} rovnob&Zn& s B'C’ (je totiz He s = «
a zy = z,, takZe H leZi na pfimce vedené bodem D rovnobézng s BC). Sklopend (f)
pak prochdzi sklopenym (E) a je kolmd ke sklopené (s). Dalii bod T # E hledané
pfimky ¢ dostaneme tak, Ze si zvolime (T)e(z), (T) % (E) a uréime Ty jako prise&ik
piimky # s pfimkou k ni kolmou a vedenou (T) (v obr. 4 zvolen (T) = (¢) . (s), takZe
je T=t.a).

Obraz T’ uréime pomoci pfimky ET, kterd protind zdkladni rovinu 6 v bodg P,
jehoZ obraz P’ je priisetik pfimek (E) (T) a t;. Podle (1) je pak T’ priisetikem pfimky
E’P’ s ptimkou vedenou bodem T} rovnob&Zn&s D'D]. Obraz ¢’ hledané pfimky ¢ je
pak uren obrazy E"a T".

JestliZe p¥i jiném zaddni nelze k uréeni obrazu T’ uZit bodu E (tj. bud P = E nebo P neexistuje),
uZijeme misto bodu E jiného vhodného bodu L roviny T = (s, E), jehoZ obraz L’ zndme.

Takovy bod L dostaneme napf. tak, Ze na rovnobéZce s #{ vedené bodem (H) zvolime bod (L)
tak, aby (L) == (T) a aby pfimka (L) (T) nebyla kolm4 k ¢] a protinala ji v bod¢ P, a urcxme Ly
jako prisedik pifimky #{ s pfimkou k ni kolmou a vedenou bodem (L).

ProtoZe je zp = zg = zp, plati i pro kéty z; = zj, tak¥e bud je L, = D; a L= D, nebo je
L, D, DL obdélnik, takZe podle (1) bud je L] = D} a L’= D’, nebo je L{ D D’L’ rovnob&Znik.
Zname tedy skute¢né€ obraz L’.

Zdvérem poznamendvam, Ze feSeni incidenénich i metrickych tloh ve volném zobra-
zeni se provadi obdobnym zplisobem jako v jinych druzich zobrazovani b&Znych
v deskriptivni geometrii tzv. metodou dvou zobrazeni. UZivame totiZ souasné pomoc-
ného zobrazeni do n&které zdkladni roviny: u inciden&nich tloh promiténi z jistého
bodu @ a u metrickych loh pravotihlého promitani.

DODATEK

Zobecnéni véta Pohlkova. Dané ¢tyFi body A', B', C', D’ jedné roviny g, které ne-
leZi na jedné pfimce, Ize vidy pokladat za rovnobéZny primét étyrsténu podobného
s danym Ctyrsténem ABCD.

Dikaz zobecnéné véty Pohlkovy je vlastn€ ditkazem existence volného zobrazeni
spliiujiciho v&tu 5 a obricené.

Pro pfipad, Ze body 4’, B, C', D’ tvofi &tyrroh, je dikaz uveden v [8], &l. 156,
str. 297—299.
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Zbyvd uZ jen doplnit dikaz pro pfipad, Ze body 4’, B’, C’, D' netvofi &tyrroh. UZi-
jeme pfitom ndsledujici pomocné véty (viz [8], &l. 98, str. 164—165):

Pomocn4 v&ta. Bud ddn trojuhelnik A’B'C’ a trojuhelnik ATBTC}. Potom exis-
tuje takovy trojihelnik A*B*C} podobny s trojihelnikem A’B'C’, %¢ body A%, BY
jsou pravotihlé primé&ty bodd A*, B* do roviny n = ATBIC}.

ProtoZe body A4’, B’, C’, D’ netvofi &tyrroh, a pfitom ne1e21 na Jedne prlmce jsou
dv€ moZnosti:

a) Dvazbodi 4', B, C’, D' jsou totoZné, napf. D’ = C'. Bodem C vedme rovinuz
kolmou k p¥imce DC a ozna¢me AT, B}, CT = C pravouhlé priméty bodd 4, B, Cdo
roviny n. Podle pomocné véty existuje podobnost P, pfi které body A’, B/, C’ jsou
obrazy bodi takového trojuhelnika 4* B¥*C, jehoZ pravoiihlym primétem do roviny n
jsou pravé body AY, B, C. Je tedy: A, A*ea, B,B*eb,al|| b| DC L =, takZe pro
pislusné obrazy pii podobnosti P plati: 4, A’ a, B, B'eb, a| b | DC’, a ptitom je
DC’ riiznob&nd s ¢ = A'B'C’ (nebot DC je riiznob&Znd s rovinou 4*B*C). Ozna-
¢ime-li R rovnob&Zné promitdni do ¢ ve sméru DC’, pak skutedn& pfi R jsou body
A', B', C' = D' obrazy bodi &tyrsténu ABC’D (ktery je obrazem daného &tyrst&nu
ABCD pii P).

b) Body 4', B, C’, D' jsou navzdjem riizné, ale ti z nich leZi na jedné ptimce, napt.
A’, B’, D'. Na pfimce 4B uréeme bod H tak, aby d&lici pomér (ABH) = (A'B'D’).
Bodem C vedme rovinu z kolmou k pfimce DH a oznaime AY, B}, CT = C pravo-
#hlé priiméty bodd A4, B, C do roviny n. BudiZ P podobnost z &isti a). Je tedy:
A,A*eca, B,B*eb, a| b| DH | =, takZe pro ptisluiné obrazy pfi podobnosti P
plati: 4, A'ea, B,B'eb, a| b| DH, (ABH) = (ABH), a pfitom je DH riznob&n4

0 = A'B'C’ (nebot DH je riiznobénd s rovinou 4*B*C). Oznatme R rovnob&Zné
promitdni do o ve sméru DH, takZe pfi R je prisedik H' = DH . ¢ spolednym obra-
zem bodi D, H a body A’, B’ jsou obrazy bodii 4, B a tedy (A'B'H’) = (ABH). Plati
tedy (A'B'H’) = (A'B'D’), takze H' = D’ a tedy skutetnd pfi R jsou 4', B', C’, D’
obrazy bodi &tyrsténu A BC'D (ktery je obrazem daného &tyrsténu ABCD pfi P).
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PesiomMme:

O CBOBOJHOM OTOBPAXXEHHH ITPOCTPAHCTBA B ITJIOCKOCTB

YIOCE® KATEPXUHIAK (Josef Katetifidk), Kmmuna

B pabore ompenesreHo OOHO OTOOpaKeHWe TPEXMEPHOrO 3BKIHAOBA IPOCTpPaH-
CTBa B IUIOCKOCTbH, KOTOPO€ aBTOP HA3BAT C80000HbLIM omobpaxceHuem. DTO Takoe
oTOoGpaxenne, KOTOPOe BHIIOJIHSET CIEeNYIOLIUE TPH aKCHOMEL:

(1) Obpaszom 08yx napasesvHbix NPAMBIX ABAAIOMCA AUBO 08e NApAsebHbIe NPAMBLIE
aubo 0se mouxu (pasauuHvie U MoHcOecmserHble).

(2) Ecau mouxa B nexcum mexncoy moukamu A n C (310 ob6o3HaueHo Bud, C),
mo 044 ux obpasoe evinoansaemca aubo A = B’ = C’ aubo B'ud’, C'.

(3) Ob6paszom xomsa 6v 00HOU mpoiiku mouex A, B, C Aseasiomca mpu mouku
A', B', C', Hesexncawue Ha 00HOT NPpAMO.

OcHOBHO# TEOpEeMOH ABIIAETCS:

Teopema S. IIycme Oanvt 8 npocmparncmee uemvipe mouku A, B, C, D, Hesexcawue
6 00Hoil naockacmu. ITycmv Oauvl 6 naockocmu @ uemvipe mouku A’y B', C', D',
Heaexcawue Ha 00ROl npamoii. Tozoa cywecmeyem mouro 00HO c80600HOe omobpaxce-
Hue mpocmpancmea 6 naockocme @, npu xomopom mouku A’, B', C', D' aeaaomca
obpazom mouex A, B, C, D.

Kaxcooe c80600H0e omobpascerue MOMCHO CAOXCUMb U3 NOOOOUA U NAPANEAbHO20
NpOexmMupoBaHus.

Haxoren, B paboTe yka3zana BO3MOXHOCTh IPHIIOXEHUH cBoGomHOr0o oTobpaxe-
HAS B HAYEPTATENbHOW I€OMETDHH IJIA DelleHHs HHIUOCHTHBIX M METPHYECKHX
3anadg.

Zusammenfassung

UBER DIE FREIABBILDUNG DES RAUMES IN DIE EBENE

Joser KATERINAK, Zilina

In der Arbeit ist eine Abbildung des dreidimensionalen eukleidischen Raumes in die
Ebene definiert, welche der Verfasser als die Freiabbildung benannt hatte. Es handelt
sich um solche Abbildung, welche die folgenden drei Axiome erfiillt:

(1) Die Abbilder zweier parallelen Geraden sind entweder zwei parallele Geraden
oder zwei Punkte (verschiedene oder identische).
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(2) Wenn der Punkt B zwischen den Punkten A und C liegt (was mit BuA, C be-
zeichnet wird), dann gilt fiir ihre Abbilder entweder A’ = B' = C’ oder B'uA’, C'.

(3) Die Abbilder wenigstens eines der Dreipunkte A, B, C sind drei Punkte
A', B', C', welche nicht auf einer Gerade liegen.

Der grundlegende Satz lautet:

Satz 5. Es seien im Raume vier Punkte A, B, C, D gegeben, welche nicht in einer
Ebene liegen. Es seien in der Ebene g vier Punkte A’, B’, C’, D’ gegeben, welche nicht
auf einer Gerade liegen. Dann existiert nur eine Freiabbildung des Raumes in die
Ebene g, welche die Punkte A', B’, C’, D’ den Punkten A, B, C, D zuordnet.

Jede Freiabbildung kann aus der Ahnlichkeit und der parallelen Projektion zu-
sammengesetzt werden.

Zum Schluss der Arbeit ist gezeigt, dass die Freiabbildung in der darstellenden
Geometrie bei der Losung der inzidenten und metrischen Aufgaben abgewendet
werden kann.
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