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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matematický ústav ČSAV, Praha 

S V A Z E K 89 * P R A H A 3 0 . V l i l . 1 9 6 4 * Č Í S L O 3 

ОБ ОДНОМ ОПРЕДЕЛЕНИИ ИНТЕГРАЛА В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ 
ПРОСТРАНСТВАХ 

ВАЦЛАВ ПФЕФФЕР (УЫт РГейег), Прага 

(Поступило в редакцию 15/1Х 1961 г. — переработанное 20/1Х 1963 г.) 

(Продолжение) 

61. Лемма. Пусть Аеа и пусть Р е Щ(аА) конечна а аддитивна. Если *Р(х) > 
> — со для всех х е А, то ^{Р({х}) : х е А} Ф ± со *) и, следовательно, мно­
жество {х е А : Р({х}) Ф 0} счетно. 

Лемма вытекает из 34 и 23. 

62. Лемма. Пусть Аеа, РеЩ(аА) конечна и аддитивна, и пусть 8 = 
= {хе А : 0Р(х) < 0}. Если *Р(х) > —со для всех хеА, то множество 8 
счетно. 

Доказательство. Для п = 1, 2, ... положим ап = {В е аА : Р(В)1С(В) <* — п} 
и обозначим 5Л множество всех хеР, для которых существует последователь­
ность {Вп} с ап, {Вп} е пх. Пусть Ви В2еаА- ап и В1г\В2 = 0. Легко прове­
рится (см. [7], 67), что 

Р(ВхиВ2) _Р(В,)+Р(В2)^ п 

0(В1иВ2) 0(В1)^0(В2) 

как только частное Р(В± и В2)]0(В1 и В2) определено. Отсюда следует, что 
системы ап полунаследственны в а (см. 3, 7). Итак, в силу < 7̂, множества 8п, 
л = 1, 2,..., замкнуты. 

оо 

Пусть множество 5 0 = П 5Л несчетно. Тогда, в силу 61, найдется такое х е 80, 

что -Р({̂ }) = 0. Выберем натуральное число п. Так как х е 8т то существует 
последовательность {Вк} <= ап, {Вк} е цх. Если мы положим Ск = Вки {х}, то 
Р(ск) ^ Нвк)> &(ск) = &(Вк}> к = !> 2,'... и Ск -> х. Следовательно, 

*Р(х) ^ Шп М [Р(Ск)Ю(Ск)] = Ит тГ [Р(Вк)1б(Вк)] <: - п , 

п = 1, 2,.... Значит, *Р(х) = — со, что и есть противоречие. 
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Пусть х е 8. Тогда имеется последовательность {Вк} с <тА, {Вк} е цх, Для 
которой Нт Р(Вк) < 0. Так как Кт С(Вк) = 0, то существуют такие кп, что 
Р(Вк)/0(Вк)^ — п для всех к^кп, п = 1, 2,.... Следовательно, Вке<гп для 
всех к 2> /сл. Итак, в силу 6Х> будет х б 8Ю п = 1, 2,.... Значит, 5 с 50. Так как 
множество #0 замкнуто, то также 5 с. ,50. 

63. Лемма. Пусть Аеа, хе А и Ре $(аА) конечна и аддитивна. Пусть, 
далее, {Вп} с аА такая последовательность, что {Вп}€г\х и $ир Р(Вп) < -Ьоо. 
Если 0Р(х) > — со, то последовательность {Р(В п Вп)} ограничена для каж~ 
дого множества В е <тА. 

Доказательство. Пусть ВеаА. Так как функция Р конечна, 0Р(х) > ~*°° 
я {В п Вп} е цх (см. $2), то Ш Р(В п В„) > —оо. Применяя этот результат для 
множества А — В, получим 

зир Р(В п Вп) <; $ир Р(Вп) - МР(Вп - В) < +оэ . 

64. Обозначение. Из теоремы Хана-Банаха (Нагш-ВапасЬ) о распростране­
нии линейного функционала следует, что на системе всех ограниченных последо­
вательностей действительных чисел существуют обобщенные пределы (см. [2], 
гл. IV, 2.9). Выберем определенный обобщенный предел и, в отличие от обыч­
ного предела, обозначим его символом ^^т. 

65. Соглашение. В абзацах 66—71 мы будем предполагать, что, кроме тре­
бований 8Х — ё%, выполнено также требование ё9. 

66. Лемма. Пусть Аеа, хе А и Ре %(аА) конечна и аддитивна. Если 
*Р(х) > — со, то существует конечная аддитивная функция Рх е §лУл), имею* 
щая следующие свойства: 

а) ?х({х}) = И * ) | , ^(Я) = 0 и \РХ\ ^ \0Р(х)\; 
б)1ВеаА,хфЩ=>Рх(В)=:0; 
в) [В е аА, х ф В] => РХ(В) = 0; 
г) [{Вк} с аА, {Вк} е пЛ => Нт М {Р(Вк) - Рх(Вк)] ^ 0. 

Доказательство. Пусть а = 0Р(х). Тогда — о о < а ^ 0 (см. 17 и 34). 
В силу ё9 существует последовательность {Сп} с аА, для которой {Сп} е цх 

и Нт Р(Сп) = а. Учитывая примечание в абзаце 33, мы можем предполагать,, 
что хфСп,п = 1, 2,.... В силу 34 и 63 можно для всех В еаА положить 

РХ(В) = Ыт Р(В пСп)~ а хв(*) , 

где Хв — характеристическая функция множества В. Таким образом определен­
ная функция Рх 6 %(аА) конечна и аддитивна, Рх({х}) = -а = \0Р(х)\ и РХ(А) == 
= а - а = 0. Пусть В е аА. Из ё2 следует 

РХ(В) ^ ^^т Р(В п Сп) ^ Нт М Р(В пС^^а. 
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Применяя этот результат для множества А ~~ В, мы получим 

РХ(В) = Рх(1) - РХ(А - В) = ~РХ(А ~В)<^-~а. 

Итак, \РХ\ ^ |а|. Если х фВ,то 

РХ(В) = ^^т 1?(В о Сп) = ^^т ^(Си) - ^^т .Р(СЙ - в) ^ 

<; 11т Р(Сп) - Цт М ^ С , , - В ) ^ а - а = 0 . 

Если х ^ В, то, в силу $5, имеем -Рх(-В) = 0. 

Предположим, что утверждение г) неверно. Из ёх тогда вытекает, что су­
ществует последовательность {Вк} <= аА, для которой {В*} е цх и Кт ^(В*) < 
< Нт Рх(Вк). Не умаляя общности, мы можем предполагать, что либо х е ВЛ, 
либо х ф Вк одновременно для всех индексов к. В первом случае из 34 и уже 
доказанного утверждения а) вытекает 

Нт Р(Вк - {х}) = Нт Р(Вк) - Р({х}) < Нт Рх(Вк) - \0Р(х)\ = 

= Нт Рх(Вк) - Рх({х}) = Нт Рх(Вк - {*}). 

Итак, в силу 17, достаточно исследовать лишь второй случай. Положим Ь = 
= Нт Р(В^ и выберем такое г > 0, что Нт -РХ(В*) > Ь + 2в. Тогда, начиная 
с определенного индекса к0, будет 

Нт зир Р(Вк п Сп) ^ ^^т Р(Вк п С„) « -^(В*) > Ъ + 2е 
л-+оо п-*оо 

и Р(ВЛ) < Ь + е. К числам /су = /с0 4- I, I = 1, 2,..., существуют натуральные 
числа пр для которых п^ < п7 + 1, Р(В^ п Сп) > Ъ 4- 2е и, следовательно, 

^ - Си,) = Р(ВЛ/) - ^(ВЛ/ п Сп) < - г . 

Значит, 

Нт М^(В^ и Ся,) <; 1 т Р(С^) + Нт вир Р(Вк1 - С^) ^ а - г < а . 

Это, однако, невозможно, потому что {В^ и С^} 6 цх (см. < 1̂? <?4)-

67. Лемма. Пусть А в а, Ре %(оА) конечна и аддитивна и пусть 8 = {хе А : 
: 0Р(х) < 0}. Если *Р(х) > -со для всех хеЛ, то ^{оР(х) : хе А} ф ±оо г) 
и существует конечная аддитивная функция Рх е §(сг4), имеющая следующие 
свойства: 

а) \Р - Рг\ ^ Х{|о^(*)| : * е А}, Рг(Ж) = Р(А) и 0Рх(х) ^ 0 Элл всех хеА; 
б) [В е оА, В п 8 = 0] => .Р^В) ^ ЭД; 
в) {ВеоА, Вп8 = 0] => ^(В) = ЭД. 

Доказательство. Первое утверждение леммы сразу вытекает из 34 и 61. 
Для хе А пусть Рх означает функцию, определенную в лемме 66. В силу преды-
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дущего и 66 а) можем определить функцию Рх е Щ(оА) соотношением 

Р1(В)^Р(В)-^{Ру(В):уеА} 

для всех В е аА. Функция Г19 очевидно, конечна, аддитивна и Рг(А) ^ /(-?)• 
Для всех В 6 аА будет 

\Р(В) - Р,(В)\ <; %{\РУ(В)\ :УеА}^ ХХИз01 :уеА}. 

Пусть х € Л, {Вк} с аА и {I?*} е ?7Х. Из 66 г) и $5 вытекает 

Нт ЫР,(Вк) = Нт Ы [Р(Вк) - ^Х(В,) - %&&) : У € Л - (х)}] ^ 

^ Нт тГ [Р(БЛ) - ^(#*)] - Нт зир ^{Ру(Вк): ^ б Л - (х)} ^ 0 . 

Итак, 0Р±(х) ^ 0. 

Утверждения б) и в) непосредственно следуют из 66, б) и в). 

68. Определение. Пусть Аеа и / е $(А). Аддитивная функция М е %{бл) на­
зывается слабой мажорантой функции/ на множестве А, если М > — со Й если 

х е Л => - со Ф #М(х) ^ /(х). 

Совокупность всех слабых мажорант функции/на множестве А мы обозна­
чим 01(/, Л). 

69. Теорема. Пусть Аеа,А + & и/е$(А). Тогда 

^ ^ М М ^ ] [Ме91(/Л)] . 

Доказательство. Пусть а = тГМ(Л) [М е Щ/, Л)]. Так как 5Ш(/, А) <= 
<= 91(/, Л) (см. примечание в абзаце 31), то ^ 7 (/ А) = ^7(/, А)^ а. Предполо­
жим, что ^7(/, А) > а. Тогда найдется М е Щ/9 А), для которой М(Л) < 1^/, Л). 
Так как функция М конечна (см. 5), то к ней существует функция Мг е $(аА), 
определенная в лемме 67. Из 62 и 67 вытекает, что Мх е$Я0(/, А) и МХ(А) = 
= М(А) < 1Т(/, А). Это, однако, противоречит теореме 43. 

Следствие. Пусть Аеа, Л Ф 0 и Ре%(аА) аддитивна. Пусть, далее, 
Р > — оо и ^^(х) ^ 0 для всех х е Л. Тогда Р(В) ^ 0 для каждого замкнутого 
множества В е аА. 

Примечание. Читателю советуется сравнить это следствие с леммой 36. 

70. Определение. Пусть Аеа и/е§(Л). Аддитивная функция Мб%(аА) на­
зывается обобщенной слабой мажорантой функции / на множестве Л, если 
М > — оо и если существует счетное множество 8 а А, удовлетворяющее тре­
бованиям: 

а) х € 5 => 0М(х) ^ О, 
Р) хеА- 5=>-оо Ф *М(х)^/(х). 
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Совокупность всех обобщенных слабых мажорант функции /на множестве А 
мы обозначим 910(/- А). 

71. Теорема. Пусть Аеа,Аффи/е Щ(А). Тогда 

/,(/, А) - ММ(А) [М е 910(/, Л)] . 

Доказательство подобно доказательству теоремы 43. • . •• 

72. Обозначение. Пусть р, — пополненная регулярная борелевская мера, 
определенная на системе 33, где 33 — относительно р пополненная система 
всех множеств Бореля пространства Р (см. [1], §§ 7, 13, 51, 52). 

Пусть А е 93 и / е %(А). Через / ^ / ф мы обозначим интеграл Лебега от 
функции/ вдоль меры р на множестве А — если он, конечно, существует. 
Систему всех ^измеримых функций/еЩ(Л), для которых существует конечный 
интеграл §А/ йр, мы обозначим &(А). 

73. Соглашение. В абзацах 74, 75 и 78 будем предполагать, что <г с: 33 
и что 6(А) = р(А) ДЛЯ всех А е а. 

В абзацах 74 и 75 будем, далее, предполагать, что выполнены требования 
$х — ё%. Выполнение требования $9 уже не предполагается. 

74. Теорема. Пусть А в а и/,де $(А). Если / = д почти всюду, в частности, 
если/(х) = д(х) для всех хеА,то /х(/, А) = 1х(д, А). 

Доказательство подобно доказательству теоремы [7], 51, и читатель 
может его провести сам по приведенному образцу. 

75. Теорема. Пусть Ае а. Тогда 2(А) с ЩА) и 1(/, А) = \А$ йр для каждой 
функции/е$(А). 

Доказательство подобно доказательству теоремы [7], 56 и его можно 
опять предоставить читателю. 

Примечание. Подобно как и в [7], 57, здесь имеется открытый вопрос, 
будут ли теоремы 74, 75 справедливы и в том случае, если мы опустим требо­
вание регулярности меры р, введенной в 72. 

76. Теорема. Если выполнены требования 9*, $г, ё5 и ё'%, то выполнено также 
требование $8. 

Доказательство. Пусть выполнены требования &,$2,$5, и <?$. Пусть, 
далее, Аео, АФ0яЕе §(сгд) — такая супераддитивная функция, что 0^(*) > 
> — оо для всех х е А. Предположим, что существует В е аА, для которого 
Е(В) = -со. Из У, $5 и ё'8 вытекает, что цх Ф 0 для всех х еР. Итак, в силу 
примечания в абзаце 17, будет В Ф 0. В силу примечания к теореме [7], 59, 
$' й $г существует точка х е Р и такая последовательность {Вп} а аА, что 
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{В„}ег1х и ^(Д.) — ~"°°» п ~ 1» 2,.... Знащгг, 0Р(х) = — оо. Это, однако, про­
тиворечие, потому что Вп Ф 0 и, следовательно, х е А (см. 18). 

Примечание. В предположении $8 заменим слово „аддитивна" словом 
„супераддитивна" (см. примечание в абзаце 36). Из доказательства предьщущей 
теоремы вытекает, что также после этой замены предположение ёъ будет след­
ствием предположений Уь 82, $5 и 88. 

77. Соглашение. В абзаце 78 мы будем предполагать, что выполнены тре­
бования &9 $1 - {п и в'%. 

Примечание. В силу теоремы 76 будет въшолнено и требование < 8̂. Значит, 
при только что приведенных предположениях имеют место все утверждения 
абзацев 17—63, 74 и 75. Если было бы, сверх того, выполнено требование <̂ 9, 
то имели бы место также все утверждения абзацев 66—71. 

78. Теорема. Если Аеа, то %(А) = %(А). 

Доказательство подобно доказательству [7], 63. Читатель его легко 
проведет сам. 

79. Некоторые обозначения. Пусть г ^ 1 — определенное целое число. 
Через Ег мы обозначим г-мерное евклидово пространство и через \х лебеговскую 
меру в Ег. Скажем, что множества А, В с Ег эквивалентны и пишем А == В, 
если р[(А - В) и (В - А)] = 0. 

ЕСЛИ множество А а Ег ограничено и измеримо, то число ||Л||, определенное 
в [5], 2, мы назовем площадью поверхности множества _4. % будет совокуп­
ность всех ограниченных измеримых множеств А а Ег, для которых \А\ < 
< 4-оо. Положим -й0 = {А е %: р.(А) = 0}. Строго говоря, в статье [5] число 
||_41| и система 21 определяются лишь тогда, когда г > 1. Однако, эти определе­
ния допускают естественное распространение и на случай г = 1 (см. [7], 64). 

п 

Через $ обозначим систему всех интервалов вида X (ка^, Ь,-),3) где а^9 Ъ! — 
1=1 

действительные числа, а,- < Ъ], ] = 1, 2,..., г, и через $и, и = 1, 2,..., систе-
г 

му всех интервалов вида X <1//2\ (^ + 1)/2п), где 1̂  — целые числа, ] = 1, 2,..., г. 

Из [5], 20 вытекает, что Жп с. $ с: 2(0, п = 1, 2,.... 

80. Соглашение. Вплоть до конца этой статьи мы будем предполагать, что 
Р ~ Еп | С С С 5 [ Й что каждой точке х е Ег поставлены в соответствие мно­
жества 

п1 = {{Вп} с а : й(Вп и {*}) --> 0} ,4) ^ = {{Вп} е цх : шр ||ВЙ|| < -Ьоо} 

*) У(А^ есть декартово произведение множеств А19 А2,..., Аг. 
}-1 
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и, если г > 1, также множество цъ

х = {{Вп} е цх : ||ВП|| -* 0}. 

Примечание. Всегда, когда мы будем в дальнейшем употреблять мно­
жества цъ

х, будем, уже этого не оговаривая, предполагать, что г > 1. 

81. Несколько примечаний, а) Пусть А е а. Так как множество А ограни­
чено, то существует такое К е $, что А <= .К0. Пусть В = К - А. В силу 7 
имеем А = (А — А) и (В — В) е а и -4° = -4 — А е а. Из 33, а) теперь следует, 
что 0(А) = 0 и 0 ( 4 = О(Л) = 0(А°). 

б) Ясно, что множества цх, г = 1, 2, 3, удовлетворяют требованиям ёъёь, #5 

и <̂ 6 (см. [5], 20). Требования $2, $4, очевидно, выполнены для множеств ц\. 
Для множеств ц2

х и ц3

х вытекают $г, ё4 из [5], 35 и [6]. 

в) Для п = 1, 2,... образуют $ й локально конечные непересекающиеся по­
крытия Ег, причем $ и с $ <= а и $ п + 1 является уплотнением $и (см. [7], 12). 
Следовательно, система а удовлетворяет предположению &. 

г) Множества цг

х, г = 1, 2, 3 удовлетворяют предположению <Г8. В самом 
оо 

деле, если Кпе$п и Кп+1 <= Кп, п = 1, 2,..., то существует точка х0е ()Кп 

и из [5], 20 вытекает, что {Кп} е цХа, г = 1, 2, 3. 

д) Из 76 и предыдущего вытекает, что во всех случаях выполнено требова­
ние < 8̂. 

е) Сразу видно, что множества цх для всех х е Ег совпадают с множествами цх, 
определенными в 11. Следовательно, из 12 и 14 вытекает, что множества ц\ 
удовлетворяют также требованиям ё7жё9. 

ж) Легко проверится, что требованиям $7 и $9 удовлетворяют также мно­
жества цъ

х. Доказательство этого является аналогом доказательства лемм 12 
и 14. 

з) Так как ц2

х <= цх и, если г > 1, также цъ

х <= ц2 для всех х € Ег, то, в силу 60 
и 82, будет ^(А) <= ^2(А) и, если г > 1, также ф2(А) <= У>3(А) для всякого 
множества А е а. При этом каждых два из интегралов Г, г = 1, 2, 3 совпадают 
на пересечении своих областей определения. 

82. Лемма. Пусть а0 <= а — полунаследственная система ваи пусть А1 — мно­
жество всех хеЕг, для которых существует такая последовательность 
{Вп} <= а0, что {Вп} е ц1

х, г = 1, 2, 3. Тогда А1 = А2 и, если г > \, также А1 = А3. 

Доказательство. Так как цъ

х а ц2 а цх для всех х е Ег, то А3 <= А2 <= А1. 
Выберем х е А1 и последовательность {Вп} <= а0, {Вп} ецх. 

Пусть г > 1. Из полунаследственности системы <т0 вытекает существование 
таких Кре $р, что ВппКре а0, п, р = 1, 2,..., (см. 3). В силу [5], 20 и [6], 

4 ) Через с?(В) обозначается диаметр множества В <= Ег. 
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имеем Нт ||.ВИ п Кр\\ = 0. Итак, можно найти натуральные числа рп, для кото-
р-*оо 

рых ||5пп.К^п | | < 1/п, п = 1,2,.... Значит, {ВппКРп}€п1 и, следовательно, 
х е А3. 

Пусть г = 1. Тогда существуют целые числа 1п и такие действительные 

числа а\ < Ъ\ < ... < а\ < Ъ\п, что Вп = У (а?, Ь-), п = 1, 2,..., (см. [7], 64), 
in 

u 
i = l Пусть рп — натуральные числа, для которых 2~Рп < тт(ап — Ъ*„л) (г = 

= 2, 3,..., /„). Из полунаследственности системы а0 вытекает существование 
таких Кп е $Рп, что Вп п Кп е а0. Однако, \\В„ п Кп\\ <; 2, так что {.Вл п #й} е */*. 
Значит, х € Л2. 

Следствие. Множества лх удовлетворяют требованию в7. 

83. Лемма. Пусть Аеа, Ее %(аА) ихеЕг. Пусть, далееX — множество всех 
значений Нт т{Р(В„), где {Вп} с аА, {Вп} е п\ и шр \\Вп\\ ^ 2Г+1. Если функция Е 
аддитивна и 0Р

2(х) > — со, то 0Р
2(х) = т т X. 

Доказательство. Сразу видно, что 0Е
2(х)—1ЫХ. Пусть 0Е

2(х)<М1 
и пусть {Вп} с аА — такая последовательность, для которой {Вп} е ц2

х и 
ИтР(Вя) < М 1 

В силу [5], 20 и [6], если г > 1, и в силу [7], 64, если г = 1, существуют 
такие натуральные числа рт что для К е МРп будет \\Вп п К\\ < 2, п = 1, 2,.... 
Положим Сх = и (Вг п X) (Ке$Р1, хеК) и ^1 = Вх - С±. Тогда Вх = 
= Сх и'2)1э Сх п !>! = 0и 

1^11^X1^ ^ 1 = ^ + 1 (*€«„, хеЖ) 

(см. [5], 35). Пусть п(1) = 1. Так как х ^ Дх и й(Вп и {х}) -> 0, то существует 
такое натуральное число п(2) > п(1), что Вп(2) п ^1 = 0. Положим С2 = 
=* С К ^ ) п К) (КеЖРп(2),хеК) ж ^2 = Вп(2) - С2. Тогда Вп(2) = С2 и ^ ъ 

С2 п 1)2 = 0, 1>х п 1)2 = 0 и 

\Сг\ ^ Е1 Дк2> п Х|| <* 2"+ * (К е МРп<2), х е К) . 

Дродолжая этот процесс, мы индукцией построим подпоследовательность 
(^с*)} последовательности {Вп} и последовательности {Ск}, {Вк}9 для которых 
1с*1 § 2Г+1, Д,(к) = С* и 1>ъ С* п .0* = 0 и ^кп ^^ = 0 ДЛЯ А: Ф /, /с, * = 

Пусть Нт тГ Е(йк) = а < 0. Не умаляя общности, мы можем предполагать, 
Что Р^к) <̂  я/2 для А; = 1, 2, .... Выберем натуральное число р > (2/а) 0Е

2(х) 
р 

Ч положим Ак = У 1>*+г. Так как й(Ак и {х}) -+ 0 и 

К 1 ^ 1 1 ^ + 4 ^ Е 1 ^ + о 1 + 1 1 с , + , . [ | ^ р . ( з и р | | в п | | + г + 1 > < +оо 
1 - 1 * = 1 1 - 1 
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для к = 1,2,... (см. [5], 35), то {Ак} е г\2

х. Значит, 

0Е
2(х) <; Ит ЫР(Ак) = Нт т х ^ ^ - н ) -= РФ < 0^

2(х), 
1 = 1 

что и невозможно. Следовательно, Нт тГ.Р(1>Л) ^ 0. Итак, 

МЛ <: Нт М^(СЛ) <: Нт Р(Вп(к)) - Нт шГЛ(^) <: Нт Р(Вп) <МХ. 

ЭТО противоречие. 
Доказательство утверждения, что множество X содержит наимеш>ший эле­

мент, является наподобием доказательства леммы 14. 

Следствие. Множества ц2

х удовлетворяют требованию $9. 

84. Теорема. Пусть выполнены требования абзаца 80. Тогда выполнено тре­
бование У, и если г — целое число, 1 <, г <. 3, то для множеств г\г

х, х е Р, вве­
денных в абзаце 80, выполнены требования ёу — ё9и ё'%. 

Теорема является непосредственным следствием утверждений абзацев 81 — 83. 

85. Теорема. Пусть х еЕг, Ае а и Ре §(<гЛ) аддитивна. Если 0Р
г(х) > — со> 

то 0Р\х) = о^2(*). Если г > 1 и 0Р
2(х) > -со, то 0^ 2(*) = 0^ 3(*)-

Доказательство подобно доказательству леммы 83. 

86. Обозначение. Пусть К с Е г - невырожденный компактный интервал 
и пусть / е $(К). В силу 81, а) функция О, введенная в 33, является аддитивной 
функцией в интервале К в смысле определения [4], II, 21. Следовательно, мы 
можем рассматривать интеграл /к/сЮ, определенный в [4], II, 47 (если он, 
конечно, существует). 

Пусть а, ЬеЕг, а = \аи ..., аР], Ъ = [Ъи ..., Ьг]. Пересечение всех компакт­
ных интервалов, содержащих точки а, Ь, мы обозначим К(аи ..., аг; Ъи ..., Ъг) 
или просто К(а; Ь). Очевидно, К(а; Ъ) является также компактным интервалом, 
может быть вырожденным, и, наоборот, каждый компактный интервал можно 
представить в виде К(а; Ъ). Интервал К(а; Ъ) не будет вырожденным тогда 
и только тогда, когда а1 Ф Ъь г = 1, 2,..., г. 

Пусть к — целое число, 0 <̂  к <̂  г. Интервал К(хи ..., хг; уи ..., уг) назы­
вается к-мерной гранью невырожденного интервала К(а; Ъ), если хг = аг или 
х( = Ьг к у. = аг или у̂  = Ьг, г = 1, 2,..., г, причем х̂  = уг для точно г — к 
различных индексов г. Через дкК мы обозначим соединение всех /с-мерных 
граней невырожденного компактного интервала К. Для удобства положим 
еще д-гК = 0. Так как каждая грань интервала К является пересечением двух 
невырожденных компактных интервалов, то дкК е а, к = — 1, 0, ..., г. Для к = 
= —1, 0, ...,г — 1 имеем дкК с & и, следовательно, 0(дкК) == 0 (см. 81, а)); 

ад = к. 
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87. Теорема. Пусть г — целое число, 1 <̂  / ^ 3, и К с: Ег — невырожденный 
компактный интервал. Если /е^\К), то существует /&/<!(/ и /'(/, К) = 
= /к/с16. 

Доказательство. Пусть /е*ф1(К) и Ме9# 1 (/, X). Для невырожденного 
компактного интервала Ьа К положим 

1=о 

Учитывая [4], II, 19, читатель без особого труда докажет, что функция N адди­
тивна в интервале К в смысле определения [4], II, 21. Выберем хеК к такую 
последовательность {Кк} с аК невырожденных компактных интервалов, что 
{Кк} е кг

х. Из 40 вытекает 

ы(кк) = м(к») +х; 2'-г м(д^кк - V А ) ^ м(*2). 
;=о 

Пусть М({х}) = 0. Так как {Кк и (х)} е 4 , то 
Ит М [И(Кк)10(Кк)] =1 Ит М [М(К°к и {х})/С(^ и {х})] ^ *М<(х, К) . 

Пусть М({х}) > 0. Для каждого натурального числа к существует целое число ) ъ 

0 < ^ =̂  г, для которого х е д1кК - д]к„хК. Так как {Кк — (х)} е г\1

х, то из 40 
вытекает 

Шп МИ(Кк) =: Ит ММ(К°к - {х}) + Н т М 2 ^ " г М({х}) ^ 2 _ г М({х}) > 0 : 

Следовательно, опять 

1шЫ[М(Кк)1в(Кк)~] = +оо =: *М'"(х, К) . 

Значит, для всех х б К будет N(0, х, X) =: *М\х, К), где символ N(0, х, X) 
обозначает нижнюю производную от функции Ы, определенную в [4], II, 26. 
Итак, N является мажорантой функции / в интервале К в смысле определения 
[4], II, 41, причем 

Н(К) =; ]Г М(д}К - д^„1К) = М( и &К - д^хК]) = М(К). 
/=-0 у = 0 

Следовательно, |к/с1С7 ^ /'(/, X). Применяя только что доказанное для функ­
ции -/, мы получим неравенство [к/ ёС =: /*(/, К), Справедливость теоремы 
теперь вытекает из [4], II, 43. 

88. Соглашение. Вплоть до конца этой статьи мы будем предполагать, что 
О = /г2), где /1 — лебеговская мера в Ег. 

Следствие. Из 81, а) вытекает, что а а 5С0 и, в силу [5], 35, мы можем 
положить прямо а = 210. 
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Примечание. Несмотря на то, что О = ц, мы будем без опасности недо­
разумения сохранять обозначение / к / фх для интеграла Лебега (см. 72) и / к / д.0 
для интеграла Перрона (см. 86). 

89. Лемма. Пусть К с Ег — невырожденный компактный интервал и пусть 
/ е %(К). Если существует | я / <!<?, то функция / измерима. 

Доказательство. Пусть существует / я /йО. Тогда имеются такие мажо­
ранты Мп и миноранты тп функции/в интервале К (см. [4], II, 41), что Мп(К) — 
- тп(К) < 1/п, п = 1, 2,.... Для х € К положим дп(х) = Мп(0, х, К) и й(х) -= 
= тп(6, х, К). В силу [8], гл. 4, §4 функции дп, Нп, п = 1, 2, ..., измеримы. 
Следовательно, измеримы также функции д = тГ дп и Ь = &ир йи. Имеем 
Ь^/^дъ 

( (д~к)йв^ы[ (дп~кп)<10~ 
^ к ^ к 

= шг Г| л а е - Г ъп <к?"| ^ 1пГ[мй(^) - т й (х)] = о . 

Однако, отсюда в силу [4], III, 18 вытекает, что д = к = /почти всюду. 

90. Теорема. Пусть А ев. Тогда все функции из ^)\А), г = 1, 2, 3, измеримы. 

Доказательство. Пусть /еф1(А), где I* — целое число, 1 <1 I ̂  3. Так как 
множество .4 ограничено, то существует невырожденный компактный интер­
вал К а Ег, содержащий множество А. Для х е К положим Дх) = /(х), если 
.хе А, и Дх) = 0 в противном случае. Из 38, 74 и 46 вытекает, что /е^}1(К). 
Итак, в силу 87 и 89, функция / измерима. Следовательно, измерима и функ­
ция/. 

91. Теорема. Пусть Ае а и / е ^(А). Если хотя одно из множеств {хе А: 
:/(х) > 0}, {хеА :/(х) ^ 0}, {х е А :/(х) < 0} и {хеА :/(х) ^ 0} эквива­
лентно (см. 79) открытому множеству, то/ е %(А). 

Доказательство. Очевидно, достаточно исследовать только случай су­
ществования открытого множества В, для которого либо В = {хе А: /(х) < 0} 
либо В == {х е А : /(х) <̂  0}. Учитывая следствие в абзаце 88, можем предпо­
лагать, что В с А0. 

Пусть ] ^ / ~ (1/1 = +оо. Тогда 

Г fáЏ = - Г /- ăЏ = - г 
Jв Jв JA 

/ dџ = - oo . 

В силу примечания к теореме [7], 59 существуют такие Кп е $п, что Кп+1 а Кп 
00 

и §впкп/&И = — оо, и == 1, 2,.... Пусть П Кп = (х). Так как множества Б п Кп 
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открыты, то существуют такие последовательности {^}]°й=1 с $ непересекаю-
со 

щихся множеств, что В п Кп = (] К{. Следовательно, 
; = 1 

I Г /Ф*« Г /йц= Г /йц~ -со, 
^~1^Кп^ 3 ВпКп° ^ВпКп. 

Л» 
п = 1, 2,.... Выберем числа ;„, для которых ]Г /ж^/ё/^ < - п, и положим: 

1и 7 = 1 

Вй = I) * й п = 1, 2,.... Тогда {Вп} а аА и {Бй} е ^ . Однако, |Ду)| = - Ду) 

для почти всех у е #й, так что, в силу 48 и 74, имеем |/ | е ^(Д.). Из 75 и 78 
теперь вытекает 

lim ľ(f Bn) = lim í fàџ = lim £ 
JB„ л~*ooj = l 

fd/i = -co 
кnJ 

что и противоречит теореме 49. 
Значит, \А/~" &р < -г-оо. Следовательно, /~ € ^>г(А) (см. 75). Так как |Дх)| ~ 

= 2]"~(х) + Дх), как только сумма вправо имеет смысл, то также |/ | е ^1(А} 
(см. 39). Итак, в силу 78, / е ЦА). 

Следствие. Пусть Ае<т и /е^1(А). Пусть, далее, существует такое мно­
жество В, что 1х(В) = 0 и что функция /, рассматриваемая только на множестве 
А — В, непрерывна (в частности, это условие выполняется, если функция / 
непрерывна почти всюду в множестве А). Тогда/е ЦА). 

Примечание. Нам неизвестно, справедливо ли соотношение Уг(А) = ЦА). 

92. Тео$»ема. Пусть а,ЬеЕ, - со < а < Ъ < + оо, / е §«д, Ь}) и пусть / е 
е ^52«а, х» для всех х е (а, Ъ). Если существует 

Ит12(/, <а, х>) = с Ф ±оо , 
х-*Ь — 

то/ б Г « а , 6» и /2(/, <*, Ь» = с. 

Доказательство. Пусть {Вй} с: а^)Ь>, {Вл}б^2 и Ъ$(а, ЪУ — В„ для 
п = 1, 2,.... Легко проверится (см. [7], 64), что существует целое число /1> О 

и такие действительные числа а\ 5̂  Ъ\ ^ ... 5̂  ап =̂  Ъп

ь что Вп == {] (ап

ь Щ.. 
1 = 1 

Очевидно, а ^> а\ < Ъ" = Ъ, п = 1, 2,..., Нт а" = Нт Ь" = Ь, I* = 1, 2, ..,, /... 
п-»оо »-*оо 

Итак, в силу 47, имеем 

Нш/2(/, <а, Ь> - В.) = Нт [/2(/, <а, а*,» + ^ / 2 ( / , <% а? + 1 »] = 
П-+OC i = l 

1 - 1 

lim /2(f <а, «-» + J lim [/2(f <а, а? + 1 » - /2(f <а, b»»] - c , 
1= 1 п->оо 

Утверждение теоремы теперь вытекает из 53. 
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. Следствие. Пусть а, Ъ е Е, — оо < а < Ь < +оо и / е §(<д, Ь». Из преды­
дущей теоремы и 75 вытекает, что если существует несобственный интеграл 
Лебега ^; Дх) их, то / е $ 2 «а, Ь» и 

/2(/,<«,Ь>) = Г/(х)с1х. 

93. Пример. Пусть г = 1, а, Ъ е Е, — со < а < Ъ < +оо к К = (а, Ъ). Опре­
делим функции / ю # к е ^(Е) равенством 

*/\ ы \ п/'Ь- а\2 (Ь - а)2 . я /Ь - а\2 

/Дх) = 2(х - й) С05 + 71 - -- 81П - + 

2\х — а^ х — а 2 \х — а) 
+ п ?-—? (а +2Ъ - Зх), 

Ъ — а 

дк(х) = (х - а)2 соз ^ (——- ) + —--— ( х - а ) 2 (Ь - х) 
2\х — а^ о — а 

для хе(а, Ь) и /к(х) = дк(х) = 0 для хеЕ — (а, Ъ). Тогда функция # к непре­
рывна в.Еи #к(х) = /х(х) для всех х е Е, х Ф + оо. Так как 

гЬ 1 . п/Ь - а\2

 л 1 Г + 0 0 апу -
8Ш- ах = йу 

2J-х — а 2 \х — а) 2 ^ я / 2 у 

(подстановка у = |тг([Ь — а]/[х — я])2), то мы легко обнаружим, что не 
существует собственный интеграл Лебега от функции /к в интервале К. Если 
мы обозначим 

г, / Ъ — а Ъ — а\ л _ 

-*-». = [« + , « + - , **= 1,2,... , 
V ч/4м+2 2.Уп/ 

00 

то [1/(х — а)] 8ш \п(\_Ъ — а~\1[х — а])2 > 0 тогда и только тогда, когда х е [] Кп. 
п=1 

Отсюда просто следует 

= +00, 

При этом {Кп} <=. стк — последовательность непересекающихся множеств, для 
которой {Кп} 6 Г]2. 

Пусть ^ — совершенное множество Кантора и пусть 2) — совокупность 
всех ограниченных смежных интервалов множества ^. Определим функции 
/> 9 е §(<0Д>) соотношением 

/(*) = Х Ш * ) :КеЩ, д(х) = %{дк(х):Ке&} 1) 
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для всех х е<0,1>. Функция д, очевидно, непрерывна в <0,1> и д(х) = 0 для 
всех х е ^. Так как для каждого К = (а, Ъ) имеем 

8 и р т а х / ! * М , М*1)^2п(Ъ~а), 
хеК \ х — а х — Ъ) 

то без особого труда докажется, что д'(х) = Дх) для всех х е (0,1). Следова­
тельно, существует интеграл Ньютона /о /( х ) &х = &0) ~ 9$) == 0 (см. [4], П, 
56, 62 и 88). Однако, из предыдущего вытекает, что для каждой точки х е ^ 
существует такая последовательность {Вп} с <г<од> непересекающихся мне-

00 

жеств, что {Вп}ег\1 и ^12(/,Вп) = +оо. Так как множество ^ несчетно, то, 

в силу 51, будет / ^ 2 « 0 , 1 » . 

94. Пример. Пусть г = 2, А = (0,1> х <0, 1>, К = (0) х <0, 1> и пусть 
11х — одномерная лебеговская мера на отрезке К. Для В е о^ положим Р(В) = 
= ~1лх(В п X), если 5 п ^ = 0, и Р(В) = 0 в противном случае. Легко пока­
жется, что определенная таким образом функция Е е $(оА) конечна, суперад­
дитивна, но не аддитивна, и что 0Р(х) = *Е(х) = 0 для всех х е Л. Однако, 
^ ) = - Л ( Х ) « - 1 . 

95. Пример. Пусть г = 2, Ап = (0,1/п> х <0, 1>, п = 1, 2,..., и К = (0) х 
х <0,1>. Для В е ом положим Е(В) = —1лт [(/(В п ЛЛ)/С(ЛЙ)] (см. 64), если 

В п 1С = 0, и .Р(В) = -ьоо в противном случае. Таким образом определенная 
функция Е е $(<гА1) адцитивна и, очевидно, 0Е(х) = 0 и ^ ( х ) ^ 0 для всех х е 1 х . 
Однако, Е(Л±) = +оо и Е(Аг) = - 1 . 

96. Пример. Пусть г = 1 и Ап = (0,1/и>, п = 1, 2,.... Для В е <гА1 положим 
Р(В) = хв(0) - ^^т [6(В П Ап)10(А„У] (см. 65), где # в ~ характеристическая 
функция множества В. Таким образом определенная функция -Р € §(сгА1) конечна 
и аддитивна. При этом *Е(х) = 0 для всех х е Лг и 0Р(х) = О ДЛЯ всех х е Л*. 
Однако, 0Е(0) = - 1 и ^(Л^ = - 1 . 

Следствие. Из примеров 94—96 вытекает необходимость предположений 
леммы 36 (необходимость предположения ,,*-Р(х) ^ 0 для всех х е Л", хотя не 
была доказана, все-таки она очевидна). 

97. Определение. Пусть 17 с: Ег — открытое множество и пусть <?* е §(17), 
I = 1, 2,..., г - конечные функции. Скажем, что отображение <р множества ^ 
в Ег, определенное соотношением <р(х) = [<рх(х),..., <рг(х)~\ для всех xе^, 
регулярно, если функции <р19...,<рг имеют в множестве ^ непрерывные первые 
производные и если 

^ф(x) = ^(дф)1дхк)1к^ Ф О 

для всех х б 17. Функциональный определитель В^ мы назовем определителем 
Мтоёт отображения ^, 
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98. Пример. Пусть г ^ 2 , <т = -М0, а ^ 0 и Ь = а + г - 1 . Далее, пусть д(г) = 
= *ясоз Г ь , если * > 0, и #(0) = 0. Для х = \хи ..., хг] еЕг положим |х| = 

л 

- ( Е х ? ) * и /( х) = #(И)- Т о г Д а /е$(-Ег) является борелевской функцией, 

ограниченной на каждом компактном подмножестве пространства Ег и имею­
щей в Ег — (0)5) непрерывные производные всех порядков. В особенности, 
й/(х)/3х1= #'(1*1) (х!/|х|). Если мы положим V = [/, 0,..., 0], то для каждого 
В е 21 существует поверхностный интеграл Р(В9 ь) от вектора V на границе 
множества В (см. [5], 15). В силу [5], 16 имеем 

(*) № *)| ^ И зир \/(х)\ 
хеВ 

для каждого В е 21 и 

(**) Р ( Я , , ) = Г М ^ с 1 х 
-Ь Зх-

для каждого В е 21, для которого 0 ^ 5 . Пусть А = (х е Ег: |х| < 1, хг > О, 
I = 1, 2,..., г}. Тогда Аеа и функция -Ре 8(0 )̂- определенная равенством 
Р(В) = Р(Б, I?) для всех В е <тА, конечна и аддитивна (см. [5], 14, примечание 2). 
Из соотношения (**) вытекает 

>РХх,А)=-*(-РУ(х,А) = Щ, . = 1,2,3. 
сх1 

для всех х е Л — (0) (доказательство является аналогом доказательства [7], 
45). Из соотношения (*) вытекает 0-Р3(0, А) = — 0(—I7)3 (0, А) = 0 и, если 
а > 0, также 0Р

2(0, Л) = — 0 (-.Р) 2 (0, А) = 0. Итак, в силу 71, мы получим 
(а//ЗхА) е 5р3(Л) и, если а > 0, также (д^/дх^ е $2(_4). 

Пусть О = {[с^2,..., с̂ г] : 0 < <*- < я/2, I* = 2, 3,..., г} и пусть <р — отобра­
жение пространства Ег в себя, определенное уравнениями: 

ХХ = ^ СОЗ <*2, Х 2 = ^ 81П ^ 2 СОЗ <*3, 

Х г _ ! = { х 81П с^2 . . . ЗШ с^--. СОЗ <*г, Х г = ^ ЯП { 2 • • • 8 - П < ^ - 1 §-П ^г -

Хорошо известно, что ^<р(^) = й " 1 з т г " 2 <^2... з т %г-ч. Итак, отображение <р 
регулярно в области (0, Н-оо) х О и отображает эту область взаимно однознач­
но на множество {х е Ег: хг > 0, 1 = 1, 2,..., г}. Положим 

a = ľ D , , ( £ ) l l - ' c o s č 2 d £ 2 . . . d č , , 

= (ЧÍЖÌ-' 
Jß 

j 5 = | D J t f t f " ' ^ . . - - * . , y = r** sinr~2f dr. 
o 

Очевидно, а, /?, у — положительные постоянные. 

5) Так как недоразумение исключено, то мы через 0 обозначим точку [0,..., 0]. 
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Пусть д/1дхх в^г(А). Тогда, в силу следствия теоремы 91, существует изйе. 
грал Лебега §л [3/(х)/3х1] их. Используя теорему о замене переменной и теоре­
му Фубини, мы получим 

' Ш их = [ вЩ соз $2 Щ§ ё{ = Схд'($1) ГГ 1 <К. • 
.4 ^ х т ^(о,1)xй ^о 

Так как а > 0, то существует также 

*1 /̂ Ч-оо /»+оо 

#'(г) Г"1 &г = (д/Ь) Г 2 соз .*(!* + г'1йгида. 
^ о ^ 1 ^ 1 

Это, однако, невозможно, потому что последний интеграл вправо не существует 
как собственный интеграл Лебега. 

Пусть а = 0 и пусть д/1дхг еф 2(4). Для я = 1, 2,... положим #п = (шг)"~1/ь 

и Лд = {х € Л : 2̂п < Iх! < Ягп-г}- Легко проверится, что 

М = /?(/2^ + Й;1) + Ш^г - Й;1) ^ 
^ р(2 + г/у) в ' -^, = /,(2- + г/у) [(2п - 1) я] " * ^ г/пя , 

оо оо 

где <5 = /?(2 + г/у) — положительная постоянная. Так как ]С ||-4*|| ==* /? Е (2пк)~% = 
Ь = 1 к = 1 

= +оо и ||-4п[| <1 Ц^Ц для п = 1, 2,..., то существуют такие натуральные 

числа &п, что кп < кп+1 и <5/а <= ^ [|ЛЛ|| <1 <5/а + Ц^Ц. Положим Вп = .у Аъ 

й=*„ к=к» 

п = 1, 2,.... Тогда вир |ВП | <1 <5/а + \\АХ\\ и, следовательно, {Вп} а ол и {Лп} е 
е ?7о- При этом 

км+1 г*2кп кп+1 кп+1 

= ос 2 Г 1 ш * А ^ - а I (Ля)'1 ^ (~а/<5) X ||ЛЦ ^ - 1 , 
^:=*«^<2^.--1)« *=&« *=*« 

л = 1, 2, .... Это, однако, противоречит теореме 49. 

Примечание. Предположение а = %0 мы ввели лишь для удобства. Подоб­
ный, но более сложный пример можно было бы построить и без этого ограни­
чивающего предположения. 

99. Теорема. Пусть А е сг. Тогда ^(А) ~\ У\А\ и если г > 1, также *ф2(А) % 
% УЧА). 

Доказательство. Для г > 1 теорема является непосредственным след­
ствием 81 з) и предыдущего примера. Для г = 1 теорема вытекает из 81 з), 91 
и из следствия теоремы 92. 
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100. Соглашение. В следующих двух абзацах мы будем предполагать, что 
с = %• 

101. Лемма. Цустъ V с Ег — открытое множество, А е а и А с 17. Тогда 
взаимно однозначное регулярное отображение ср множества V в Ег является 
допустимым отображением множества А на множество ср(А) (см. 55). 

Доказательство. Если регулярное отображение <р взаимно однозначно-
то обратное отображение (р"1 также регулярно. Отсюда, из [5], 59 и из хорошо 
известной теоремы о замене переменной в интеграле Лебега, вытекает суще­
ствование таких положительных постоянных а, /3, что 

а\\В\\ ^ \\<р(В)\\ ^ р\\В\\ и а ^В) ^ ^[<р(5)] ^ Ц ц(В) 

для всех В е аЛ. Допустимость отображения (р является теперь простым след­
ствием его гомеоморфности. 

102. Теорема. Пусть V с Ег — открытое множество, А е а, А с II и пусть 
<р — взаимно однозначное регулярное отображение множества X] в Д.. Выберем 
определенное целое число *, 1 ^ г ̂  3. Тогда 

Г(/,ср(А))=Г(/*ср.\Оч>\,А) 

для каждой функции / е %((р(А)), для которой существует хотя один из ин­
тегралов. 

Доказательство. В силу теоремы о замене переменной в интеграле Лебега 
О * <р == 111)̂ 1 йц. Подобным способом как и в [7], 45 мы покажем, что 

О * <р е Щ\09\9 А) и -в*<реЩ-\09\,А). 

Утверждение теоремы теперь следует из 101, 58 и 54. 

При подготовке предложенной статьи ряд ценных замечаний сделал проф. 
Ян Маржик (7ап Мапк). Автор выражает ему свою благодарность. 
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V ý t a h 

O JEDNÉ DEFINICI INTEGRÁLU V TOPOLOGICKÝCH 
PROSTORECH 

VÁCLAV PFEFFER, Praha 

Budiž P Hausdorffův lokálně kompaktní topologický prostor splňující první axiom 
spočetnosti a budiž a množinový okruh, jehož prvky jsou částmi prostoru P. Nechť 
{x} e a pro všechna x e P a nechť A je kompaktní a A e a pro všechna As a. Je-li 
A e cr, je aÁ systém všech částí A, jež patří do a. Ke každému bodu x e P přiřaďme 
jistou množinu posloupností {Bn}, Bneo,n = 1, 2,..., a označme ji nx. Dále označme 
KX množinu všech {Bn} e nxi pro něž x e Bm n = 1, 2,... . Na systému <x budiž pevně 
dána nezáporná aditivní funkce G, pro kterou platí: 

Aea*>G(A - A) = 0, [x s P, {£„} e rjx] => lim G(Bn) = 0 . 

Budiž x e P , Aea a budiž F funkce definovaná na aA. Dolní limitou funkce F 
v bodě x vzhledem k množině A nazveme infimum množiny všech hodnot 
IiminfF(Bn), kde BneaA> n = 1,2,..., a {Bn}enx. Označíme ji 0F(x, A). Dolní 
derivací funkce F v bodě x vzhledem k množině A nazveme infimum množiny všech 
hodnot lim inf [F(Pn)/G(Bn)], kde Bn eaAi n = 1, 2,..., a {Bn} SKX (přitom klademe 
a/0 = -f co pro a > 0, a/O = — oo pro a < 0, podíl 0/0 se nedefinuje). Označíme ji 
*F(x,A). 

Budiž Aea a budiž f funkce definovaná na A. Aditivní funkci M definovanou na 
aA nazveme majorantou funkcefna množině A, jestliže M(A) < + oo a jestliže 

x e A => [0M(x, A) ^ 0, - oo * *M(x, A) J> f(x)] . 

Číslo inf M(A), kde infimum se bere přes všechny majorán ty funkce f na množině A, 
nazveme horním integrálem funkce f na množině A a označíme je Ir(f, A). Je-li 
Ir(f, A) = — I7(—f, A) 4= ±oo, nazveme tuto společnou hodnotu integrálem 
funkcef na množině A a označíme ji I(f, A). ?>(A) bude systém všech funkcí, jež mají 
na množině A integrál. 

Předpokládejme nyní, že jsou splněny podmínky Sx — i^ uvedené v odstavci 9. 
Potom systém ty(A), Aea, obsahuje všechny spojité konečné funkce a je uzavřený 

vůči limitním přechodům pro posloupnosti majorisované a minorisované integrova-
telnými funkcemi. Je-li f, g e *P(A), je také af + fig e ty(A) (po libovolném dodefino­
vání tam, kde af(x) + p g(x) nemá smysl) pro všechna reálná čísla a, ft. Integrál 
I(f, A) je nezáporným lineárním funkcionálem definovaným na ty(A), pro nějž platí 
obvyklé věty o limitních přechodech za integračním znamením. Existuje-li I(f, A)9 

274 



existuje také /(/, B) pro každou množinu Be<xA přičemž /(/, A) = I(f, A). Neurčitý 
integrál J(/) je aditivní množinou funkcí. 

Dále platí věta: Budiž A ecr, x e A a budiž f funkce definovaná na 2. Nechť je 
f e ty(B), jakmile je B eoA a x$ B,a nechť existuje lim l(f, A — Bn) = c =f= ± co pro 
každou posloupnost {Bn} erjx, pro niž x $ A — Bn, n = 1, 2,.... Pak je f ety(Á) a 
I(f,Á) = c. 

Jsou-li všechny množiny systému a borelovské a existuje-li regulární borelovská 
míra \i, jež na o splývá s funkcí G, nezávisí hodnota Ij(f, A) na tom, jak je funkce / 
definována na Á — A. Existuje-li Lebesgueův integrál j A f dfi, je/ e ^(A) a J(/, A) = 

Platí-li ještě podmínky Sř a S'8, uvedené v odstavci 9, existuje Lebesgueův integrál 
§Afd[i, právě když existují integrály I(f, A) a J(|/ |, A). Přitom předpoklad Ss je dů­
sledkem předpokladů íř, S2, S5 a S's. 

Nyní budiž P r-rozměrný Euklidův prostor, r = 1 celé, a \i budiž Lebesgueova 
míra v P. Je-li množina A c P omezená a měřitelná, je \A\ její povrch (viz [5], 2). 
Nechť o* je systém všech omezených měřitelných podmnožin P s konečným povrchem, 
jejidhž hranice má míru nula. Předpokládejme, že na systému o je G = \x. Ke každému 
bodu x € P přiřaďme množiny 

tli = {{£„} : Bn eo, n = 1, 2, . . . , lim </(*„ u {x}) = 0} ,*) 

rtl = {{BH}etil:$\xp\\Bm\\ < + oo} 

a je-li r > 1, také množinu rjl = {{B„} e rjx : lim ||jBn|| = 0}. Zaveďme symboly 
Paty*, i = 1, 2, 3, jejichž význam je nasnadě. Pro každý systém množin r\x, i = 1, 2, 3, 
jsou nyní splněny předpoklady Sx — S8, Sř a Ss. 

Budiž Aeo. Pak je ^ ( A ) SjE 9>2(4) a i6"11 r > l> Je t a k é $ 2(^) f 9>30*)> P ř i č e m ž 

každé dva z integrálů Jl, i = 1, 2, 3, splývají na průniku svých definičních oborů. 
Všechny funkce ze systémů ty^A), i = 1, 2, 3 jsou měřitelné. 

Nakonec budiž cp prosté regulární zobrazení otevřené množiny U <= P do P a D^ 
budiž jeho Jakobián. Zvolme celé číslo i, 1 ^ i = 3. Je-li Aea, A c U, je také 
q>(Á) 6(7 a 

J ř ( / , ^ ( A ) ) = J i ( / ^ . | D j , A L ) 

pro každou funkci / definovanou na množině <p(A), pro kterou alespoň jeden z obou 
integrálů existuje. 

*) Je-li B c P, je d(B) průměr množiny B. 
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Summary 

ON A DEFINITION OF THE INTEGRAL IN TOPOLOGICAL SPACES 

VACLAV PFEFFER, Praha 

Let P be a locally compact first-countable HausdoriT topological space and, a a ring 
of subsets of P. Let {x} e a for each x e P, and let A be compact and A e a for all 
A e a. If A e a denote by aA the set of those parts of A which belong to a. To each 
x e P associate a certain set of sequences {Bn}, Bn eo, n = 1, 2 , . . . , and denote it 
by rjx. Furthermore, denote by KX the set of all {Bn} e r\x for which x e Bn, n = I, 2 , . . . . 
On the system a let there be given a non-negative finite additive function G for which 
the following conditions are fulfilled: 

Aeo*>G(A- A) = 0 , [ x e P , {Bn} e rjx] => lim G(Bn) = 0 . 

Let there be given a point x e P, a set A e a and a function F defined on aA. We call 
the lower limit of F at x relative to A the lower bound of the set of all values 
lim inf F(£n). where BneaA, n = 1, 2 , . . . , and {Bn}e^x . We shall denote it by 

0F(x, A). We call the lower derivate of F at x relative to A the lower bound of the set 
of all values lim inf [F(B.,)/G(Brt)], where Bn e aA, n = 1, 2 , . . . , and {B„} e K* (putting 
a/0 = +oo for a > 0, a/0 = - c o for a < 0, and leaving 0/0 undefined). We shall 
denote it by „.F(x, A). 

Let A e a and f be a function defined on A. An additive function M defined on aA 

is termed a major function off on A if M(A) < 4- GO and if 

x e I => [0M(x, .4) £ 0, - oo 4= *M(x, Al) ^ f(x)] * 

The number inf M(A), where M is any major function off on A., is called the upper 
integral off on A and denoted by J7(f, A). If Jf(f, A) = —ij(—/, -4) 4= ±oo, then 
this common value is called the integral off on A and is denoted by J(f A). ^P(-A) will 
be the system of all functions integrable on the set A. 

Assume the conditions i l — iz introduced in section 9. 

Then the system $>(A), A e a, contains all finite continuous functions defined on A, 
and is closed with respect to taking limits of sequences majorized and minorized by 
integrable functions. Iff,ge $(A), then also of + jig ety(A) (we asign af 4- fig an 
arbitrary value at points x e A at which af(x) + p g(x) is meaningless) for all real 
numbers a, /?. The integral J(f, A) is a non-negative linear functional defined on ^(^4) 
for which the usual theorems on the limit transitions under the integral sign are valid. 
If J(f, A.) exists, then there also exists J(f B) for each set B e aA and J(f, A) = l(f, A). 
The indefinite integral l(f) is an additive set function. 

Furthermore, the following theorem holds: Let there be given a set Asa, a point 
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x e A and a function f defined on A. Letf e ty(B) whenever B eaA and x$ B, and let 

limI(f, A - Bn) = c 4= ±00 for each sequence {Bn} er\x for which x$A - Bn> 

n = 1, 2 , . . . . Then f e ty(A) and I(f, A) = c. 

Suppose that every set of the system a is a Borel set and that there exists a regular 
Borel measure \i, equal to G on a. Then the value Ij(f, A) does not depend on the 
values of the function / on A — A. If the Lebesgue integral jAfdfi exists, then 
fe^(A) a n d / ( / , A ) = JA /d/z. 

If, in addition, the conditions £f and S's introduced in section 9 are fulfilled, then 
the Lebesgue integral J^ /d / i exists if and only if both the integrals l(f,A) and 
I(J/|, A) exist. The assumption $% is then a consequence of the assumptions if, S%, 
gs a n d ^ 8 . 

Now let P be an r-dimensional Euclidean space (integer r ^ 1), and let jx be the 
Lebesgue measure in P. If a set A <= P is bounded and measurable, let ||A|| denote its 
surface area (see [5], 2). Let a be the system of all bounded measurable subsets of P 
which have finite surface area and boundary of zero measure. Suppose that G = \i 
on the system a. With each point x e P associate the sets 

til = {{Bn} :Bnea, n = 1, 2 , . . . , lim d(Bn u {x}) = 0} ,*) 

^ = {{B„}e^:sup|Bn | | < +00} 

and if r > 1, also the set r\\ = {{Bn} e rjx : lim |j?Bj| = 0}. Let us introduce the sym­
bols P and ty\ i = 1, 2, 3, the meaning, of which is quite clear. The assumptions 
St - $6, £f and $8 will now be satisfied for each of the systems of sets rjx, i = 1, 2,3. 

Let A e a. Then ^(A) J ^>2(A), and if r > 1, also ty2(A) f 9>3(A). Any two of the 
integrals P, i = 1, 2, 3, coincide on the intersection of their domains. AH functions of 
the systems ty\A), i = 1, 2, 3, are measurable. 

Finally, let cp be a one-to-one regular mapping of an open set U cz P into P, and 
D9 its Jacobian. Take any integer i, 1 S * -S 3. If A e a, A <zz U, then also cp(A) e a and 

f(f,q>(A))=Ii(f*<p.\D<p\,A) 

for each function / defined on the set cp(A) for which there exists at least one of these 
two integrals. 

*) If B <z P, then d(B) is the diameter of B. 
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