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éasopis pro péstovani matematiky, roé. 89 (1964), Praha

O JEDNE ITERACNI METODE RESEN{ SOUSTAVY PRIBLIZNE
LINEARNICH ROVNIC

MIROSLAV SISLER, Praha
(Doslo dne 21. srpna 1962)

V &lanku je navrZena a zkoumdna jistd iteraéni metoda feeni soustav
rovnic, které jsou v podstat€ linedrni aZ na jeden maly nelinedrni ¢len.

I

Mnohé fysikdlni, pfipadné& technické zdkonitosti se daji popsat v prvé aproximaci
soustavou linedrnich rovnic, av§ak pfi presngj§im zkoumdni je tfeba rovnice doplnit
jesté jistymi nelinedrnimi Eleny, které jsou malé v okoli feseni piivodni soustavy linedr-
nich rovnic. V tomto pfispévku se proto navrhuje jistd iteraéni metoda, kterd je zobec-
nénim zndmé Gauss-Seidelovy metody pro feSeni soustav linedrnich rovnic a je vy-
hodnd pro feSeni vySe zminénych soustav.

UvaZujme soustavu rovnic
@ Dx + d + ¢z(x) = o,

kde D je reguldrni redlnd étvercovd matice ¥ddu n, x redlny sloupcovy vektor o sloz-
kdch xy, x,, ..., X,, d redlny sloupcovy vektor o slozkdch d;, ds, ..., d,, z(x) sloupcovy
vektor o sloZkdch fi{xy, ..., X,), - fu(¥15 -+ 5 X,), kde fy, ..., f, jsou redIné funkce n
redlnych proménnych se spojitymi prvnimi parcidlnimi derivacemi v okoli redlného
YeSeni a soustavy (1) a ¢ je jistd konstanta.

_O matici D ddle pfedpoklddejme, Ze je symetrickd a positivng definitni. (Tento pYed-
poklad nesniZuje nikterak obecnost nasich iivah, nebot v pfipad& nesymetrické matice
D je moZno vyndsobit (1) zleva transponovanou matici D’ a soustava D'Dx + D'd +
+ gD’ z(x) = o jiZ vyhovuje na§im poZadavkim.)

Matici D piSme ve tvaru ‘
(2) b=P-Q—-Q’,
kde P je positivné definitni, symetrickd matice, Q' je transponovand matice k matici Q.

Podle lemmatu 4 prdce [2] je matice P — Q reguldrni a miiZeme definovat itera&ni
metodu timto pfedpisem:

(3) Xyy1 = (P - Q)—l Q'xv - (P - Q)—l (d + 4 Z(Xv)) °
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Pozndmka 1. Z definice (3) je patrno, Ze v piipad§, Ze D = (d;;), P = (py)),
Q= (qij) aje pi=dj (i =1.., n)a pij=0 (i *j), qij = dij (@ >j), qi; = 0
(i £ j)(tj. P je diagondlni matice, Q trojuhelnikovd matice), je iteraéni metoda v pod-
staté Gauss-Seidelovou metodou s tim rozdilem, Ze vektor d + g z(x) neni zde kon-
stantni. P¥i praktickém vypo&tu aproximaci 1ze tedy postupovat podle tohoto sché-
matu (pHtom Xy41,15--» Xy41,, jsou sloZky (v + 1)-ni aproximace, X, i, ..., Xy
slozky v-té aproximace):

1

(3,) Xy+1,1 = d—_ [— dlzxv,Z T e T dlnxv,n - dl - Qfl(xv,l’ LERPY xv,n)] >
11
1
Xy+1,2 = d_— [“ d21xv+1,1 —dy3Xy 3 — .o = dpXy, —dy — sz(xv,1’-~a xv,n)] >
22
1
Xy+1,i = 7T [— ditXyr1,0 = oo = diio1Xy11,i-1 — Biie1Xyip1 — - —

- dinxv,n - di - in(xv,la LR xv,n)] s

......................................................................

1
Xytigpn = 7T [— dnl?cv—i—l,l T e T dn,n-—lxv+1,n-—1 - dn - an(xv,l’ coey xv.n)] .
nn
Kdybychom za P vzali piislu$nou blokové diagondlni matici, obdrZeli bychom ob-
dobu tzv. skupinové iterace.

I

V dal§im budeme zkoumat podminky, které musi spliiovat po&dteéni aproximace
Xy, ¢ a 2(x), aby posloupnost aproximaci definovand vztahem (3) a po&inajici bodem
x, konvergovala k feSeni soustavy (1). Zvldstni pozornost v&nujeme p¥ipadu, Ze x, je
pfesnym feSenim soustavy linedrnich rovnic Dx + d = o (to je z praktického hle-
diska nejdiileZit&jsi pripad).

DokdZeme napfed n&které pomocné véty. Ozna¢me ptitom A = (P — Q)™ Q,
F(x) = (of i/ox(x)) '

o I
0x4 @) oo 0x,, (@)

Yz of,
F(ql,..., 9,) = |ox, (qz), vy (42)

kde 45,93, ..., ¢, jsou libovolné body.
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Lemma 1. Je-li a FeSeni soustavy (1), ploti

(4) a) Xyyp — ad = A(x\’ - d) - Q(P - Q)\l F(Pv—l,l& (XS] Pv—l,n) (xv - d) ’
kde
Pv-—l,k = év—l,kxv—l + (1 - fv—l,k)qs 0< év—l,k < 1, k= 1, PR (3

(5) b)prov>pu=0 je

v—1 .
X, —a= AV"II(X# - d) - Q.Z Av~l—1(P ~ Q)—l F(Pi-—l,l’ sees Pi-l,n) (xi - d) >
i=p
kde
Piip=Cimgg X+ (1 —&_4)9, 0< b <l,k=1,..,n.

Ditkaz. a) ProtoZe a je feleni soustavy (1), plati

(P~ Qa—Qa+d+oxa)=o,

¢ili . L, ;

(6) -(P-Q7'(d +'Qz(a))=a—,Aa.
Podle vity o pfirtistku funkce plati zfejmé, Ze

) 2(5) = 2(0) + F(Py—1,1s - Bres) (%, — ),
kde ' '

Poti =& s + (L= &pp)a, 0<éy<lLk=1..n.
Z (3), (6) a (7) tedy plyne, Ze
X01 = Ax, — (P = Q)7' (d + ¢ z(x,)) =
= Axv - (P - Q)_1 [d + Q z(a) + Q F(Pv—l,l’ covy 'Pv-l,n) (xv - d)] =
= Axv - (P - Q)—l (d + QZ(G)) - Q(P - Q)_l F(Pv—l,b seey Pv—l,n) (xv - d) =

=Ax,+a— Ad—oP — Q)T F(py_1,1 Py-1,) (X, — 0),
coZ je (4).

b) Vztah (5) plyne indukci pfimo ze vztahu (4).
Lemma 2. Plati

(8) a) Xyp1 — X, = A(xv - xv—l) - Q(P - Q)_l F(Pv—l,l: sy Pv—l,n) .

. (xv - xv—i) ES
kde

Pootp = Eoor X+ (1 — év—l,k) X1 0<é <L k=1..,n;

(9) ©b) pro v> p=0 plati
Xyp1 = X, = A7,y — ;.) —Q Z lAv—i(P - Q)_1 F(Pizi,15 - Pizin)-
i=u+

S~ Xi-1)»
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kde
Picip =i+ (1 — fi—uc) Xi_1, 0<&qp<lk=1,..,n.
Dikaz. a) Z véty o pfiristku funkce plyne

(10) Z(Xv) = z(xv—l) + F(Pv—l,l’ M Pv-—l,n) (xv - xv—l) E}
kde | '

Po1g =CmraXe + (1 — fv—l,k) X,_1, 0<é_qu<1, k=1,..,n.
ProtoZe z (3) ddle plyne
(11) - (P - Q)—I (d + 0 z(xv—l.)) = X, — Axv—-l )
dostaneme z (3), (10), (11)

Xy4qp = Ax, — (P — Q)—l (d + Qz(xv)) =
= Axv‘— (P - Q)-l (d + Q z(xv—l)) - Q(P - Q)_I F(Pv-l,l: cees Pv—l,n) .
S(x, — x,_;) = Ax, + x, — Ax,_; — o(P — Q).

. F(Pv—l,lﬂ AT Pv—l,n) (xv - xv—l) s
coZ je (8).

b) Vztah (9) plyne opét indukci p¥imo ze vztahu (8).
Zavedme nyni normu vztahy

I = max b

. Al = :}ax" JZ::J“UI’
kde x = (x;), A= (a;)

Lemma 3. Bud B matice, jeji¥ vlastni &isla A, spliiuji nerovnost A = max |4 < 1

i=1,...,n
a zvolme ¢ > 0 tak, Ze g = A + ¢ < 1. Bud S, reguldrni matice takovd, %e plati
S,BS; ! = |, pFicem? ], je matice lisici se od kanonického Jordanova tvaru matice B
Jjen tim, Ze misto jednicek nad diagondlou jsou vSude Cisla %s. Oznaéime-li K =
= ||S.| |S: | pak pro libovolné pFirozené éislo v plati nerovnost

(12) |7 < kg
Dikazlemmatu 3 neprovddime, nebot je pfimj’(m disledkem obecné&jsiho lemmatu
2 v préci [4].
Zavedme jégté tato oznaceni:
a) K[z, u] zna&i mnoZinu bodé x, pro n&% je |z — x| < u;
b) d, = |x,+y — X,| (oprava v-té aproximace);

¢) 8, = ||x, — a| (chyba v-té aproximace).
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Plati pak tato véta:

Véta 1. Bud x, bod, A kladné &islo a |[(P — Q)™*|| = p. Pro vechna x e K[x,, 21]
necht je |F(x)| £ M. Je-li

Kq 1
M(1+-—)<=,
el 7 ( 1—Q><2

kde ¢isla K a q pFislusnd matici A = (P — Q)™* Q' jsou definovdna lemmatem 3,
bud v, pFirozené ¢islo takové, Ze plati

(13) P=Kq"°+[g|pM(1+lqu )<

1
5
Je-li

(14)

) . A
dO é mln( 3 3 —l) >
2(vo + 1) 2(vg + 1) (Kq + |o| pM)™

potom. posloupnost {x,}s>, definovand vztahem (3) konverguje k jistému bodu
aeK[x,, 21], jez je jedinym reSenim soustavy (1) v K[x,, 2A]. Pro chybu plati
ndsledujici odhady:

(15) a) &, < PS;, kde 5,= max §;; b)jelikvg<v=<(k+1)vo—1,
i=v—1,..., v—vg
pak ’
(16) 8, < P*5,,, kde §,= max J;;
i=0,.04y vo—1

7 5 L

1 c) o, < —— i
17) ) = p b

Dikaz. Matice A = (P — Q)™! Q' md podle lemmatu 3 a lemmatu 4 préce [2]
vlastni &isla v absolutni hodnot& men3i nez 1. MiZzeme tedy nalézti &isla K, g majici
vlastnosti dané lemmatem 3.

I. Nejprve dokdZeme indukci, Ze x; € K[x, 1] a

A
2(vo + 1) (Kq + |o|pM)™~F

di-y <

proi=12,...,v,.
Pro i = 1 plati nerovnost do, < A/[2(vo + 1) (Kg + |o|pM)*~'] podle pfedpo-

kladu (14). Podle pfedpokladu (14) téZ plati

dos - <?
2ve +1) 2

a tedy x, € K[x,, 1].
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Ptedpoklddejme, Ze jsme jiZ dokdzali, Ze x; € K[x,, 1] a Ze plati
A
2(vo + 1) (Kq + |o|pM)*~*

pro i=1,2,...,v — 1. Potom je p,_q,€K[xo, ], i=1,2,..,v—1, k=
=1,2,...,naz(8) (lemma 2) plyne tedy nerovnost

(18) dioy <

(19) ' d; < (Kq + lelpM)di—y, i=1,2,..,v— 1.
Z (18)a (19) plyneproi = vy — 1
(20)

y) 2
2vo + 1)(Kq + [o|pM)  2(vo + 1)

dyy-1 < (Kq + |o|pM) d,,-, < (Kq + |o|pM)

Nerovnost (18) tedy plati i pro i = v,.
Je-li Kq + |o|pM 2 1, je podle (18) a (20) d;—; < A/[2(vo + 1)] pro i =1, ..., v,
takZe ‘
[xs0 = X0l <[5 = Xugmsl + [Xyg-1 = g2l + -0 + 21 = X0] =
A Vo A A

=d_+d_+...+d §V = -< -
ot vom2 0 02(v0+1) vo+12 2

a tedy x,, € K[xp, A]. Je-li Kq + |o|pM < 1, je podle (19) d; < d;_y, i = 1,2, ...,
Vo — 1, takZze dVo—I < de_Z <...< d1 < doatedy
A A

— <.
2(vo + 1) - 2
Také v tomto pfipadg je x,, € K[x,, A]. Tim je dikaz tvrzeni proveden.

II. Nyni dokédZeme tplnou indukci, Ze x, € K[x,, 2] pro v = v, + 1. ProtoZe
x;€K[xo, 1], i = 1, ..., vy, plati podle (9) (kde poloZime v = v,, u = 0)

”va — X £ dyymy + .. +dy < vy

d,, < [Kq® + [olpM(1 + ¥ Kg®~%)]d, < Pd,,,
i=1

kde d,, = max d; Je vSak

i=0,...,y0~1

A
[ues = %ol = [ior1 = 00| + [0 = X0 < P+ = <2,

nebot P < % a d,, < A, takZe x,,., 4 € K[, 24].

Predpoklddejme nyni, Ze X, 1, ..., X, € K[x,, 24]. Podle (9) je zfejmé&

dv < ‘Pdll > kdc dll = max di’
i=v—1,..., v—vo

d, <Pd,,, kde d, = max d;,
i=li—-1,..., li—vo
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Je tedy L
dy < Pd), <P, <. < Pd, < P4, .

Pfitom je zfejmo, Z€ je-li kvo = v = (k + 1) v, — 1, pak s + 1 = k a tedy
(21) d, <P*lq < prq .
Odtud plyne '

Pves = ol S [tees = 3l 4, — o] 4+ e — ] +

+ %06 = Xof| < voP*dy + voP* 14, 4+ ... + v,Pd, + g =
= vod,,,fP"+é< Vod,,,+£“<v0~——)°—+11_<l.
i=1 2 2 200 +1) 2

Je tedy x,; € K[Xo, 22], takZe x, € K[xq, 22], v 2 v, +.1, coZ jsme m&li dokdzat.

III. DokdZeme, Ze posloupnost {x,} , konverguje. Zvolme libovolné & >0 -
a ptirozené &islo k takové, Ze 2vod,.P* <.c. Dok4eme, %e pro libovolnd &sla v, y pro
kterd plati v = kvo, = kv, plati ||x, — x,| < & Budnapf. u > val, r budte pfiro-
zend ¢isla, pro kterd vy S v S (I + 1) v — 1, rvy S £ (r + 1) vo — 1. Pak platf
podle (21)

”xn - xv“ é ”xp - xu—l” + "xu—l — X”_ZH + ... + "xv+1 - X‘,” <
< voP'dy + voP'd, + ... + voP'd, = vyd, P(1 + P+ ...+ P <
< 2v0del = ZVOdMPk <e.

Posloupnost {x,},=, je tedy cauchyovskd. ProtoZe K[ xo, 27] je uzaviend, omezend
mnoZina, x, € K[xo,21], v=10,1,2,..., existuje ae K[xo, 2], Z¢ posloupnost
{x,}s>, konverguje a je lim x, = a.

IV. O bodu a nyni dokdZeme, Ze je feSenim soustavy (1). Z (3) postupné plyne
(P~ Q) xps = Qx, =— d — o 2(x,),
P-Q)xu;—(P-Qx,+(P-Qx,—Qx,=—d - 0 z(x,),

(22) : (P - Q) (x41 — x,)=— (Dx, + d + 02(x,)),
(23) Xrr = X, =— (P = Q)7 (Dx, + d + g 2(x,)-
Podle (21) je tedy

(24) IDx, + d + e z(x,)] < [P~ Q] |xss — %] -

V dasledku spojitosti funkei f;, i = 1, ...,.n a (24) je tedy
|Da + d + ¢ Z(a)| = lim |Dx, + d + ¢ z(x,)| = 0,

gili Da + d + ¢ z(a) = o. Bod a je tedy feSenim soustavy (1).

42



V. Odhady pro chybu (15) a (16) plynou z lemmatu 1. Z (5) zfejmé plyne

(15) o, < Pé,, kde §, = max §;,
i=v—=1,...,vy—vo
8, <Ps,, kde §, = max d;,
i=li—1,...,0l1—vo
51_‘_ < P6m > kde 6," = max 5; .
i=0,...,v0—1
Je tedy

8, < P, < P?§;, < ... < P°§,_ < P°*'§,.

Jeli kvg < v < (k +1)vo — 1, pak s + 1 2 k a plati nerovnost obdobnd nerov-
nosti (21):
3, < Psti5, < P%5,,

coZ je odhad (16). Odhad (17) plyne z (15) a z trojiihelnikové nerovnosti. Pro §,, kde
i=v—1,...,v — v, zfejmé plati

- v—1
0;= 0 2 S0, + ) d;
j=i . j=v—vo
a protoZe je , = max J, je
i=v—1,...;v—vo
v—-1
(24) =6, + d;.
Jj=v-=vo

Z (15) a (24) tedy postupng plyne

v—1
5,<Ps,+P Y d,, 8 <—2 Z dj,

J=v—vo _l—P]vvo_

coZ je odhad (17).

VI. DokdZeme, Ze a je jedinym FeSenim v K[x,, 21]. Kdyby @’ + a, @’ € K[x,, 2]
bylo fedeni, platilo by ziejm& &;,, = | Xy, — a’| < P*5;, kde §,, = max J; atedy
vybrand posloupnost {x,m,}k o by konvergovala k a’, coZ je spor Tim je véta 1 upln&
dokdzdna. |

Pozndmka 2. Podminka (14) vyZzaduje vypodet &isla d,, tj. vypocet dalsi aproxi-
mace x,. Podle (23) je viak pro v = 0
(25) x; — %o =— (P — Q)1 (Dx, + d + 0z(xp)) .

Z (25) plyne, Ze dy < p|Dx, + d + ¢ z(x,)|. Oznagime-li I(x) = Dx + d + ¢ z(x),
pak podminku (14) Ize zfejm& nahradit podminkou

@) o] 3 2min (s, e )

2v + 1) 2(vo + 1) (Kg + |o|pM)™~!
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kterd je sice pongkud siln&j¥i, ale nevyZaduje vypodet dalii aproximace x,. V pfipads,’
¥e aproximace x, je feSenim pfislu$né soustavy linedrnich rovnic Dx + d = o, je
Dx, + d = o, takZe podminka (26) se redukuje na podminku

@) Lo e 5 S (5 S ).

2(vo + 1) 2(vo + 1) (Kq + [o|pM)™?

m
VSimn&me si nyni zvld§t& pfipadu, kdy positivn& definitni symetrickd matice D

spliiuje podminku

di> Y |dy], i=1..0n

Jj=1,j%i
a matice P, Q jsou definovdny jako v pozndmce 1. UkdZeme, Ze podminky konver-
gence jsou pak jednodusi. Nejprve dokdZeme pomocnou vétu.

Lemma 4. Plati

(28) a) Xyy1 —a = P~ Q(xv-i-l - d) + P! Ql(xv - d) - QP—I F(Pv.i’ sy Pv,n) -

.(x, — a),
kde

Pv,k = év,kxv + (1 - 6\',1:) a, 0< gv,k <1 > k= 1’.--'3 n;
(29) b) Xypg — X, = P—1 Q(Xv-i-l - xv) + P—l Ql(xv - xv—l) - QP—I .

. F(Pv-l,l’ R ] Pv—l,n) (xv - v—l) ]
kde

Pv—l,k = fv—l,kxv + (1 - év—l.k) Xy—1 > 0'< év—l,k <1 , k= 1, ceey N
Dikaz. a) Z (3) plyne
(o) PX,11 — Qx4 = Q'x, —d — ¢ z(x,) .
V disledku (7) plyne z (30)
(31) va+1 = va+1 + Q,*v —d-— e Z(d) —-Q F(Pv,l’ (AR Pv,n) (xv - a) .
Podle (1) je viak
(32 - (P-Qa—Qa=—d—gza).
Z (31) a (32) tedy plyne

‘ va+1 = va+1 + Q’xv + (P - Q) a— Q,d - Q.F(Pv,ls “eey Pv,n) (xv - d)
¢&ili

P(xv+1 - d) = Q(xv+1 - a) + Q’(xv - d) -0 F(pv,b eoey Pv,n) (xv - d) >
coZ je (28).
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b) Z (3) plyne
(3) (P-Q)x,4; = Qx, —d — 0z(x,).
V dasledku (10) plyne ze (33)

(P - Q) xv+1 = Q'Xv -d- Qz(xv-—l) -0 F(Pv—l,l’ LRRE] 'Pv—l,n) (xv - xv-—l) .
Podle (3) je viak

—-d- QZ(XV_I) = (P - Q) X, — Q,xv—l
a tedy

P-—Q)x4+1=Q% +(P—Q)x,— QX1 — @ F(Pyoi,15 -+ Py1,n) -
. . (xv - xv—l) s
P(X,01 — X,) = QX171 — X,) + Q' (X, — X,—1) — @ F(Pyei 15 -v0s Puci,n) -
(x, = xv—l) s
<oZ je (29).

Véta2. BudO<m=d;,i=1,..,na

1 n
(34) q11 =0, - Z ldle =4q1,2>»
d11 ji=2
1 i-1 1 n
d~' ldij’=qi,1’ _—Z ]dijl=qi,23 i=2:""n_1>
i J=1 ii J=i+1
1 n—1
—6_1— ZI ldnjl =dn1s YGnz = 0;
nm J=

pFicems plati q; 4 +4:, < 1,i = 1,2, ..., n. Bud ddle x, bod a 1 kladné &islo. Pro
libovolné x € K[Xo, 24] necht plati nerovnost |[F(x)| < M a nech?

M
di2 t ﬂ"

0 = max " <1 s
i=1,..n 1 —¢;,
(33) G <.
1-0

Potom existuje bod a € K[xo, 2A] takovy, Ze posloupnost {x,}s-, definovand vzta-
hem (3) (matice P, Q jsou pFitom definovdny v pozndmce 1) konverguje a je
lim x, = a. Bod a je pak jedinym FeSenim soustavy (1) v K[xo, 24]. Pro chybu pak

plati odhady

(36) 0,41 £ Q0,, V=_0, 1,2,...;

37) 5v§1_1__d“ v=0,1,2,...;
(38) 5V§I~Q~dv_1, v=1,2,3,....
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Dukaz. I. DokdZeme dplnou indukci, Ze d,,, < Qd,, v=0,1,2, ... ProtoZe
dy < do/(1 — Q) < 1, je xq € K[x5,24], Pox€ K[Xg,24], k =1, ..., n. Podle (29}.
(lemma 4) pak plati

M
: |x2,i - xlzil =4;4 x__z - x1“ + ‘1:,2”"1 - Xou + [%ln— ”xl - xo”
pro kazdé i =1,...,n. Bud i, to pfirqzené Cislo, pro které je ]xz,,-O - xl’,.ol =
= max [x;; — X, Potom je

i=1,...,n

' M
dy = q4,,1d, + (‘Iio,z + J%n_) dy

a tedy I

ip,2 + Jg“ﬂi
-

y<— ™
1 - qio,l

IIA

do £ Qd, .

Predpoklddejme nyni, Z¢ d; < Qd;—y, i =1,...,v. Je tedy x;;; € K[xo,21], -

pireK[x,,24],i=1,...,v, k=1,..., n, nebot
[xis1 — Xo| = X = x| + [ xe — xiaf + oo+ X0 = x| £

.‘§Q‘do+...+Qdo+do<1d° <.

Podle (29) (lemma 4) je tedy

(39) . . dv+1 é de .
Nerovnost (39) tedy plati pro viechna v = 0, 1, 2, ... . Z (39) plyne

[%y42 = X0 £ [Xy42 — vit]l F s = %] 4o+ X = xof =

— iyt ot do S Qo+ Qg + o+ dp < —2 <

Tim jsme dokdzali, %e je x, € K[xp, 24] prov = 1,2, ....

II. ProtoZe mnoZina K[x,, 21] je uzaviend a omezend, existuje bod a e K[x,, 21];
jeZ je hromadnym bodem posloupnosti {x,};>,. ProtoZeje d,,, < Qd,,jelimd, = 0

v—=>o0

a tedy k libovoln& zvolenému &slu & > 0 existuje v, tak, %e d,,/(1 — Q) < & Dokd-
Zeme, Ze pro libovolné v 2 vy, pu 2 vo, 1t > v, plati |x, — x,[| < e. Je totiz

A e o e S W) PPN =

SOV, + QT 4.+ dy < h <.

Posloupnost {x,}2 , je tedy cauchyovskﬁ a protoZe a je jejim hromadnym bodem, je
lim x, = a. .
V=

Stejnym zplsobem, jako v &4sti IV diikazu véty 1 se dokdZe, Ze bod a je feSenim
soustavy (1).
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IIL. ProtoZe x, € K[x,,24], v =10, 1,2, ..., plyne z (28) (lemma 4), Ze

lxv+1,i - ail < ‘1i,1"xv+1 - an + qi,Z”xv - a“ + [‘QJ";M‘ Hxv - a”“
Je-li pro ig [Xys1,i — @i = Imax |Xy+1. — ay, plati
i=1,..., n - I—QIM_ |
Oys1 = Gig,10v+1 + ig,20y + Mn‘?ﬁ[‘ Oy, Oyp1 S “—ITq:j:n— o, < Q6,,

coZ je odhad (36). Z trojithelnikové nerovnosti a z (36) plyne
5v é 5v+l + dvé Qav + dv
¢ili

5\;(1—— Q)édvv 5v§

co? je odhad (37). Podle (37) a (39) ddle plyne

5v é Q dv—l ’
1-20 '
coZ je odhad (38).

IV. Kdyby v K[x,, 2] existovalo feSeni a’ # a, stejné jako v &4sti IIT bychom
dokdzali, e &,.; = ||x,+; — @'| £ Q8), &lilim x, = a’, coZ je spor.

V- 0

Pozndmka 3. Volime-li za po&dteéni aproximaci x, presné feseni soustavy linedr-
nich rovnic Dx + d = o, a oznagime-li [[(P — Q)™'| = p, mizeme podminku (35)
opét nahradit (viz pozndmku 2) siln&ji podminkou
(40) P’Ql "z(x()” <2

1-0

nevyzadujici v8ak jiZ vypocet aproximace X;.

v

Vhodnost metody si ovéfime na numerickém pf¥iklads.

Priklad. ReSme soustavu rovnic
x2y2
6x +y — 2z + =0

x+5y—3z+1-2-0,
60

2
S =3y +Tz—20+2 5=
100
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Matice

6, 1, —2
D=| 1, 5, -3
-2, =3, 1

je symetrickd a positivng definitni. Za po&dteni aproximaci x, zvolime YeSeni sou-
stavy linedrnich rovnic

6x +y—2z2=0, x+5y—-3z+1=0, —2x—-3y+72-20=0,

které je xo = 1, yo = 2, z, = 4 a budeme postupovat podle pozndmky 1. Zvolme
A=0,5 0 =1 a ovéfme, zda jsou splnény pfedpoklady véty 2. Ziejmé je m = 5.
Diéle je q1,, =0, g1, = %, 92,1 = %» 42,2 = %, 43,1 = 2, 43,, = 0 a podminka
gi1 + 412 < 1,i=1,2,3 je splnéna. Snadno se dile zjisti, Ze p = 5% = 0,262,
M =06, 0 =09 <1, |z(x)| = 0,16 a plati pFitom

E’Mio,42<0,5=/1-
1-9

Pfedpoklady v&ty 2 jsou tedy spln&ny, tak¥e YeSeni leZi v intervalu 0,5 < x £ 1,5,
1,55y<25, 355z <45

Postupné aproximace poéitime pak podle vzorci

1 1 1 x2y2
Xyp1 = — =Yy T -2y ————
Y 6 37 6 50 °
y X 3 . 1 + 1x,z,
1= — - X411 -2y — =+ -——
vE 577 5 5 560
3 20 1 y3z,
z =-Xprt oVt o
LT 77" 7 7100
TABULKA
S o)
d v v
Y *v P i v odhad (37) | odhad (38)
0 1 2 4 0,019 8096 0,198 0960
1 0,986 6667 2,016 0000 3,980 1904 0,010 3037 0,103 0370 0,178 2864
2 0,977 5414 2,005 6963 3,972 9152 0,004 4433 0,044 4330 0,092 7333
3 0,977 2086 2,001 2530 3,971 1932 0,001 0896 0,010 8960 0,039 9897
4 0,977 4405 2,000 1634 3,970 9034 0,000 1904 0,001 9040 0,009 8064
5 0,977 5333 1,999 9730 3,970 8746 0,000 0221 0,000 2210 0,001 7136
6 0,977 5554 1,999 9526 3,970 8767 0,000 0038 0,000 0380 0,000 1989
7 0,977 5592 1,999 9534 3,970 8786 0,000 0010 0,000 0100 0,000 0342
8 0,977 5596 1,999 9544 3,970 8790 0,000 0090
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Pro orientaci uvddime prvnich 8 aproximaci v tabulce. Ve &tvrtém sloupci jsou
uvedeny hodnoty d,, v patém sloupci odhady pro &, vypodtené podle (37) a v Jestém
sloupci odhady pro &, vypo&tené podle (38). V nafem piipadg je

(37) 6, = 10d,,
(38) 5, < 9d,_,.
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Peszrome

Ob OJHOM UTEPALIMOHHOM METOJE PEIIEHWA CUCTEM .
NPUBJIU3UTEJIBHO JIMHENHBIX YPABHEHUNA

MU POCJIAB WIUCJIEP (Miroslav Sisler), IIpara

B pabore [qOka3BIBarOTCS HEKOTOPBIE IJOCTATOYHBIE YCIOBHSA IJIL CXOIUMOCTH
ONHOIO HTEPALMOHHOTO METOHa MJNS BBIYMCIEHHS OEHCTBUTENLHOTO peIleHUs
CHCTEMBL n ypaBHEHHI! ¢ n Hew3BeCTHBIMU. O6 ypaBHEHUSIX NIPEIIIONATAeM, YTO OHH
B CYIIHOCTH JIMHEHHBbIE, HO OHM UMEIOT HEeJIMHEHHBIA 4JIeH, MaJblif B OKPECTHOCTH
PEILIeHUs. COTBETCTBYIOILEH CHCTEMBI JUHECHHBIX ypaBHEHWM.

Iycrs 3anama cucrema (1), rae D — pelicTBUTeNbHAS MATpHIA NODSNKA n,
x,d — neldCTBATENbHbIE BEKTOPBI-CTOJOIBI C KOOpAMHATAMHU X; d;, i=1,...,n
1 Z(X) BEKTOP-CTONGEN C KOOPAMHATAMHE f1(X1, -+ s Xp), -+ oy Su(X15 --0s X,), THE fi, oees
e fy — IEUCTBUTENbHBIE (QYHKIUHM 7 ISHCTBUTENbHBIX IEPEMEHHBIX, HMEIOIIUE
HEeTpephIBHEIE NEpBbIE YAaCTHbIE NPOM3BONHBIE B OKDECTHOCTH JAEHCTBHTEIBHOTO
pewtenus cuctemsl (1), ¥ ¢ — u3BecTHast nocrosiwHa. [IycTs, nanee, MaTpuna D cum-
MeTpPHYECKasl ¥ TIOJIOXKHMTENBHO ompeaesenHas (ecid D HecHMMETPHYHA, TO MOXEM
B35ATh SKBMBAJEHTHYIO cucreMy D'Dx + D'd + gD’z(x) = o, roge D’ — Tpancno-
HAPOBaHHAs MaTpulia; MaTpuua D'D — cuMMeTpHYECKas M IIOJIOXKHMTEIBHO Ompe-
IleJICHHaH). Martpuny D sHanuuim B Buae D = P — Q — Q’, rae P — noJioXATEIbHO
ompe/eNeHHas, CUMMETpHYeCKas MaTpuua. (v + 1)-ast anmpoOKCHMANus TIPH HCCIe-
JIOBAaHHOM METOJE OTpeNesseTcess HopMyJIroi

X4 =P —-Q)1Qx, — (P - Q)—l(d + QZ(XV)) .
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W3 3TOro ‘ompejieiieHHs. BBITEKAeT, 4YTO €CJIM MBI mooxuM D = (dl.j), P = (pi_,-),
Q= (qij) H py = dy (i =1,.., n)-, pi;=0 (i =I=j), g = —di; (i >j), ¢:;;=0
(i < j), TO MCCJICIOBAHHBIN UTEPAlMOHHBIA METOZ SBIAETCS B CYyIIHOCTH METOLOM
Iaycca-3eiinens, wo BekTop d + Qz(x) He SBJISETCA 3HECH MOCTOSHHBIM. Ipx
MPaKTHIECKOM BBIYMCIIEHUH MBI, CISHOBATEIbHO, MOXEM NPHMEHHUTH CXEMY (3').

n
laii(’
1

=1,...,n
K[z, 4] — MHOXecTBO ToYeK, Ml KOTOPHIX || x — z| < u. TnaBHbIM pesymbTaTOM
paboTHl sBIseTC Teopema 1:

i=1,....nj=

BBezeM Tenepb crefyrompe oGosnatenus: | x| = max |x;, |A| = max
o _

12

Iycmy x, ~ mouxa, A — nosoxcumensrioe uucto u |[(P—Q)™ | = p. Has ecex
x € K[x,, 2] nyemy |F(x)| < M (F(x) = (8f:/0x,(x)). Bosemem meneps uucia K,
g, 0 <K, 0<qg<1 (uucaa K, q onpedeinem semma 3), 04 KOMOPLIX uUMeem
mecmo Hepasercmeo (12). Ecau 04 HAMYPAAbHO20 HUCAA V, UMEIOM MECHO He-
pasercmsa (13) u (14), mo nocredosamenviocmp {X,},=q cx00UMCA K U36ECMHOLL
mouxke a € K[x,, 21], komopas asasemcs mozda eOuHCMEEHHbIM PeUleHUeM CUCEeMbE

(1) 6 K[xg,21]. Jua nozpewnocmu Haiidenw: oyenxu (15), (16), (17) (30ece 6, =
=[x - a|, 4, = |x,:1 = x[)-

HepaseHcTBO (14) B Téopeme 1 MOXKHO, OYeBUIHO, 3aMEHATH HEPABEHCTBOM (26),
rae I(x) = Dx + d + ¢z(x). Ecnx HavaneHasi anmpOKCHMAIKS X, SBIACTCS pellle-
HHAEM CHCTeMBbI JIWHEHHbIX ypaBHeHWH Dx + d = 0, To ycmoBue (26) CBOJUTCS

x ycxosuio (27).

¥
B aG3ane III uccienyeTcss oquH YaCTHBINA CIIy9aii, KOIja MMEeT MECTO HEPABEHCTBO
n
di> Y [dij[, i =1,..., n mw MaTpunsl P, Q ompe/eNcHb! BEITIE OMHCAHHBIM CHO-
J=1j%i .
cobom: p; = dy; (i =1.., "), pi; =0 (i *j)a qi;; = —d;; (i > j)a q;; =0 (i éj)-
Torpa uMeeT MecTo TeopeMma 2: :
Iyeme 0 < m < dy;, i = 1, ..., n u nycms umerom mecmo Hepasencmesa (34), 2de
Qi1 + gip<1,i=1,..., n. Ilyems, Oanee, X, — MoOYKa u A — nOAOHCUMENBHOE
wucao. Jas mobozo x € K[x,, 21] nycme umerom mecmo nepasercmsa [] F(x)” <M,

gua + 1AM

Q0 = max —m—<1, dg <4.
i=1,..n 1 —gq;4 1-0Q
Toz20a cywecmeyem mouxka a € K[x, 2,1] maxk, ymo lim x, = a. Toyka a asrsemcs

V=
edurcmeentmer pewenvest cucmemst (1) ¢ K[xo,21]. Jas nozpewnocmu naiioenvy

oyenxu (36), (37), (38).

B a63ane IV nmoxazana BrruciuTeNbHAA 3()OEKTHBHOCTE METONA HA YHCIIEHHOM
pHEMepe.
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Zusammenfassung

UBER EIN ITERATIONSVERFAHREN FUR DIE LOSUNG
DER SYSTEME APPROXIMATIV LINEARER GLEICHUNGEN

MIROSLAV SISLER, Praha

In der Arbeit sind hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz eines Iterations-
verfahrens fiir die Berechnung der reellen Losung des Systems von n Gleichungen
mit n Unbekannten bewiesen. - )

Wir setzen voraus, das die Gleichungen im wessentlichen linear sind, d. h. dass sie
ein nichtlineares, in der Umgebung der Losung des zugehdorigen Systems der linearen
Gleichungen geniigend kleines Glied enthalten.

Sei das System (1) gebeben. D ist hier eine reelle Matrix der Ordnung n, x, d sind
reelle Spaltenvektoren mit den Koordinaten x;, d;, i = 1, ..., n und z(x) ist der Spal-
tenvektor mit den Koordinaten fy(Xy, ..., X,), - fu(X1, -.0s X,), WO fy, ..., f, reelle
Funktionen mit n reellen Veridnderlichen sind, die in der Umgebung einer gewissen
reellen Losung a des Systems (1) stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben.
Dabei ist ¢ eine Konstante. Ferner sei die Matrix D symmetrisch und positiv definit
(falls D nichtsymmetrisch ist, kénnen wir das ekvivalente System D’Dx + D'd +
+ ¢D’ z(x) = o betrachten, wo D’ die transponierte Matrix bezeichnet; die Matrix
D’D ist dann symmetrisch und positiv deﬁmt)

Die Matrix D wird in der Foom D = P — Q — Q' geschneben wo die Matrix P
positiv definit und symmetrisch ist. Die (v + 1)-ste Approx1matlon bei unserem Ite-
rationsverfahren wird mit Hilfe der Formel

X1 =(P— Q7'Qx, -~ (P-Q)7'(d+ éz(xv))

definiert. Falls speziell D = (d;)), P = (p;;), Q = (g;;), und p;; = d;; (i = 1, ..., n),
pij = 0(i %)), q;; =— d;; (i >j), g;; =0 (i £J)ist, dann entspricht das so defi-
nierte Iterationsverfahren dem bekannten Gauss-Seidel-Iterationsverfahren fiir die
Losung der Systeme linearer Gleichungen, jedoch mit der Ausnahme, dass der Vektor
d + o z(x) nicht konstant ist. Bei praktischer Berechnung konnen wir also das
Schema (3") anwenden.

Filhren wir jetzt folgende Bezeichnungen ein: |x|= max [x 1> |A] =

= max ) |a;| und K[z, ;] bezeichnet die Menge der Punkte, fiir die |x — z| <
i nj=1

< 1y gilt. Das Hauptresultat der Arbeit ist der Satz 1:

Sei x, ein Punkt, . eine positive Zahlund ||(P — Q)™'| = p. Fiiralle x € K[x,, 24]
sei ferner |F(x)| £ M (F(x) = (0f/0x (x))). Wahlen wir jetzt die ZahlenK, q,0 < K,
" 0 < g <1(die Zahlen K, q werden durch das Lemma 3 definiert) derart, dass die
Ungleichung (12) gilt. Falls fiir eine natiirliche Zahl v, die Ungleichungen (13) und
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(14) gelten, dann konvergiert die Folge {x,};- zu einem Punkt a € K[x,, 22] und
der Punkt a ist dann die einzige Losung des Systems (1) in K[xo, 24]. Dabei gelten
die Fehlerabschdtzungen (15),(16), (17). (Hier ist 5, = ||x, — a|,d, = ||x,+1 — x,].)

Die Ungleichung (14) im Satz 1 kann man offenbar durch die Ungleichung (26), wo
I(x) = Dx + d + ¢ z(x) ist, vertauschen. Falls die Anfangsapproximation X, mit
der genauen Losung des zugehdrigen linearen Systems Dx + d = o iibereinstimmt,
bekommen wir statt der Bedingung (26) die Bedingung (27).

Im Absatz III wird ein Spezialfall des oben definierten Verfahrens untersucht.

Dabei setzen wir voraus, dass die Ungleichung d;; > - Y |d;|,i = 1, ..., n gilt und
J=1,j%i
dass die Matrizen P, Q gerade so wie oben definiert sind:

pi=4dy; (i = 1’---’")3 pij=0 (i *j)a q;; =— dij (i >j),
q;=0(=)).
Dann gilt der Satz 2:

Sei0 <m =d, i=1,...,n und es gelten die Ungleichungen (34), wo q; 1 +
+q;,<1,i=1,...,n ist. Ferner sei x, ein Punkt und 1 eine positive Zahl. Es

gelten die Ungleichungen
. qi,2 + JQl“M

F)| <M, Q= max —-—'-"——<1’ =7
"()" Q= max 1—4q;, ' 1-2-

fiir alle x € K[x,,24] .

Dann existiert der Punkt a € K[xo, 2/1] derart, dass lim x, = a ist. Der Punkt a ist

V=0

dann die einzige Losung des Systems (1) in K[xo, 21]. Dabei gelten die Fehler-
abschdtzungen (36), (37), (38).

Im Absatz IV ist die numerische Wirksamkeit des Verfahrens an einem Beispiel
gezeigt.
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