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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 89 (1964), Praha

DER ORTHOGONALISATIONSPROZESS IN PSEUDOEUKLEIDISCHEN
RAUMEN

CesTMIR VITNER, Praha
(Eingelangt am 29. Juni 1962)

Die expliziten Formeln (4) fiir orthonormale Vektoren e, ..., e,,, welche
mit Hilfe des Schmidtschen Ofthogonalisationsprozess aus einer endlichen
Folge ay, ..., a,, linear unabhéngiger Vektoren in pseudoeukleidischen Vek-
torrdumen von einem beliebigen Index gewonnen sind, stellen das Haupt-
ergebniss der Arbeit dar.

Sei X, ein pseudoeukleidischer nichtsingulirer Vektorraum mit der Dimension n
und mit einem beliebigen Index r (0 < r < n) (Siehe z. B. [1]). Das Skalarprodukt
der Vektoren a, b wir mit (a, b) bezeichnet. Sei nun ay, ..., a,, eine endliche Folge
von m linear unabhingigen Vektoren. (Es gilt also m < n). Der Schmidtsche Ort-
hogonalisationsprozess besteht in der Feststellung einer endlichen Folge von m
linear unabhéngigen Vektoren ey, ..., e,, fiir welche

(1) (e e) =0 fiir i =k, (epe)==+1firi,k=1,..,m;

(2) €y = €114y,
€y = €314y + €224,

€y = Cp1Qq1 + Cpalaz + ... + CopymQp »
wOo

(3) ;>0 fiiri=1,..,mist,

gilt.

Die Bedingung (2) driickt aus, dass fiir die Vektorunterriume {a,...,a;},
{es, ..., ¢} die Gleichung {ay, ..., a;} = {eq, ..., g} fiir k = 1, ..., m gilt. Die Glei-
chung (1) ist eine Bedingung dafiir, dass diese Unterrdume nicht isotrop sind (das
heisst dass die in ihnen induzierte Metrik nicht singulér ist) und die Vektoren ey, ...,
in diesen eine orthonormale Basis bilden. Die Bedingung (3) prizisiert die Orienta-
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tionsauswahl der Vektoren ey, ..., ¢; sie driickt die Forderung aus, dass die Basen
as,...,aund ey, ..., ¢ fiir alle k = 1, ..., m die gleiche Orientation haben.
~ Aus den eben angegebenen Tatsachen folgt, dass der Orthogonalisationsprozess
nur auf solche Folge linear unabhingiger Vektoren anwendbar ist, fiir welche die
Vektorunterrdume {a,}, ..., {ay, ..., @&}, ..., {@4, ..., a,,} nicht isotrop sind.

Es gilt:

Satz. Sei a4, ..., a,, solche endliche Folge linear unab hdngiger Vektoren, dass die
Unterrdume {a}, .., {@s --.s @4}s oy {@1, - .-, @y} nicht isotrop sind. Dann existiert
ein einziges Orthonormalsystem von Vektoren ey, ..., e,, welche aus den Vektoren
Ay ..., Gy durch den Schmidtschen Orthogonalisationsprozess gebildet ist. (D. h., -
dass die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt sind.) Dabei gelten folgende explizite
Formeln:

) e

- 1Ug

=TT 1, = 13 ] s
le_ka|1/2 m

wo Do = 1, D, (k = 1, ..., m) die aus den Vektoren ay, ..., a, gebildete Gramsche
Determinante ist, &, = sgn D,_; und wo U, die Determinante bezeichnet, welche
man aus D, bekommt, wenn man in Dy, die letzte Spalte durch die Spalte ay, ..., a,
ersetzt.

Beweis.inndeutigkeit: Es gilt zuerst Dy % 0. Das folgt daraus, dass der Unter-
raum {a, ..., a;} nicht isotrop ist. Sei C; die Determinante der Ubergangsmatrix

von Basis ay, ..., a; zur Basis ey, ..., ¢, E; die Gramsche Determinante, die aus den

Vektoren ey, ..., g gebildet ist (E, = 1) und T, die Determinante, welche man aus E;
bekommt, wenn man in E, die letzte Spalte durch die Spalte e, ..., ¢ ersetzt. Nun
gilt (siehe [2] — es liegt vorldufig noch nicht daran, dass die Basis ey, ..., ¢ ortho-
normal ist):

5) E. = CiD,,

(6) T, = G CU,.

Dabei setzen wir C, = 1. Fiir orthonormale Vektoren ey, ..., ¢, folgt aus (5)
@) g=sgnD,=E, k=0,1,...m.

Mit Riicksicht darauf, dass nach (3) C; > 0 ist, man bekommt aus (5) auch

1
(8) Cr = Nk

Nimmt man jetzt in Betracht, dass offenbar T, = E,_, e, ist, dann bekommt man aus
(6) nach (7) und (8) die Formel (4).

Damit ist also gezeigt, dass hochstens eine Basis existiert, welche die Eigenschaften
(1), (2) und (3) besitzt, und ist durch die Formeln (4) gegeben.
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Existenz:

Wir haben noch zu zeigen, dass die durch die Formeln (4) definierten Vektoren e,
die Eigenschaften (1), (2) und (3) haben.

Vor allem folgt aus der Formel (4), dass die Vektoren die Eigenschaft (2) haben.

Zeigen wir, dass die Vektoren e;, g, fiir i + k orthogonal sind. Setzen wir fiir Be-
stimmtheit voraus, dass i < k ist. Es gilt offenbar

@y @)y - (a3, Gi—y), (ay, ay)
O T P =0

(aw @)y - (@ Gr—1), (@i @)

und nach (2) auch (U, ;) = 0. Davon bekommt man endlich
Ep—1
(e €) = m (U e) =0.
Damit ist die Ortogonalitit bewiesen.
Weiter gilt

- & -
(ek, ek) = ID___"DI l1/2 (Uks ek) — rD_—kBl—[lT Dk—l(aks ek) —
-1k e— 1Dy
&e—1Dg—1 Ek—1 Dy,_,D, N
. U 3 =sen(D,_.D,) = &,_¢& ,
|D—1Dy|** |Dy-1D I”Z( o &) |D,—1 Dy g0 (Dy— 1 Dy) = & 18
das ist
(9) (e ek) = Ep—18 -

Aus der Formel (9) folgt, dass die Vektoren e, Einheitsvektoren sind (d. h. dass
(e €) =+ 1 gilt).

Die Vektoren e, haben also die Eigenschaft (1).

Der Koeffizient bei a;, auf der rechten Seite der Formel (4) ist gleich ¢;;. Es gilt also

1/2

_ &x—1 Dy—4 ! >0

- D.|12 k- .
le—l k[ :

Damit ist die Beziehung (3) und damit auch der ganze Satz bewiesen.

Crke 1=

k

Bemerkung 1. Im Falle des eukleidischen Raume (dessen Index also Null ist) ist
& > O fiir jedes k und die Formeln (4) reduzieren sich auf bekannte Formeln. Siehe
[2]

1121 Falle des Raumes mit Index Eins (fiir n = 4 liegt der Minkowskische Zeitraum
vor) bekommt man aus Formeln (4) speziele Formeln. Wenn (a4, a;) < O ist, dann
geniigt es die lineare Unabhdngigkeit der Vektoren a,, ..., a,, vorauszusetzen, weil
weitere Bedingungen der Anisotropie von sich selbst erfiillt sind. Das folgt aus dem
folgendem Satz:

Wenn der Unterraum B, (mit Dimension k) des Raumes X, mit Index Eins einen
Vektor a der Imagindrldnge (d. h. (a, a) < 0) enthdlt, dann ist dieser Unterraum
nicht isotrop und hat den Index Eins.
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Den Beweis dieses Satzes kann man zum Beispiel auf diese Weise durchfiihren: Zu
dem betrachteten nichtisotropen Vektor a existiert eine orthogonale Erginzung 4, ,
von Dimension n — 1. Mit Riicksicht darauf, dass der Raum X, den Index Eins hat
und dass (a, a) < 0 fiir den Vektor a gilt, die induzierte Metrik in 4, _, ist eukleidisch.
Der Durchschnitt von B, mit A4,_, hat offenbar die Dimension k — 1. Dieser Durch-
schnitt ist ein eukleidischer Unterraum. Wihlen wir darin eine Orthogonalbasis
by, ..., by ((b; b;) = Ofiir i # j; (b, b;) > 0). Damit haben wir in dem Unterraum B,
eine Orthogonalbasis a, b,, ..., by, fiir welche (a, a) < 0, (b, b;) > 0 gilt, konstruiert.
B, ist also ein nichtisotroper Unterraum mit dem Index Eins. Damit ist unsere Be-
hauptung bewiesen. '

Kehren wir nun zu den Formeln (4) im Falle, wenn (a,, a;) < 0 ist, zuriick. Aus
dem eben bewiessenen Satz folgt, dass e; = ¢, = ... = ¢, = — 1 und selbstverstind-
lich auch ¢, = 1 ist. Die Formeln (4) reduzieren sich also auf die Formeln

U, U, .

(10) e1=]7)1—ll—/—2, ek_=—m fir k=2,...m.

Bemerkung 2. Betrachten wir noch die Bedeutung der Gramschen Determinante
D,. Wir werden die Vektoren aq, ..., a, nur als linear unabhingige voraussetzen. Es
ist bekannt (vergl. [1]), dass die Bedingung D, = O die Isotropie des Unterraumes
{ay, ..., a} ausdriickt. Zweigen wir, dass im Falle D, #+ 0 folgende Behauptung gilt:
D, ist positiv im Falle, dass die im Unterraume {a, ..., a,} induzierte Metrik den
geraden Index hat, und negativ, wenn die induzierte Metrik in diesem Unterraume
einen ungeraden Index hat. Fiir eine Orthonormalbasis ist der Beweis dieser Behaup-
tung offenbar. In allgemeinem Falle kann der Beweis durch einen Ubergang zur
Orthonormalbasis (welche immer existiert) mit Benutzung einer zu (5) analogischer
Formel durchgefiihrt werden.
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Vytah

ORTOGONALISACNI PROCES V PSEUDOEUKLIDOVSKYCH
‘ PROSTORECH

CestMir VITNER, Praha

Hlavnim cilem tohoto &ldnku je odvozeni explicitnich vzorci pro ortonormdélni
vektory ey, -.., e,, ziskané ortogonalisaénim procesem E. SCHMIDTA z konecné po-
sloupnosti a, ..., a,, linedrn& nezdvislych vektord v pseudoeuklidovskych vektoro-
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vych prostorech libovolného indexu. Zminé&ny ortogonalisa&ni proces je charakteriso-
van vztahy (1), (2) a (3). Aby bylo moZno ortogonalisa¥ni proces provést, je tfeba
predpoklddat, Ze podprostory {a,}, {a;, a,}, ..., {ay, ..., a,} nejsou isotropické. Jest
ukdzdno (V&ta), Ze vektory ey, ..., e, jsou stanoveny jednoznadn& a Ze jsou ddny
explicitnimi vzorci (4). '

V pfipad€ indexu 1 a (ay, a;) < 0 je ukdzdno, Ze dalsi podminky neisotropnosti
podprostort {a,, ..., a,} jsou automaticky spln&ny, pfi SemZ pak plati specidlni
explicitni vzorce (10).

V pozndmce 2 je ddn geometricky vyznam znaménka Gramova determinantu D,
utvoreného z k linedrn& nezdvislych vektord aj, ..., a,. Determinant D, je v&tsi resp.
mensi nez nula, jestliZe indukovand metrika v prostoru {ay, ..., a;} je nesinguldrni
a ma sudy resp. lichy index.

Pe3rome

IMPOLECC OPTOI'OHAJIM3ALIMI B IICEBOOEBKJIMIOBBIX
. . IIPOCTPAHCTBAX

YECTMUP BUTHEP, (Cestmir Vitner), Ipara

T'maBHO¥ 1enblO CTAThU SBJISIETCS BHIBOL (HOpPMYJI B SIBHOM BHIE IJI1 OPTOHOP-
MaJIbHBIX BEKTOPOB €y, ..., €,,, IOJYICHHBIX C IOMOLIBIO IPOIECCa OPTOrOHATH3AIMKI
O. IlmMuAaTa U3 KOHEYHOU IOCHENOBATENLHOCTH dy, ..., 4,, JIMHEHHO HE3aBHCHMEBIX
BEeKTOPOB B TICEBIOEBKIMIOBBIX BEKTOPHBIX IPOCTPAHCTBaX JIr0OOro HHIEKca.
VIOMSHYTHIE IIpOLECC OPTOTOHANM3ALMHE XapakTepusyercss coorHomenusmu (1),
(2) u (3). IIpomecc opTOroHaNH3aMEK MOXKHO HCIOJNB30BATh JIMUIb LIPH YCIOBHY,
YTO moAupocTpaHcTsa {a,}, {ay, a,}, ..., {a;, ..., a,,} HE SBIAIOTCSI U3OTPONHBIMH.
Ioxasano (Teopema), 4TO BEKTOPHL €y, ..., €,, ONPEAEISIOTCS OJHO3HAYHO W NAHBI
B sBHOM Buze Gopmynamu (4).

B cnyyae unpmexca 1 u (a, a) < 0 mokasaHO, 4TO HaJbHEHIUMWE YCJIOBHUS HEH30-
TPONHOCTH NOANPOCTPAHCTB {dj, ..., @y} ABTOMATHYECKH BBIIONHIIOTCH, IpHIEM
TOTZIa HMEIOT MECTO CreluabHble GopMyisl siBHOro Buza (10).

B 3ameyaHuy 2 TOJNKYETCS FeOMETPHYECKMt CMBICI 3Haka ompenenurens I'pama
D,, 06pa3oBaHHOTO U3 Kk JIMHEHHO HE3aBHCUMBIX BEKTOPOB dy, ..., d;. ONpeneures
D, Gombuie uIM MeHblUE HyJS, €CJM MHAYLIMPOBAaHHAs METPHKA B IPOCTPAHCTBE
{ay, ..., a;} HEOCOG2s U €€ HHAEKC SIBIICTCSI COOTBETCTBEHHO, YeTHBIM UIIM HEYETHBIM.
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