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Casopis pro pé&stovani matematiky, roé. 89 (1964), Praha

O POCTU KLADNYCH PRVKU V MOCNINACH
NEZAPORNE MATICE

ZBYNEK SIDAK, Praha
(Doslo dne 23. Cervence 1962)

Je ukazéno, Ze podet kladnych prvki v mocninach nezdporné matice ne-
musi byt neklesajici; je uvedena podminka, kterd vSak k tomu staci.

1. JestliZe A je né&jaka &tvercova matice s nezadpornymi prvky, budeme oznadovat
x(A4) podet kladnych prvki v této matici 4; obdobné pro nezdporny vektor z symbol
x(z) bude znagit podet kladnych prvki v z.

Predpokladejme dale, Ze A je nerozloZitelna primitivni matice ¥ddu n. Pro takovou
matici klasick4 Frobeniusova v&ta ¥ik4, Ze k(4¥) = n® pro viechna dostatetn& velk4 k..
H. WiELANDT [4] publikoval bez diikazu zpFesn¥ni této vty tvrdici, Ze x(4*) = n? pro
viechnak > (n — 1) + 1 (a obecné tuto hranici nelze jiZ sniZit). Dikaz Wielandtova.
tvrzeni pak podali V. P4k [3] a J. C. HOLLADAY, R. S. VARGA [2].

V této souvislosti vznik4 pfirozen& otazka, zdali k této positivité mocniny A* se
dospivd monotonns, to jest zdali x(4*) je neklesajici funkci k.

V nafem piispévku ukaZeme nejprve piiklad, v ném¥ x(4*) neni neklesajici, a potom:
uvedeme jednoduchou postadujici podminku pro to, aby x(4*) bylo neklesajici.

2. Je jasné, Ze problémy, o kterych zde hovofime, zavisi pouze na rozmisténi klad-
nych prvkid a nul v dané matici, nikoliv na p¥esné &iselné velikosti prvkd. Proto stadi
matici urovat pouze tim, Ze udame, které jeji prvky jsou kladné. Jestlize v matici A
jsou kladné prvky v prvnim fadku pravé a,;, a;,..., a1;, v druhém fadku pravé
Azj,5 Gz, -++5 Gzj,, --- atd., zapiSeme to symbolicky tak, Ze A je uréena 1 — (iy, iy,
ceesip)y 2 (Jys jas -+ Js)s --- atd. Tento zpilisob zépisu je velmi nazorny v jinych
ekvivalentnich formulacich této &asti teorie nezapornych matic: v teorii Markovovych
Tetézch (resp. v teorii orientovanych grafit), kde znadi, e ze stavu 1 Ize pfejit do stavii
i1y 02y «uey Ipy ..., atd. (resp. z uzlu 1 jdou orientované hrany do uzld iy, ip, ..., iy --»
atd.). Z tohoto zapisu lze téZ mnohem snadné&ji zji§fovat rozmisténi kladnych prvki
a nul v mocninach matice A.

P¥iklad 1. Matice 4 budiZ uréena 1 — (1, 2), 2 - (3,4, 5),
3-(6,7,8), 4—(6,7,8), 5 (6,7,8), 6 >(9), 7—>(9), 8>(9), 9~ (1), takZe
x(A4) = 18. Matice 4 je zfejm& nerozloZitelnd a ponévad? diagonilni prvek a;; j€
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kladny, je také primitivni. Snadno vidime dale, Ze 4> je urlena 1 - (1, 2,3, 4, 5),
2-(6,7,8),3-(9),4-09),5->09), 6 (1), 7 (1), 8~ (1), 9 — (1, 2), tak¥e
x(A4%) = 16. Tedy x(4) > x(A4?), a proto x(A*) neni neklesajici funkci k.

Pro imprimitivni matice uvedeme je3t& jednodussi piiklad, v n&mZ x(A4*) neni ne-
klesajici.

Ptiklad 2. Matice 4 budiZ uréena 1 —(2,3), 2> (4,5), 3~ (4, 5), 4 — (6),
5 - (6), 6 = (1), takZe x(4) = 9. A je opét nerozloZitelnd a m4 index imprimitiv-
nosti 4. 42 je urlena 1 ~ (4, 5), 2 > (6), 3 — (6), 4 - (1), 5 > (1), 6 > (2, 3), takZe
x(4?%) = 8.

3. DokaZeme nyni vétu o néco obecné&jsi, nez potfebujcme'. Myslenka jejiho dikazu
je podobna jako v lemmatu 1 na str. 322 knihy F. R. GANTMACHERA [1].

Véta. BudiZ A nezdpornd nerozloZitelnd matice ¥ddu n, v jejiZ hlavni diagondle je
nejvyse jeden prvek nulovy. BudiZ B libovolnd nezdpornd matice Fddu n. Pak
k(B) < k(AB).

Dikaz. Ozname C = AB a povaZujme sloupce matice B, resp. C, za sloupcové
vektory by, b,, ..., b,, 1€8p. ¢y, Cy, ..., C,. Pro libovolné i = 1,2,...,n pak mame
Ab; = ¢;.

Necht nejprve 0 < x(b;) < n. Po vhodném stejném zpermutovani ¥adka a sloupci
matice A a Fadkd vektorl b;, c; mliZeme pfedpokladat, Ze kladné prvky ‘vektoru b;
jsou pravé na jeho prvnich x(b;) mistech, to znamen4, Ze b; mé tvar

-(0)

kde vektor u ma pravé x(b;) = x(u) soufadnic. Odpovidajicim zptsobem rozd&lime
téZ matici 4 a vektor c;, to jest

4 = <A11 A1z>’ ¢; = (U>’
Az Az . w

kde A, je &vercova matice ¥adu x(b;) a vektor v ma x(b;) soufadnic. V nafem ozna-

Zeni tedy dostavame
Ay Azz) uy _ (U
Ay, Ay, \O w/)’

coz dava A, u = v, Ay u = w. Jestlize nyni vSechny diagondlni prvky matice Ay,
jsou kladné, pak ziejm& x(v) = x(u); jestlie pravé jeden diagonalni prvek A, je
nulovy, pak bud x(v) = x(u) — 1 nebo opét k(v) = x(u); v kaZzdém piipad€ viak
x(v) = x(u) — 1. Dale kdyby bylo x(w) = 0, to jest w = 0, pak z A,;u = w = 0 by
vyplyvalo 4,, = 0. To je vSak spor s nerozloZitelnosti matice 4, takZe musi byt
k(w) Z 1. Celkem tedy dostavame x(c;) = x(v) + x(w) = x(u) — 1 + 1 = x(u) = x(b,).

Dale jestlize x(b;) = n, pak obdobn& z nerozloZitelnosti matice A vyplyvax(c;) = n.
Jestlize konetn& x(b;) = 0, pak zfejmé& x(c;) = 0.
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Shrnutim vysledkd tedy mame x(4AB) = ) x(c;) = Y x(b;) = x(B).
i=1 i=1
Disledek. JestliZe A je nezdpornd nerozloZitelnd matice, v jejiZ hlavnidiagondle je
nejuyse jeden prvek nulovy, pak k(A¥) je neklesajici funkci k.

Dikaz je ihned zfejmy z nasi véty, polozime-li B = A*prok = 1,2, ...
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PesomMme

O YHCIJIE ITOJIOXUTEJIBHBIX BJIEMEHTOB B CTEIIEHAX
HEOTPULIATEJIbBHOY MATPULIBI

3BBIHEK MUIAK, (Zbynék Sidék), ITpara

Ilycts x(A) — 9HCIIO MOJIOXHTENbHBIX AMEMEHTOB B HEOTPULATEILHON KBAAPAT-
" HoM Martpuue A. IlycTs B manpHenmieM A HEPA3IOKHAMA ¥ NpUMUTHBHA. IToka3bl-
BAaeTCs Ha IpuMepe (B KOTOPOM NOPSNOK A paBeH 9 M TONBKO OJHH 3JIEMEHTHI
Q115> @125 G235 245 A2s5 A365 437> G385 A46s G475 Aags Ase A575 A58, 69> 795 dgg; dgq 110~
JOKHTeNBHSL), 4T0 k(A*) He JoyvKHA GBITH Hey6HBaroulei dynkiueii ot k. Ho ecyu 4
MMeeT B IJaBHOM NWAaroHaiM He 6oJiee ONHOro HyJs, JOKasbiBaeTcs, 4To k(B) =
< x(AB) [ IPOU3BOIBLHOM HEOTPULATENLHON B, Tak 4To B 3ToM citydae x(A4*) me-
yOBIBaronag.

Summary

ON THE NUMBER OF POSITIVE ELEMENTS
IN POWERS OF A NON-NEGATIVE MATRIX

ZBYNEK SipAK, Praha

Let x(A) be the number of positive elements in a non-negative square matrix A.
Let A be irreducible primitive. It is shown by an example (in which 4 has order 9 and
precisely the elements aqy, @15, G23, @24, 25> A36s @37, A3g; Asg, g7 dugs Asg> As7s
assg, Ago, A79, dgg, Aoy are positive) that x(A*) need not be a non-decreasing function
of k. However, if A has at most one zero in its main diagonal, it is proved x(B) <
< x(AB) for every non-negative B, so that in this case x(4") is non-decreasing.
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