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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SVAZEK 89 ®* PRAHA 21.11.1964 % CISLO 1

RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS DE DEUX POLYNOMES
DONT LES RACINES SE SEPARENT

FLoriN CoNsTANTINESCU, Cluj (Roumanie)
(Regu le 2 novembre 1960)

Les conditions nécessaires sont données pour que les racines de deux poly-
ndmes aux racines réelles, soient séparées.

Dans ce qui suit nous allons considérer uniquement des polyndmes aux coefficients
réels ayant toutes les racines réelles. Nous disons que les racines de deux polyndmes
P(x) et Q(x) se séparent, si, entre deux racines consécutives du polynéme P(x), il
existe une seule racine du polynéme Q(x), et entre deux racines consécutives du poly-
néme Q(x), il existe une seule racine du P(x).

Nous pouvons avoir seulement les deux cas suivants:

a) Les polynémes P(x) et Q(x) sont du méme degré,

b) les degrés des polyndmes P(x) et Q(x) different d’une unité.
Nous allons nous situer seulement dans le cas a), tout en observant que les démonstra-
tions données peuvent aussi se faire d’une maniére absolument analogue pour le
cas b).

Nous observons que pour Q(x) nous pouvons prendre en particulier la dérivée
P'(x), parce que les racines des polyndmes P(x) et P'(x) se séparent.

Soient '
(1) P(x)=ap+ax +a,x* + ... + a,_,x" 2 +a,_x" " +ax", a,>0,

Q(x) = by + byx + byx* + ... + by_,x" 2+ b,_x" '+ bx", b,>0

deux polynémes ayant toutes les racines réelles.

Soient oy, &5, ..., &, les racines du polynéme P(x) et By, fi, ..., B, les racines du
polyndme Q(x). Pour fixer les idées, nous supposons avoir

) O <Py <oy <Py <o <Oy_yg < Ppoy <0 < P

Lemme. Si les racines des polyndmes P(x) et Q(x) se séparent, alors I'équation

® R(x) = 2P(x) + 4 Q(x) = 0
a toutes les racines réelles, quels que soient A et p réels.



Nous observons que la suite
R(ﬁl)’ R(BZ): EEET) R(Bn)

présente seulement des variations de signe, donc 1’équation a seulement des racines

réelles.
Donnons 4 Aet y, atour de role, les valeurs

A=b,byeiis by p=—ay, —ay .., —Gyy .

Au polynéme R(x), il manqueront consécutivement les coefficients des termes en
x, x2,...,x" 1. Puisque R(x) a toutes les racines réelles, cela veut dire que nous avons

4) (brag — aibo) (bya, — asb,) . <0,

(bn—-lan—z - an—-lbn—z) (bn-lan - an—lbn) <0.

Mais a,_,/a, =— 2, %; b,—4/b, =— Y B, donc a,_,/a, > b,_4/b,, ou bien
i=1

i=1

(%) b,-1a, — a,_1b, < 0.

Des relations (4), nous déduisons

(6) bn—ian—Z - an—lbn—z > 0,
bray—y  —ab-y >0,
b1a0 - b0a1 > 0 s

ou bien, sous une autre forme,
Qg— 15 Ay

7
( ) bk— 1> bk

Ainsi nous avons obtenu le

>0, k=1,2,...,n.

Théoréme 1. Si les racines des polynémes P(x) et Q(x) sont réelles et se séparent,
alors entre les coefficients de ces polyndmes on a les relations (7).

Dans le cas b) oit les degrés des polyndmes différent d’une unité, au lieu des rela-
tions (7) nous obtenons (pour b,_, > 0)

®

Le théoréme 1 peut étre énoncé analoguement dans ce cas-la aussi. En prenant
QO(x) = P’(x), nous obtenons

©

g —15 Gk
by—1, by

<0, k=12,...,n—1.

Ag-1, Ak I
<0, k=12,...,n—1,
ka, (k+ 1) akH;




ou
(10) kaf > (k + 1) ay_ 541 -

Les relations (10) sont des conditions nécessaires pour que les racines du poly-
néme P(x) soient toutes réelles, et sont connues sous le nom de ,relations de De
Gua“. -

Observons encore, qu’aprés une translation x’ = X + x, la propriété de sépara-
tions des racines subsiste. Mais nous avons

P’ (x) P~ (x) P™(x)

P(X+x) P(x)+X -+X"—161—:_—1—)"+X"7‘“,
OX +x) = Q(x) + x £ (x) D ——————%m—_mg‘) + X" ———Q(:,(x) :

Ici nous pouvons appliquer les relations (7), et nous obtenons
L
|~ pk=1)(y p® x)
| (k TR ) P

Fory 1)' 0% (). - 0 1

>0, k=12...n,

ou
PU=1)(x), PW(x)

Q¥ V(x), 0¥(x)

Théoréme 2. Si les racines des polynémes P(x) et Q(x) sont réelles et se séparent,
alors I’équation

0, k=12,...,n.

P=1)(x) 0®)(x) — Q%= 1(x) PV(x) = 0

n’a aucune racine réelle.

Vytah

RELACE MEZI KOEFICIENTY DVOU POLYNOMU,
JEJICHZ KORENY SE ODPELUIJI

F. CONSTANTINESCU, Cluj

Necht P(x) a Q(x) jsou dva polynomy tvaru (1). Potom plati nasledujici véta.

Véta 1. JestliZe koFeny polynomii P(x) a Q(x) jsou redlné a oddéluji se, pak mezi
koeficienty téchto polynomii plati relace (7). V pFipadé, %e jeden z polynomi md
stuperi o jednicku men$i neZ druhy, je nutno nahradit relace (7) relacemi (8).



Pe3romMme

COOTHOWMEHUS MEXOY KO3®PUITNEHTAMU OBVX ITOJIMHOMOB,
KOPHU KOTOPBIX OTAEJIAIOTCA

&®. KOHCTAHTUHECKY (F. Constantinescu), Kimox.

Iycre P(x) u Q(x) — nsa moxmuoma Buaa (1). Torna mMeeT MecTo CIeyroLas
Teopema:

Teopema 1. Ecau kopru noaunomos P(x) u Q(x) — eeujecmeennsle u 0moesaomcs,

mo mexncdy Kod3dduyuenmamu 3mux noauHomos umerom mecmo coomuouienus (7).

B cayuae, xozda cmenehy smux noauHomog omauuaromes Ha eouruyy, emecmo (7) 6vl-
noanaromes coomuouienus (8).
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