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Casopis pro péstovini matematiky, ro€. 88 (1963), Praha

ELEMENTARNI DUKAZ ZOBECNENI KAKEYOVY VETY
NA MOCNINNOU RADU

JAN KADLEC, Praha
{Doslo dne 28. dubna 1959 — po uGpravé 5. listopadu 1962)

Je poddn elementdrni diikaz postadujici podminky k tomu, aby mocninnd
fada nemeéla kofeny, které jsou v absolutni hodnoté mensi nebo rovny jedné.

1. Uvodni pozndmka. Zndm4 Kakeyova véta (viz [1]) fika:

Necht By, ..., B, jsou redlnd &isla, spliujict vztah By > By > ... > 0. Definujme
pro vSechna komplexni z funkei F(z) = By + p1z + ... + B,z" Necht plati F(z,) =
= 0. Potom |zy| > 1.

V pracich [2], [3], [4], [5] jsou pro polynom dokazoviny véty obdobné vit¥
Kakeyové, pfi éemZ jsou kladeny jisté podminky na jeho koeficienty. V&ta, dokazana
v této poznamce, se tykd mocninné ¥ady. Aplikujeme-li ji na koeficienty tvaru f, >

> By > ...> B> Pusrs Purj=0 (> 0), divd Kakeyovu vétu jako specidlni
ptipad. '

2. Ozna&enfi. Je-li s komplexni, r reélné &islo, K kruZnice o stfedu s a poloméru r,
tj. mnoZina viech ¢, pro n&% je |£ — s| = r, oznalme IK, iK, eK, eK mnoZiny viech £,
pronéZjepofadt |§ —s|<n|[{—slsrl—s|>n[l—slzr

3. Lemma. Bud K kruZnice, t komplexni &islo, t € K, © bud rediné, © > 1. Oznaéme
f transformaci f(z) = t + ©(z — ) (stejnolehlost). Potom Q = f(K) je kruznice
aplatiiK < i Q U {t}, K n Q = {t}. Transformace f je pro t© = 1 identita.

Dikaz je moZno pfenechat Stendfi.

4. Oznadeni. V dal$im bud ¢ redlné &fslo splitujici vztah 0 £ ¢ < 27, By = fy =
2...20.

j
Oznatme a_, = 0; ay = Po; ..., a; = Y. pe'®™ (j = 0, 1, ...). Dale necht
k=0

7 - iep ” — i(e+2)p
sy = Qo = Per1€"?, dosy = Qepy + Berre™ .

KruZnici, prochézejici body a, b, ¢, které nelei na pfimce, oznadime K(a, b, c).
Oznatme jests K = K(a,4y, G, a4+,). Viz obr. 1.
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5. Lemma. Plat{ tato tvrzeni:

a) pro viechna e 2 0 celd je B, = |a. — a,_,|. Jestlize pro nékteré e je f, = 0,
potom @y = a, = ... =a a By =0( Z 1)

b) Jestlize ¢ 0, ¢ + 7, Bery + 0, nele#f 2ddnd z trojic Qe 1> Qe Qo1 Qew1s
a,, G415 e Qeyq> Qo NA pFimce.

C) K® = K(ae+ 15 Qes aZ+1)'

Obr. 1.

Ditkaz. Tvrzeni a), b) jsou zfejmi. DokaZeme c). PoloZme s = a, + S, kde
(1 — ) S = B,41€"** PP, Vyletfujme transformaci f(z) = ze™ + a1 — €*) +
+ Bor1€"¢TV?. Mame f(2) = s + (z — s) ¢ (otoeni kolem s); f(des1) = Aou1s
f(a;+1) = Qg f(ae) = ety (Napfiklad f(ae+ 1) = anew + ﬂﬂ-lel(c".zw’ + (1,(1 o
— €) + Bos1€'*T V%) Tedy s je stfed kruZnice K a plati K@ = f(K®) = K(a,4,
Qes 0Z+ 1)'

6. Lemma. Nechf 0 < B,., < B.. Potom

) K@< iKe™ Dy {q,},
@ iK' AKE™D = {qg,},
(3) K® A K™ = {g}.

Dikaz. Oznalme f(z) = a, + (Bo/Be+1) (z — a,). Potom f(K©) = K(a,_,,
a,, ay) = K®™Y; stadi nyni u¥it lemmatu 3.
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Ctenat si snadno dokéZe nasledujici lemma:

7. Lemma. JestliZe B,y % 0, je iK€V < iK®, g tedy iKe*D) < jK®,

8. Véta. Budte By 2 fy 2 ... 2 0 redlnd &isla. Necht existuje index j takovy, Ze
Bj-1 > By > Bj4y. Oznaéme F(z) =k§°ﬁkz“ pro ta komplexnf z, pro kterd md rada

smysl. Necht F(z,) = 0. Potom |zo] > 1.
Dikaz. Oznadme F(z,) = a. Rozezndvejme tyto tfi pripady: 1) |zo| = 1,2) 0 <
< |zo] < 1, 3) z5 = 0. Dojdeme vZdy ke sporu.

«©
Ad 1) |zol =1,tj. zo=e®. Jelio=0,jea=Y B >0 Jelip =7, je a =
k=0

(-]

=Y (Bak — Bax+1)- Pro ka?dé k = 0 je By — Paxsy 2 0 a alespoit pro jeden index
k=0

n20je fan = PBaaser > 0; tedy a > 0.

V dal¥im nechf ¢ = 0, ¢ == m.a) Necht §;_ > ;> B;.; = 0. Zfejm& 0 e eK ™),
Podle lemmatu 7 pro k celé, — 1 £ k £ j — 2, je eK**D 5 eK®, Odtud plyne, Ze

@ OeekKVU=2,
Uzijme (1) pro e = j — 1. Vzhledem k tomu, ¢ a; = a = a;_,, dostavime
5 aeikKiu=2,

Ze ztejmé rovnosti eKY™2 A iKU™2 = @ a vztahd (4), (5) plyne, Ze a =+ 0.

b) Necht f;,_, > B; > Bj+1 > 0; uZijme (2)a (3)na e = j, e = j — 1. Podle lem-
matu 7 je
©6) KO < iKU=2 |

Kdyby nyni bylo a,_, € K, bylo by a)_; €KY~V AIKD < {a}}; aIe~aj_1 * a;,
co? je zfejm& spor.

Kdyby a,_, € IKY), bylo by a;_; & IKY™Y), co¥ je té% spor. Mime tedy

(7 aj.y€eK9. | )
Z (7) a vztahu KW A KU=2 < iKU=D A KU=2) = {a;_,} plyne | : ) "

8) KD A KU =,

Podle (6) a (8) mdme

9) IKY ~eKU~2 =¢.

Proto¥e 0 = a_, ceK{™V = .., = eKV~%, plati znovu (4). Déle: pro n 2 j je
a,eIK™ < iKY a

(10) aeikK®,
Ze vztahi (4), (10), (9) plyne, Ze a * 0.
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Ad 2): Necht 0 < |zo| < 1 (. zo = re®, kde 0 < r < 1). Oznalme w = €,
Fi(2) = Y, oz, kde o, = r*B,. Z¥ejm& F,(w) = F(zo) = a, |w| =1 a plati a =
k=0

o =...20,a;_; > a; > o;,,. UZijeme-li toho, co jsme ji¥ dok4zali pro p¥ipad
1), vidime, Ze F,(w) % 0.

Ad 3): JestliZe z, = 0, je F(z5) = fo > 0. Tim je ditkaz v&ty dokoncen.

9. Poznamka. Z diikazu je patrno, Ze se tvrzeni véty dé rozsifit na n&které dalsi
piipady, na ptiklad 8, > B, ¢ irracionalni nisobek n apod. Je zde v podstaté dokazo-
véana jista véta o lomenych éarach.
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Pesome

OJIEMEHTAPHOE JJOKA3ATEJILCTBO TEOPEMBI KAKEA
JJII CTEIIEHHOI'O PAA

SH KAJJIELL (Jan Kadlec), IIpara

B Hacrosmeli paGore ameMeHTapHO HOKa3bIBAeTCA Clelyrolee o0oOmeHne Teo-
pemser Kaxkes: .

IIycme By = By = ... = 0 u nycme cywyecmsyem undexc j mak, umo B;_; > B; >
o«
> Bj,1- Obosnauum F(z) =Y Biz* daa ecex xomniexchvix z, OaA KOmMOpHIX pAd

k=0
cxooumca. ITyemo F(zy) = 0; mozda |zy| > 1.
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Summary

AN ELEMENTARY PROOF OF A GENERALIZATION
OF THE KAKEYA THEOREM ON POWER SERIES

JAN KADLEC, Praha

In this paper there is given an elementary proof of this generalization of the Kakeya
theorem:

Let B =2 B; = ... = 0 and let there be an index j such that B;_, > ;> B;.y.
Define

F(z) =k§Oﬁkzk

for all complex z for which this formula is meaningful. If F(2o) = 0 then |z,| > 1.
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