Casopis pro péstovani matematiky

Ladislav Rieger
Ke Kleeneho normadlni formé strojové vy¢islitelnych funkei
Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 88 (1963), No. 3, 349--363

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117467

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1963

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117467
http://project.dml.cz

Easopis pro péstoviani matematiky, roé. 88 (1963), Praha

KE KLEENEHO NORMALNI FORME STROJOVE VYCISLITELNYCH
FUNKCI

LADISLAV RIEGER, Praha
(Doslo dne 22. ledna 1962)

V ¢lanku je podédno kratké odvozeni zndmé tzv. Kleeneho normalni formy
strojové vycislitelnych funkci s nezdpornymi celoCiselnymi argumenty a hod-
notami (déle jen ,,funkci‘) ve smyslu Turingovg.!)

1. TURINGUV POCITAC S PASKOU OHRANICENOU DO LEVA

1.1. Turingiv potita® M si pfedstavujeme jako idealng primitivni?) ale zarove# co
do rozsahu paméti neomezeny samod&inny poc&itac. Jeho dvé podstatné €asti jsou:

a) Doleva ohrani®en4®) a doprava neohranidena paska (obr. 1), rozdglen4 na jed-
notliva politka (buiiky); paska zastava dlohu pamsti, ale také je mistem vstupu i vy-
stupu Turingova pocitace.

b) Konedny automat =/, opatfeny pohyblivou snimaci a zapisujici hlavou. &, je

) Na rozdil od béZnych odvozeni neuZiva se tu symbolického aparatu a pojmi z matematické
logiky a poet pomocnych definic je co mozno maly. ,,Cislo* znamena vidy celé nezéporne
(,,pTirozené**) &islo.

) Realizovat technicky samod&inny pocital s neomezenym rozsahem paméti prozatim nelze;
avSak sestrojit prakticky zafizeni se ,,znaéné dlouhou‘ paskou a fungujici podle schématu prace
Turingova stroje neni zdsadnim technickym problémem; takové zafizeni by vS§ak nebylo schopno
nieho jiného, neZ &ho jsou schopny b&7né elektronické samo&inné potitade a navic by bylo asi
pomérné pomalé a drahé, takZe (pokud je autorovi zndmo) dosud Zadny pocita& Turingova typu
nebyl prakticky vyzkouSen. Je tedy Turingiv poéita¢ asi takovou idealizovanou schematizaci
skutelnych potitadh jakou je napf. matematické kyvadlo vzhledem k praktickym kyvadlim).
Pfitom je v pfipad& Turingova potitade, jak se zd4, idealizace skuteénosti bliz8i nez v pfipad€ ma-
tematického kyvadla jakoZto ,,hmotného bodu zavé$eného na tuhé bezvazné niti*“. Smysl co nej-
vét§iho zjednoduSeni jednotlivych poletnich krokit Turingova stroje je teoreticko-matematicky.
Dovoluje totiz studovat po&etni procesy v jejich ,,Cisté‘‘ formé — a napf. v numerickém poéitani
neni vdzdn na Zadnou Ziselnou soustavu.

3 ) V tomto bodg se nepodstatné odchylujeme od bé&Zného (a v podstaté jiz od A. M. TURINGA
[1] z r. 1936 pochdzejiciho) pojeti, v némZ se pfedpoklddd pdska na obé strany neohraniend.
Snadno lze dokdzat (viz M. Davis [1], str. 26—27), Ze na§ formalné zjednodusujici predpoklad
ohraniéenosti pasky vlevo neni na djmu schopnosti Turingovych stroji.
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jakousi operadni jednotkou stroje M. Hlava automatu £, se nalézi (v matematické
idealizaci ,,vZdy‘, ve skuteCnosti by to bylo ,,aZ na zanedbatelné malé mtervaly pie-
chodu‘) nad jedinym politkem pasky.

1.2. Dale k urdeni stroje M patii pevny kone&ny polet iy, + 1 (iy > 0) tzv. sym-
boli pasky, jeZ ozname jako Sy, Sy, ..., S;,,; jsou to zpravidla Cislice a pomocné
(instruk&ni) symboly; na kaZdém poli¢ku pasky miZe byt zapsan nejvyse jeden symbol.

Je v8ak formaln€ vyhodné prohlasit i
automal prazdné poli¢ko za ,,obsazené prazd-

nym* symbolem S,; psdvime proto na-

(se vsm,;em i zorné S, = []. Dale je teoreticky vhod-

a;ysmem) né (srov. pozn. 2)) uZit jen jednoho

7 vl symbolu, feknéme S,, k zapisovani &-

2s s sls1s]s sel; piSeme proto S; = |. Pal’{ totiZ asto

7 prE bl’ok Cn +1za svebou ’na’ pasce zanese-

Z lk=4) . nych ¢arek prosté pokladame za zdznam

g &isla m, jestliZe je blok z obou stran
Obr. 1. oddélen prazdnym polickem.

Posloupnost Sy, S;,, Si, ... viech

symboli zanesenych v daném okamZiku na pasce nazyvame ndpisem; omezujeme se
na fakticky kone&né ale tzv. formaln& neomezené népisy, tj. S;, = O (tj. i; = 0) pro
vsechna 1 dostate&né& vysoka.

1.3. K urdeni stroje M kone&n& patfi pevny konetny polet jy + 1 (jar > 0) tzv.
jeho vnit¥nich stavy, tj. stavii koneéného automatu <, jeZ ozname gy, 41, ---» 4>

ey qu.

1.4. Vlastni prace stroje M je pak sloZena z krok#, z nichZ kaZdy je uskute¢n€énim
téchto Cinnosti:

Automat &f), ve svém stavu g, (= j-ty vnitfni stav stroje) ,,pfeste” (z policka, nad
nimZ pravé je jeho hlava) symbol S; (miiZe oviem byt také i = 0, tj. S; = [J — policko
je prazdné). Pak pod vyluénym uréujicim vlivem uspotadané dvojice g;, S;:

a) automat </, prejde do nového (vnitfniho) stavu g;. (nevyluduje se q; = ;.
tj. j = j* — vnitfni stav stroje se nem&ni);

b) zaroveii automat ), ,,pfepife* (pomoci své hlavy) na pravé sejmutém poliku
symbol S; v novy symbol S;. (op¥t se nevyluduje i = i*, tj. S; = S;; rozumi se, Ze
v pfipadg i* = 0 se symbol S; ,,vymaZe*); .

¢) nato &/,, posune svoji hlavu do nové polohy, a to nejvyse o jedno politko pasky,
1j. budto zlstane stit, anebo se posune nad sousedni pravé poli¢ko, anebo nad sou-
sedni levé poliko, pokud je to moZné; kdyZ by vSak hlava byla nad prvym polickem
pasky, pak automat &/,, vykond ,,vysunuti pasky ze zasobniku‘ doprava o jedno
poli¢ko, namisto v tomto pfipadé neproveditelného posuvu hlavy doleva (ktera tedy
bude opét nad prvanim politkem pésky). Je béZné (a pro ndkteré tdely formalng vy-
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hodné a pfitom to neomezuje schopnosti Turingovych stroji) vyloudit kroky, pfi
nich? by dochézelo jak k faktickému p¥epsini &teného symbolu (tj. S; + S;) tak
i k vysunuti pasky. Tento zjednoduSujici pfedpoklad budeme v dal§im ¢init vSude.

Provedenim popsaného kroku prechazi stroj M ze svého tzv. celkového stavu, tj.
z posloupnosti & = {g, k, S;,, S;,, ...}, do svého nasledujiciho celkového stavu

i1> Piys
o* = {qjt, k*, S;lt, Siz"’ ....} N kde qd;; k; Sil’ Siz’ ves

po fad€ jsou: dany vnitini stav; danad poloha hlavy; dany népis, tj. S; je symbol na
n-tém policku a hlava &te pravé symbol S, ; obdobng je tomu pro nésledujici vnit¥ni
stav g;., nasledujici polohu hlavy k* (kde |k — k*| < 1) a pro nasledujici napis
S Siyss .. Stav a* je tedy ve smyslu sub a), b), ¢) jednoznadné uréen stavem «, tj. 1ze
psat a* = @,,(a), kde &, je tzv. pracovni funkce stroje M, tj. jisté zobrazeni mnoZiny
vSech celkovych stavi stroje M do sebe. ' _

JestliZe stroj M byl spustén v celkovém svém stavu «, pak v t-tém taktu prace do-
sahne celkového stavu f = ¥(t, a), kde ¥y, je tzv. (Sasova) iterace pracovnf funkce
stroje M, tj. je to jisté zobrazeni mnoZiny jistych uspotadanych dvojic (,.8as t, v &ase
t dosaZeny celkovy stav oc) do mnoZiny celkovych stavii, dané touto rekurenci:

Pu(0,0) = o, Pt + 1, 0) = Pp(Fp(t, @) .

1.5. Explicitni definice pracovni funkce Turingova stroje instrukcemi. Abychom
ve smyslu 1.4 definovali pracovni funkci @,, stroje M matematicky explicitng, uvaZme,
Ze pracovni kroky stroje M jsou sub a), b), c) vlastn& udéany trojici funkci Jyy, Iy, 7a,
definovanych vesmé&s na konedném oboru viech uspofadanych dvojic (j, i), kde j =
=0,..,jm 0 =0, ..., iy, ato takto: j* = Jy(j, iz) je index nového vnitiniho stavu,
iy = I(j, ix) je index nové zapsaného symbolu na pravs predteném k-tém politku
(k > 0), pokud nedojde k vysunuti pasky; v tomto vyjimeiném pfipad& je oviem
it = 0aiy =i, pro k > 1; a konen& my(j, i) = 0; 1; 2 znamend po fadg: setr-
véni hlavy na starém mist&; posuv o policko doprava; posuv o poliko doleva (pokud
je moZny) a jinak vysunuti pasky. Kone&ns je, jak se snadno presvédime,

k* = (k + mpj, i) = 3[7maJ> 1/2] %)
pokud je k # 1, nebo my(J, i;) # 2; jestliZe naopak je vyjimedn® k = 1, my(j, i;) = 2
(tj. dojde k vysunuti pasky), pak je k = k* = 1 jako nova poloha hlavy, podle 1.4
sub c).
KaZdou trojici hodnot funkci
Inis i)s T 1) madis 1)
pro danou hodnotu argumentu (j, i) nazveme instrukci; specidlng
Iu(io ) =J, In(ji) =i mp{j, i) = 0

jetzv. identicka instrukce; pravé a jen takova patrn& vede k faktickému zastaveni stroje
(¢ = o* = By(«)). Celou trojici funkci Jyz, Ins, Ty nazveme souhrnem instruke, &

4) x= y = x — ypro x = y; jinak x = y = 0; [x/y] pro y = 0 je cels st z x/y.
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prosté programem daného Turingova stroje M; je tfeba v tomto smyslu Turinglv
stroj pokladat za stroj jednoudelovy (s pevnym programem, zabudovanym v konstruk-
ci stroje samého). V odst. 2.5 uvedeme, v jakém smyslu lze jistého Turingova stroje
uZit jako universalniho poditace.

1.6. Pojem algoritmického ¥eSeni hromadné matematické tlohy, af jde o po&itani
Cist€é numerické anebo o pocitani Cist€ symbolické anebo o pocetni proces smiSeny
Z obou, je kaZdému matematikovi intuitivné dobfe znam.

AZ dosud se nenaSel pfiklad matematického resp. matematicko-logického algorit-
mického feSeni hromadné dlohy, které by se nedalo pfi vhodné formulaci provést na
néjakém Turingov stroji. MoZno tedy pfijmout pfedpoklad (hypotezu), Ze hromadna
tloha je zasadné algoritmicky FeSitelna tehdy a jen tehdy, da-li se feSit na n&jakém
Turingové stroji.

Tato hypoteza nese po svém objeviteli nazev Turingova teze. Neni to matematickd
poucka, ani axiom, nybrZ vyraz pfesvédCeni, Ze intuitivni, ale nematematicky pojem
algoritmického FeSeni je vskutku pojmem Feleni na Turingov& stroji (matematicky
presng) vystiZen.

1.7. Vycislovani funkce na Turingové stroji. Nebudeme se vsak bliZe zabyvat pre-
cizaci obecného pojmu feSeni hromadné ulohy na Turingové stroji a obratime se
k specialnimu uZiti Turingova stroje k vypo&tu numerické hodnoty y = f(xy, ..., x,)
funkce f pro numerickou n-tici hodnot xi,...,x,, pfiemZ zdsadné pfipoustime
funkce, které nejsou definovany vsude.

Definice 1. Rekneme, Ye funkce f je vy&isliteln4 na Turingové stroji M, jestliZe plati:
Necht o, . . ={4901,1]...101...|0...01...1O00...} je po&atetni celkovy

, e Pace
stav stroje M vzajemné jednoznacné€ odpovidajici numericky zadané n-tici &isel
X35 X35 -5 X,,. Pak funkce f je pro argumenty x,, X,, ..., X, definovina a nabyva
hodnoty y = f(x,, x,, ..., X,) tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje takt t prace stroje M
takovy, Ze je

a) ot + Loy, x) = ¥ults o, .x) =B, tj. stroj M se fakticky zastavi
v (celkovém) stavu B, byv spustén ve stavu o, ...

b) celkovy polet &arek zaneseny na pasce ve stavu B je pravé &islo y = f(xy, ...,
x,)-%)

(Tedy stroj M se nezastavi nikdy, je-li spusténve stavua, ., takovém, Ze funkce f
pro hodnoty x,, ..., x, neni definovana.)

Ve shodé s Turingovou tezi aZ dosud v8echny znamé celodiselné funkce celistvych
argumentd, pro n&Z je udan n&jaky efektivni vydislovaci proces (vedouci k hodnot®
funkce tehdy a jen tehdy, kdyZ je definovana), se ukazaly byt vycislitelné na vhodném
Turingové stroji.

s) Ziejmé je y < t. Pro tidely pfipadného dal§iho zpracovani hodnot y bylo by tfeba na Turin-
gove stroji zvla§tnimi symboly ohrani¢it zdznam &isla y na pésce.
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V nasledujici druhé (a hlavni) &asti tohoto &lénku podédme struéné odvozeni zna-
mého uniformniho Kleeneho vyjadfeni vsech strojové vyé&islitelnych funkci daného
poétu argumentid. Viz véta B.

2. NORMALN{ KLEENEHO FORMA STROJOVE VYCISLITELNYCH
FUNKCI A UNIVERSALNI TURINGUV POCITAC

2.1. T¥ida primitivné rekursivnich funkci. Pfipomefime nejprve definici t¥idy primi-
tivné rekursivnich funkci. Je to nejmensi tfida funkci vSude definovanych, ktera
spliiuje tyto poZadavky:

1. patii do ni s&itani a nasobeni (jako dvounargumentové funkce);

2. patfi do ni vSechny konstantni funkce a vSechny tzv. diagonalni funkce, tj.
funkce majici za hodnotu uréity ze svych argumentf (specidlng identicka _funkce);

3. je uzaviena vii¢i operaci superpozice (tvofeni sloZené funkce);

4. je uzavfena vidi operaci tzv. primitivni rekurence, tj.: jestlize do této t¥idy patii
n + 2-argumentova funkce h a n-argumentova funkce g, pak do této tfidy patfi
i n + l-argumentova funkce f, spliiujici rekursivni identity

F(0, xq, ooty %) = g(xX15enns X,) 5
FOe+ 1 Xq, ooy X,) = h(x, (X, Xg5 005 Xp)s X5 ceey X,)

Primitivn€ rekursivnimi jsou vSechny b&Zné &iseln& teoretické funkce (n&kterych
budeme uZivat aniZ bychom to o nich dokazovali). Jsou to pfedeviim: funkce f, kde
f(n) = p, je podle velikosti n-té prvogislo (p, = 2, p, = 3, ...), déle funkce exp, kde
piSeme exp (i, n) = exp; (n), coZ je exponent i-tého prvogisla v rozkladu sla n + 0
na souéin mocnin prvodisel (pozor: exp;(n) = 0 se nevylutuje). Déle jsou to funkce
b&Znym zpisobem z téchto sestrojené, anebo takové, jejichZ primitivni rekursivnost je
dostatecné zfejma.

2.2. Vzijemné jednoznatné ocislovani uspofadanych Ciselnych dvojic. Z mnoha
zpusobi jak primitivné rekursivné vzajemné jednoznaéné& ofislovat uspofadané dvo-
jice (u, v) piirozenych &isel (mezi n&% disledng pogitdme nulu) uZijeme zndmého uspo-
fadani uspofaddanych dvojic podle stoupajiciho soudtu u + v a v pfipad€ stejnych
soudtii podle rostouciho prvaiho s&itance. Pak je pofadové &islo r (vdetnd r = 0)
uspofadané dvojice (u, v) dano funkei p, kde

pu,vy=r=0+1+...+@u+o)+u=
=[u+o)(u+v+1)2]+u.

Obracent, kazdé &islo r je takto pofadovym Cislem urdité uspofddané dvojice (u, v)
a to, poloZime-li

v(r) = mi.x ([n(n + )21 £ 1),
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potom je patrné
u=x(r)=r—wr), v=A4r)=2(r)—r.

JeZto ziejmé je
,

W(r) =kzosg (r = [k(k + 1)/2])
(kde sg(x) = 1 pro x > 0, sg(0) = 0 udava patrn primitivng rekursivni funkei sg),
je 1 funkce v a tim i funkce x a funkce A primitivn€ rekursivni. Plati ovem r =
= u(x(r), A(r)) identicky. Krom toho se snadno lze pfesv&diit, Ze funkce 7 roste
v prvnim argumentu (kdyZ u; < u, pak u(u,, v) < p(u,, v) pro kazdé v).

2.3. Aritmetizace pracovni fankce Turingova politace a jeji iterace. Pijde nyni o to
odislovat vzajemné jednoznaéné celkové stavy a, B, ... daného Turingova stroje Cisly
|, |Bl, - .- a udat primitivng rekursivni jednoargumentovou funkci ¢,, tak, aby platilo
Il = @u(l]) tehdy a jen tehdy kdyZ B = ®,(«) (pro jakékoli celkové stavy o, B
daného stroje M). Je-li tedy o = {g;, k, Sy, Sy, ...} (k > 0) celkovy stav stroje, nej-
prve poloZme

la] = QuUsk=1)girgiz p’inm ,

kde &islo m = m, je jednozna¢né uréeno stavem o, jako prvni takové &islo m = k, Ze
plati i, = 0 pro ka¥dé n > m. Cislo |«| je mo¥no podle b&*né terminologie nazvat
Godelovym &islem celkového stavu o (stroje M). Je zfejmé, Ze toto &islo je urdeno
jednozna¢ng pro kaZdy celkovy stav, a navic je i stanoven (&islem m,) jednozna&ng
urdity jeho (normovan\j) zapis jako soufin mocnin prvodisel; pfitom z trividlnich
mocnin prvodisel s nulovym exponentem (které se b¥Zn& vynechévaji a jejichZ pfi-
pousténi bez dalstho stanoveni by &inilo konedny zépis &isla jako soudinu mocnin
prvodisel nekonetné mnohoznainym) piSeme pfesné ty, které umoZiiuji zachytit
vnitfni stav a polohu hlavy — a potfebnou konegnou &ast pasky (s pfislusnymi sym-
boly resp. prazdnymi poliéky). Stejné tak patrn€ i obracené, kazdé kladné Cislo u lze
jednoznaén€ povaZovat v tomto smyslu za &islo uréitého celkového stavu jistého
(nikoli jediného) Turingova stroje; pfitom &islo m (urdujici ve shora uvedeném smyslu
zapis rozkladu ¢&isla 4 v souéin mocnin prvoéisel) je dano. pomoci &isla

k = A(expo (u)) + 1.

Umluva. Zavedme jest€ tyto dv& primitivn& rekursivni funkce, vyuZivajice 1.5
shora:

J(u) = r(expo (u)), K(u) = A(expo (u)) + 1.
Déle poloZme ‘ .

Tr(u) = Jp(J(u), exp 1({1(4))) s Ia(u) = Inf(J(u), exp S(l:)? ,
Kp(u) = K(u) + mp(J(u), exp gg))é 3[7p(I(u), exp gt)))ﬁ]
pro u > 0, jestliZe u = («) je G8delovo &islo celkového stavu « stroje M.
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Lemma 1. BudiZ M dany Turingi stroj s instrukcemi danymi uspoFddanou trojici
funkei Jy, Iy, Myg podle 1.5 shora. Pisme 5g (x) = 1 = sg(x). Polofme

*) ou(u) = [u/2°%® p °"P‘,g() W] ou(ae(w), Kre()=1) T P () 5o (KM(u)) +

~ u
+ gﬁg ( KM(u)) 211(Jm(u). 0) H p::ipi.(u) .
n=0

Pak funkce @y je definovdna (alespori) pro vSechna Géodelova &isla celkovych stavii
stroje M a rovnost @M(a) = fB plati pro dva celkové stavy Turingova stroje M tehdy
a jen tehdy, kdyZ je @u(lol) = |BI.

Poznamka. Funkce @y, tzv. aritmeticka pracovni funkce stroje M, by se stala (jak
Ize snadno ukézat) primitivng rekursivni, kdybychom ji vhodn& roziifili i na ta &isla u,
ktera nejsou Godelovymi &isly celkovych stavi stroje M (to jsou vedle nuly pfesng ta
u pro n& neplati k(expo () < ju exp; () < iy (pro i = 1,2,3,...). Stagilo by
prost& dodefinovat ¢, () = 0 pro tato &isla. Srov. niZe, ve vété B. "

Dikaz. (I) Budi pfedng
¢1‘{(a) = ﬁ ’ tj‘ a* = = {qjts k* Sil" Siz*’ ...} 3
«={q;k, S“, Sip e}

Pak sestrojeni &isel j*, k*; i, iy, ... jako &isel uréenych &isly j, k, i, podle 1.4 2 1.5 a
sestrojeni pfislu§nych Godelovych Eisel ||, |a*| celkovych stavi o, o* (za pomoci 2.2
a 2.3) pfimo ukéZe, Ze je vskutku @p(laf) = |o*|.

(II) BudteZ obracend u = |a|, v = |B| dv& Godelova &isla celkovych stavit o, B
stroje M a necht ¢, (u) = v; pak

K (expo (u)) < jaur» exp, (W) S iy (prom=1,2,..)
a podobng pro v namisté u. '

Tedy « = {g;, k, S, Sy, ...}, kde j = y(|af), 0 < k = K(|«]), i, = exp, (J«]) pro
n=1,2,...; podobné pro f namist& o.

Snadno se lze presvédiit, Ze ve smyslu 1.4, 1.5 a 2.3 vskutku plati
B = o* = {qje, k* S 4 Sipes -o-} -
JestliZe totiZ je Ky (|«]) > 0, pak podle (*) je ‘
0) = Fiullel) = 1*» K(s) = Rallal) = *,
i*=i, pro n+k=K(a) a if =Ip(lo]).
JestliZe naopak Ky(|a|) = 0, pak podle (*) je opét
¥(@) = Vaellol) = j*

apfitomk*=1=k,if =0ai*¥  ,=i,pron=23,...
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Je tedy vzdy ¢ M(la[) vskutku Gddelovym &islem celkového stavu o* bezprostfedné
nasledujiciho ze stavu o.

2.4. Tvar funkce vyd¢islitelné na Turingové stroji. Nejprve uvedme tato lemmata:
Lemma 2. Funkce ¢ dand rovnosti o(xy, ..., X,) = |&,,, ... .| je primitivné rekur-
sivnl.
Dikaz. Jest
[y, cxal =35 e Pyt - Pay43 oee Dxybnats - px1+x;2+5 coe Pxy+xp+x3+5 ¢

« Dxy+xa+x3+7 *** Pxy+xo+x34+x4+7 . Pxytxo+octxno1+2n—1 . Pxy 4224 .. +2po 1 420+ 20—1

ve smyslu definice 1. PoloZme tedy
k
ok, xq, ...y %) = (3 x,) + 2k
s=1

prol £ k < n(pro k > nak = 0 miZe byt hodnota funkce ¢ d4na libovolng, nap¥.
= 0). Snadno nahlédneme, Ze ¢ je primitivn& rekursivni funkce. Potom lze psat

X1+ ...+ xp+2n n

'axl,..,,x,,l = [ ' I__[ pr/l!;[lpp(k,xt,...,x,.)] s

z &ehoZ je primitivni rekursivnost funkce o zfejma.
Lemma 3.. PoloZme
l//M(O’ X15 ey xn) = laxl ..... x,.l > l[’M(t + Ia X1s +ees xn) = (PM(lﬁl;l(ts xla‘ IRt xn)) -

Pak Yy je primitivné rekursivni funkce a plati Y(t, x4, ..., X,) = w tehdy a jen
tehdy, kdy?
lpM(t’ axl,...,x..) = B a lﬁl =Ww.

Ditkaz je zfejmy z lemmat 1 a 2, jakoZ i z definice funkce ¥,, v 1.4.

Lemma 4. Je-li B (celkovy) stav libovolného Turingova stroje, pak oznadme na
chvili jako {B) celkovy polet édrek na pdsce za stavu B. Pro libovolné v > 0 poloZme

n(v) =kéls_§ (1 expi (v) — 1])

a dodejme pro formdlni viplnost, ¥e n(0) = 0. Pak n je primitivné rekursivni funkce
a plati {B> = n(|BI).

Ditkaz je podle 2.3 zfejmy, uvazime-li, Ze je-li
B ={g;k Si> S, ...}, pak S; =|
&li i, = 1 tehdy a jen tehdy, kdyZ exp, (I18l]) = 1 (pron = 1,2,...).
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Véta A. Nech! f je n-argumentovd funkce vycislitelnd na Turingové stroji M.
Potom plati rovnost

(A f(xgs e x,) = n(¥ae (mtin (Wt + 1, %45 o0y x,) — Ypglt, Xy, oees X,)| =

= 0), Xy, ..., X,))
a to vZdy, kdyz f je pro x, ..., X, definovdna; kdyZ f neni pro xi, ..., x, definovdna,
pak nemd smysl ani pravd strana rovnosti (A).

Tj. slovy a ponékud méné uréité: Kazda strojové vydislitelna funkce se da sloZit ze
dvou primitivné rekursivnich funkei superpozici pomoci jednoho uZiti operace mi-
nima.

Diikaz je zfejmy z lemmat 1, 2, 3, 4 podle definice 1; stadi si uvédomit, Ze operace
min (... = 0) uZitd na pravé strané rovnosti (A) mé vskutku smysl tehdy a jen tehdy,

t .
kdyZ funkce f je definovana.

Jde nyni o to vyvodit z témé&F trividlni v&ty (A) Kleeneho universilni normélni
formu vygislitelné funkce. (Toto je také jediny na§ krok, ktery neni zcela nasnadd a
ktery neni obvykly.) K tomu cili uvedeme tuto definici:

Definice 2.- a) Je-li Turingtv stroj M po celkovém podtu ¢ taktit své prace v (celko-
vém) svém stavu B, pak uspofadanou dvojici (t, B) nazveme jeho (okamZitym) &aso-
vym stavem. Je tedy &asovy stav stroje tidajem, sestivajicim jednak z (celkového)
stavu, v némZ se pravé stroj nachézi, jednak z doby, po kterou je ,,spuStén®.

b) Je pfirozené odislovat vzajemng jednozna&ng asové stavy (t, B) &isly |(t, B)| = s
tak, Ze ve smyslu 2.2 poloZime |(t, B)| = u(t, |Bl); pak obracens, je-li s &islem asového
stavu stroje M, udéva A(s) = |B| stav, v n¥m¥ se pravé M nachizi, a x(s) = t poget
taktd, po ktery stroj ,,b&Zi““. Pfesn& feCeno, vlastnost Cisla s ,,byti &islem asového
stavu stroje M* znamena totéZ, co spln&ni obou rovnosti

B = P((<(s). @), 181 = A(5)
pti vhodném celkovém vychozim stavu o« stroje M.

Zfejmé k jednomu a témuZ celkovému stavu f miZe pfisluSet v uvedeném smyslu
mnoho asovych stavii s. ZvIa§tE, je-li B koncovy stav stroje, pak kaZdy s, kde A(s) =
= |B] a x(s) je dostatetn? veliké — pEislusi k B.

Véta B*. BudiZ f n-argumentovd funkce vydislitelnd na Turingové stroji M. Po-
loZme ve smyslu-lemmat 1,3 a 4

Eni(S X1y +oes X)) = 1A(5) — @a(A(S))| + 1A(s) — Yag(re(s), X1, - X)
U(u) = n(A(u)) pro libovolnd - s, X;, ..., Xp, 1 .

Potom plati rovnost
(B+) F(Xgsvees X) = U(min (£4(s, X1, -++» Xn) = 0))
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a to vZdy, kdyZ funkce f je pro &isla x,, ..., x, definovdna; neni-li tomu tak, ani pravd
strana rovnosti (B*) neni definovdna. Funkce U a &y jsou primitivné rekursivni,

Dikaz. Primitivni rekursivnost funkci U a &y je zfejma. Podle, definice je
Ex(s, x5, .- X,) = O tehdy a jen tehdy, kdyZ jednak plati A(s) = @p(A(s)) a jednak
plati A(s) = Yar(<(s), X15 -5 X)-

Druh4 rovnost vS§ak znamena podle lemmatu 3 a definice 2, Ze s je &islem ¢asového
stavu stroje pfislusnym k celkovému stavu f (o Godelové &isle |B| = A(s)), do n¢hoZ se
stroj M dostéva po x(s) taktech, jestlize byl spustén ve stavu «,, . . (ve smyslu defi-
nice 1 a lemmatu 2). Prvni rovnost pak znameni, %e stroj se v celkovém stavu f
(o &isle [B| = A(s)) zastavi, tj. tento stav se d4le jen opakuje.

7 %7

Podle 2.2 se Eislo s = y(t | ﬁl) zvétsi, kdyZ se zv&t¥ &islo t = (s). Tedy &slo
min (Ep(s, Xy, +evs X,) = 0)

je pravé takové, Ze T = x(5) je onen nejmensi podet takti, po némZ dojde k zastaveni
stroje, spusténého ve stavu o, ; &ili je '

K(3) = mtin (Wat + 1, x4, .oy x,) = Yplt, X1, -0y %)l = 0).

Je#to Yp(k(3), X15 --.» X,) = A(5), je podle definice 1, rovnosti (A) a lemmatu 4 shora
&islo U(8) = n(A(3)) vskutku hodnotou funkce f pro dané hodnoty argumentd x;, ..., X,
tj. plati (B*).

Obracent je vidgt, Ze &islo min (&y(s, Xy, .., X,) = 0) neexistuje prav¥ tehdy, kdyZ

by se stroj nikdy nezastavil, byv spustén ve stavu a,, ., Tim je v&ta B+ (a tedy
v podstatg jiZ i Kleencho normalni forma) odvozena; zbyva jen nahradit zavislost
definice funkce &,, na volb& Turingova potitade M primitivn€ rekursivni z4vislosti na
vhodném &iselném parametru z; pfesn&ji fe€eno, zbyva nalézt primitivné rekursivni
(n + 2)-argumentovou funkci 7 a takové o&islovani Turingovych strojd (resp. jejich
programil) M &isly z,, aby platilo

TW(Zags S5 Xy e %) = En(S, X155 ;)
pro viechna s, x4, ..., X, a pro viechna M.

K tomuto cili provedme jistou vhodnou a. formalne zJednodusujlcl modifikaci
kaZdého ze stroji M:

Je-li totiZ u(jas in) = ra» pak se miZe stat, 7 n&které uspofddané dvojice (j, i)
neudavaji vnitfni stav stroje M a &islo nékterého ze symbold jeho pasky, a¥koli je
p(j, i) < ry (8- stavé se, Ze je j > jy nebo i > iy a p¥itom u(j, 1) < ul(jas ing)). Je
proto vhodné forméln& modifikovat stroj M ve stroji M* tim, Ze:

a) pfipojime tolik vnitfnich stavii (o &islech j, kde jy < j < jy.) a tolik novych sym-
boli pasky (o &slech i, kde iy < i < ipe), aby bylo splnéno u(j, 1) £ u(jas ia)s

b) pfitom kaZd4 nové instrukce (pro pfidany vnit¥ni stav, nebo pro pfidany symbol)
je identicka (zatimco staré instrukce stroje M plati i pro stroj M*).
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Snadno nahlédneme, Ze novy stroj M* bude vycislovat funkci f vy&islitelnou na
stroji M p¥esné stejnym zplisobem jako dany stroj M; pfitom M* jisté neupotiebi vice
instrukci, neZli jsou ony udané dvojicemi (j, i) o &islech u(j, i) = 0, 1, ..., ry, takZe
miiZeme na tato &isla dvojic omezit argumenty novych funkci J3y, In;, Ty

Nyni jiZ miFeme potfebnou &Ast programu stroje M*, tj. trojici funkci Jig, Ing, mae
(s prav& udanym omezenim argumentd na dvojice (j, i) o &slech 0,1, ..., rM) po-
hodlng zaznamenat jedinym &islem z,, takto:

PoloZme pro r = 0, 1, ..., ry, nejprve

COM(") = M AN+1 I (AN T gra k(M)A +1

jako &islo r-té instrukce, tj. &slo usporadané trojice hodnot funkci Jig, Iy, Tag Pro
r-tou hodnotu jejich spoleného argumentu — &iselnou dvojici (k(r), A(r)) = (j, i).
Pak definujme

Zy = 20M(0) gom(1) gom(2) coM(rM) Hpmm(l)

jako tzv. Gddelovo &islo Turingova stroje M.

Necht obracené je dano &islo z = z,, n&jakého Turingova stroje M. Pak toto &islo
ma nasledujici vlastnosti:

(1) kdyZ exp, (z) > 0 a s* < s, pak exp. (z) > 0,

(2) oznaéime-li jako d(z) délku prvociselného rozkladu &isla &ili pocet prvoc1se1-
nych dgliteld &isla z, pak pro r =0, 1,...,d(zy) — 1, plati 1 < expo(exp, (zu)),
1 < exp; (exp, (z3)), 1 < exp, (exp, (z3)) < 3, exp, (exp, (zp) = 0 kdyZ v > 2. Pak
miZeme psat pro viechny uspofadané dvojice (j, i), kde p(j, i) £ ray = p(j im):
T, 1) = expo (exDys,0(2a)) — 15 In(Js i) = expy (€XDys,0 (2a0) — 1
(7, 1) = exp; (€XPygj,n (2a)) — 1.

PoloZme tedy

(2, j 1) = expo (eXPuyp () — 1, X(z, ;i) = expy (Xpygs,p (2)) — 1

7E(Z, ja l) = €XP, (expu(j,i) (Z)) -1 ’

jestliZe &islo z spliiuje podminky (1) a (2) shora a pfitom pro j, i je u(j, i) < d(z); pro
ostatni uspofadané trojice (z, j, i) miZeme funkce J,I, n definovat t¥ebas nulovou
hodnotou.

Snadno pak nahlédneme, Ze funkce J, I, = jsou primitivn& rekursivni a Ze plati
Iz 5, 1) = In(Go 1) s I(zap Jo 0) = Ing(is 1), lzags J» 1) = 7y 1)
pro viechny uspofadané dvojice (j, i), kde 0 = j < ju, 0 = i £ iy, a pro libovolny
Turingtv stroj M.
" Nahradme konetn& v timluvé pfed lemmatem 1 diisledng funkéni znaky Jp., .);
I, .), my(.-, .) po ¥ad& odpovidajicimi funkénimi znaky J(z, ., .), I(z, ., .), n(z, -, -)
a prepiSme v tomto smyslu i definiéni rovnost (*¥) v lemmatu 1. (Explicitni vypsani
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takto obdrZené rovnosti si mieme usetfit; je tvaru ¢@(z, u) = ..., kde prava strana
vypada formalné Gplné stejné jako pravé. strana rovnosti (*), aZ na to, Ze jen index M
u symbolt pomocnych funkci Ty, Ips, 75 bychom prepsah v dodateény argument z,
kladeny na prvé misto za piislu§né funkéni znaky J, I, 7.)

Tim jsme definovali primitivng rekursivni funkci ¢ o dvojici argumentii (z, u)
takovou, Ze plati ¢(zy, 4) = @p(u) pro kazdé u a kazdé M.

PrepiSme dale v pravé uvedeném smyslu disledné i primitivni rekurenci z lemmatu 3.
ObdrZime tak (n + 2)-argumentovou funkci ¢ (primitivng rekursivni) spliiujici iden-
tity

V0, 2, X1, oo Xp) = lotey, sl s
Yt + 1,2, x4, ..., %,) = o(z, Y(t, ZyXg5 eees Xp)) -

Ziejmé& bude Y(t, Zag X15 +-05 Xp) = Yp(t, Xy, -, X,)

pro kaZdé t, x, ..., X, a kazdé M. Koneln€ i definici funkce £,, ve v&t& B+ pfepiSme
stejnym zpisobem; obdrZime tak primitivng rekursivni funkci ¢, kde

E(z, 8, Xg5 e es Xy) = |Hs) — (p(z,‘l(s)l + 12(s) — W(x(s), z, X1, ..y X,)| 5
pro kterou plati )
E(Zags Sy X1 +evs %) = Engls, Xg5 - -5 X,) Pro viechna s, xy, ..., x, a kazdé M .
Tim je z véty B* odvozena zakladni

Véta B. (O Kleeneho normdlni uniformizaci vyéislitelnych funkct.) Primitivné
rekursivni funkce o n + 2-argumentech £ a jednoargumentovd primitivné rekursioni
funkce U z véty B* maji tuto vlastnost:

Ke kazdé strojové vycislitelné funkci f o n argumentech existuje ¢islo z takové, Ze
plati

f(x1 o0y %) = U (min (&z, s, Xy, .- ., X,) = 0))

a to pro vSechny hodnoty x, ..., X,, pro néz je funkce f definovdna; navic funkce f je
definovdna jen pro takové hodnoty x, ..., x,, pro né? i pravd strana md smysl, tj.
pro néz existuje &islo s takové, Ze &(z, s, X4, ..., X,) = 0. )

Poznamka. Ctena¥ seznimeny se zaklady teorie Turingovych strojt si uvidomi,
Ze pies naprostou formalni shodu pravé uvedené normalni formy vy¢islitelné funkce
a dobfe znamé Kleeneho formy ma tato forma v naSem odvozeni pon€kud odliSnou
interpretaci parametru 5. Ulohu ,,dile¥itych“ hodnot tohoto parametru b&Zng hraje
tzv. &islo vypoétu (number of computation, viz M. DAvis [1], str. 57, 58), tj. &islo celé
kone&né posloupnosti stavl, jimiZ prosel uvaZovany Turinglv stroj, neZ skongil vy-
podet; v nadi interpretaci jsou to &isla &asového stavu stroje ve smyslu definice 2 shora.

2.5. Universalni Turingliv stroj. Zbyva nékolika slovy pfipomenout hlavni smysl
véty B (ktery je v b&né i v pravé uvedené interpretaci stejny). Funkce & z vty B je
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definovana pro viechny hodnoty z, s, X4, ..., X,, tj. 1 tehdy, kdyZ z neni &islem Turin-
gova stroje. Proto nap¥. dvouargumentova funkce g udana rovnosti

(** 9(z, x) = U(n:m (&(z, 5, %45 -vvs X,) = 0))

kde x; = exp;—4(x) (i = 1,2,...,n,), n, = max (exp, (x) > 0),

je definovana pro vSechny hodnoty argumenti z, x takové, Ze existuje s, pro né&Z je
&(z, s, expy, (x), expy (), ..., exp,_—4(x)) = 0. ‘

Ze z&kladi teorie Turingovych strojt (viz M. DAvis [1], str. 42) plyne, Ze funkce g
sama pat¥i mezi strojové vycislitelné funkce; existuje tedy Turingtv stroj Mg, ktery
vyCisluje hodnoty funkce g pravé tam, kde funkce g je definovana. Dokonce by bylo
z uvedeného explicitniho vyjadieni funkce g moZno sestavit pevny (ale dosti sloZity)
program stroje Mg. Stroj Mg je v tom smyslu universalni, e zafixujeme-li hodnotu
prvého argumentu Cislem z,, (programu) Turingova stroje, vyCislujiciho libovolné
pfedepsanou n-argumentovou funkci f, pak zfejmym zptsobem pro hodnotu (.,k6d“
argumentu) x = 2¥3*2 ., pi* | obdrZime hodnotu f(xy, ..., X,) = g(zs, X) funkce f
viude, kde je tato vycislitelna strojem M. Jakoby tedy stroj Mg byl opatien ,,progra-
mujicim programem®, ktery po zaneseni &isla z,, libovolného Turingova stroje M na
pasku stroje Mg zafidi, Ze stroj Mg vykona vy&islovaci praci daného stroje M (pfi
uvedeném ,,k6du‘ x argumentu (xq, ..., X,).

Na z&kladé toho, co bylo prav& fedeno, je jiZ snadné ukézat prosty (a v podstat®
dobfe znimy) ptiklad hromadné strojové nefesitelné tlohy. Je to tzv. tloha o zasta-
veni daného Turingova stroje, které miZeme dat ve smyslu Turingovy teze vyznam
ulohy o ,,konvergenci‘ daného algoritmu pfi daném zadéni; tato tdloha zni takto:

Jest rozhodnout (pfedpov&dét), zda Turingiv podita® M o GodelovE &isle z), se
zastavi & nezastavi, jestlize byl spustén v daném (celkovém) stavu a.

Provedme jednoduchy dikaz algoritmické (strojové) nefeSitelnosti této tlohy.
Oznadme jako § (,,irreﬂexivita“) onu Giselnou vlastnost, kterou maji pravé a jen ta
&isla zy, stroji M, jeZ se nezastavi byvie spustdny pravé ve stavu o, (odpovidajicim
ve smyslu definice 1 zdiznamu &isla samotného stroje M).

Pak tedy ve smyslu véty B plati pro vlastnost § charakteristick4 nutnd a postagujici
podminka:

[*] Cislo z md vlastnost § tehdy a jen tehdy, kdy# z je Eislem néjakého Turingova
stroje a kdyZ neexistuje &islo s (tj. &islo Easového stavu) tak, Ze &(z, s, z) = 0.

Nechf nyni, oproti tomu co mame dok4zat, existuje Turinglv stroj M, ktery nasi
ulohu fe$i. MiZeme bez ijmy obecnosti pfedpokladat, Ze to &ini nésledujicim zpiiso-
bem: Stroj M byv spustén ve stavu «,, se vZdy po kone&ném podtu kroki zastavi a to
vestavu {gr, 1, S, 1,0, ...}, kde S = | anebo S = [J podle toho, zda z,, ma & nema

vlastnost 3. (T je pevné &islo.)

Pozmétime pondkud stroj M ve stroj M takovy, Ye namisto identické instrukce
Ju(T,0) = T, I(T,0) = 0 = ny(T, 0) vedouci k fixaci celkového stavu {gr, 1,
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O, O, O, ...} stroje M dame instrukci zaru€ujici neustaly posuv hlavy doprava, tj. na~
psanou identickou instrukci nahradime instrukeci

Jf(T,0) =T, Iz T,0)=0, nz(T,0)=1

a ostatni instrukce ponechime beze zmé&ny. Potom podle podané definice stroje M
bude platit (opét s ohledem na vétu B):

[**] Cislo z md vlastnost S tehdy a jen tehdy, kdy? z je islem néjakého Turin-
gova stroje a kdy? existuje &islo s (éasového stavu stroje M) takové, Ze &(z, s, z) = O.
Dosadime-li v§ak v podmince [*¥] za z pravé &islo zj, dostdvame se okamZit¥ do
sporu s podminkou [*], tj. dostdvame vysledek ,,z;; m4 vlastnost 3 tehdy a jen tehdy,

kdyZ z5 nema vlastnost J*.

Proto stroj M fesici shora danou ulohu o zastaveni nemiiZe existovat.

Logicky obrat, jimZ se dokéazala nefesitelnost tilohy o zastaveni, je znamy tzv. diago-
nalni postup; sama iloha ma oviem vyznam jen teoreticky a dikaz jeji strojové nefesi-
telnosti je prosty. ObtiZnost dikazi strojové nefeSitelnosti matematicky vyznamnéjSich
dloh (jako napf. problému ekvivalence slov v teorii grup nebo problému faktorizo-
vatelnosti &tvercovych reguldrnich celodiselnych matic (viz P. S. Novikov [5] nebo
A. I. Markov [2], [3]) spoéiva ve sloZitosti a nendzornosti redukce takovych tiloh na
pravé uvedenou 1lohu o zastaveni.
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Pesrome
O HOPMAJIBHOV ®OPME KJIVMHU IS BBIYUCJIHUMEBIX ®VHKIINN

JJAIICJIAB PUT'EP (Ladislav Rieger), Ilpara

M3Becrras mHopMambHast ¢opma KimEWM I 9aCTHYHO BHIMHCIAMEIX (YHKIHH
BEIBOOUTCS HEMOCPEACTBEHHO M3 apmpMeTH3amua paboTsl Mammwasl TIOpHHTaA;
HEKOTOPOE YHpOIUEHWe (IO CPaBHEHHIO C OBBHIKHOBEHHBIM IyTEM) OPH 3TOM HOIy-
YaeTcs IPEMEHCHHEM OIepalid MUHAMYMa He K YHCIy Bbiraacienus (mo I'emerro,
cM. M. Davis [1], . 57—8) BO X T.H. 9HCIIy BpeMEHHOIO COCTOSHHSA; 3THM THCIIOM
U1 JAaHHOYM MamweE! TropuHTa M pasyMeeTcss HaTypaJIbHOE YHCIIO YIIOPSIOIeHHOH
mapel (f, |¢|) HaTypanbHbIX 4mcesl (B HEKOTOpOil HyMmepaumu) rae ¢ obo3HadaeT
YUCJIO INaroB MAIIAHBI, KOTOPEHIM OHA MOXET ITOJI30BATHCS, ITOOBI OCYIECTBHTH
cocrosmue o, urciHoM I'emenst koToporo ssisercs |«|. KpoMe Toro B craThe IpaBO-
JMTCS W3JIOXKEHHE MOHSTHI MAaIWHE! TIOpHHTa C OQHOCTOPOHHEH JEHTOMH.

CONCERNING KLEENE’S NORMAL FORM FOR COMPUTABLE
FUNCTIONS

LADISLAV RIEGER, Praha

The well known Kleene’s normal form of a Turing-computable function (= partial
 recursive function) is shortly inferred. Instead of the usual Gédel numbers of a com-
putation (cf. e.g. M. Davis [1], pp. 57—58) as values of the minimized parameter,
the so-called time-state numbers of a Turing machine are used, yielding explicit and
relatively simple expression for Turing-computable functions in Kleene’s normal
form; a time-state number of a Turing machine M is a number of any ordered couple
(¢, lx|) of naturals (in a suitable numbering) where ¢ is the number of steps of M from
some initial state to the *““present” state « whose G6del number is |z|. An exposition of
the notion of Turing machine with a one-sided tape as well as the diagonal argument
for recursive unsolvability of the ‘“halting-problem” are also given.
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