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Casopis pro péstoviani matematiky, ro. 87 (1962), Praha

POZNAMKA K ROTACNIMU OSKULACNIMU KUZELI KRIVEK
V CENTROEUKLIDOVSKEM PROSTORU E

CEsTMIR VITNER, Praha
(Doslo dne 5. kvétna 1961)

V préci je ddna novad geometrickd charakterisace rotaéniho oskulaCniho
kuzele kfivky v centroeuklidovském prostoru E§ (véta 2). Dikaz véty 2 se
opiré o vétu 1, kterd udava vztah mezi euklidovskymi a centroeuklidovskymi
invarianty kfivek na kouli se stfedem v polatku prostoru a ma tak samo-
statny vyznam.

* M&jme kiivku r = r(s) v E3, kde s je euklidovsky oblouk, pfi emZ determinant
[dr/ds, d*r/ds?, d3r/ds®] je rizny od nuly. BudiZ e, e;, e, privodni euklidovsky troj-
hran, sestrojeny ortonormalisaénim procesem E. Schmidta z vektort dr/ds, dr?/ds?,

d3r/ds®. Plati, jak zndmo, Frenetovy vzorce
de, de e
1 2
—— =Kj€;, —— =—Ki€ + K&y, —— =— K€y,
ds ds ds

kde x4 a x, jsou euklidovské kfivosti kfivky. Pro x, x, plati zndmé vzorce

1) a) x = /(ﬂ Efr>, b) x; = [[dr/ds, d*r/ds?, d3r/ds?]| .

ds?’ ds? x}

Pro euklidovsky priivodni trojhran se pomoci Frenetovych vzorcd snadno odvodi
vzorce

dr 1 d?%r k, dr  dx,/ds d%r + 1 d%

O -l o -LlLr . mdr dojds
ds K, ds? K, ds ki, ds* KK, ds

Predpokladejme, Ze pro nasi kfivku plati [r, r-, r] # 0. Oznaéme nyni ¢ centro-
euklidovsky oblouk na r, tj. euklidovsky oblouk na kfivce a,, urené vztahem r = ga,,
kde g je vzdalenost bodu kfivky od pocatku. Ortonormalisaénim procesem E. Schmid-
ta sestrojme z vektor& r, dr/de, d’r/d@® privodni centroeuklidovsky trojhran a,,
a,, a,. Plati pak Frenetovy vzorce

! ’ 7
3) o =ay, a;=— 09+ wa,, a,=-— 0a,,

kde w je centroeuklidovskéd kfivost. (Pro podrobnosti viz praci [1].) Umluvme se
v dal§im pouZivat ¢arky pro oznadeni derivaci podle centroeuklidovského oblouku.
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UvaZujme nyni specidlné kfivky na kouli se stfedem v poéatku prostoru. Plati tedy
¢ = konst a miZeme zfejmé poloZit s = g¢. Nyni plati nésledujici véta:

Véta 1. Pro kfivky na kouli poloméru g se stiedem v poldtku prostoru plati vzorce

J1+ o? . = || ,

4 K, = > - ’
@ ! 0 2 o(1 + @?)
e = a ey = 1 a, + @ a
o =41, € =— ———— a4y T ————4a,
J1+ @? \/.1+w2.
w 1 ’
e2=a<————~ao+——————a2>,kdes=sgnw.
J1 + @ \/1+w2

Dikaz. Vyjdeme ze vzorct (1) a (2). Vyjadfeme derivaci k¥ivky podle s pomoci
base ay, a4, a,. Vzhledem k tomu, Ze plati ds/dp = o, dostaneme pomoci Freneto-

vych vzorci (3) postupné:

dr do 1
5 — = (pay) — = ga; - = a,,
() s (e o) ds QIQ 1
dr 1, 1
—s—2-=—a,=—(—a0+a)a2),
Q Q
d3r 1 ’ . ” 1 ,
?=Ei[—ao+(wa2)]=E[—al(1+w2)+wa2].

Z (1,a) dostaneme podle (5)

. = A/ 1+ o?
1 22
Z (1,b) pak podle (5)

l:ai,l(— ao + wa,), lz(—- a,(1 + 0®) + w’az):l
Q Q

Ky =
2 xf
|| |o’lo? o]
= a;, —ap, a = = .
o’x} ez, — a6 a]i *(1 + 0¥ o1 + @?)

Abychom dostali zbyvajici tvrzeni v&ty o privodnich trojhranech, dosadme deri-
vace (5) do vzorce (2). S pouZitim jiZ dosaZenych vysledkd pro kfivosti dostaneme

e = a,, el=i.—1—(—ao+wa2)=—1——(—ao+wa2),
Ky @ J1+ o?
d
e =g, - TG Lk vy + L [ a1+ o) + wa,] =
K2 Kikz @ KiK2 Q
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_ J1T+ 0% ol + o) ay — 0w’ o2 ol + wz)l.
e '] AT+rat(l+0?) o] e

0 ol +0®) 1 [
J1+ o o] ¢

[wao - o?a, + (1 + w?)a,] =

(= ay + way) + — a1 + 0?) + w'a,] =

1

|l

?J
o'l JT+ o7

Tim je véta dokazana.

Poznamka 1. Dalo by se ukazat, Ze véta 1 plati i pro pfipad, Ze ve zkoumaném
bodé plati k, *+ 0, xk, = 0, definujeme-li ovSem vhodné& binormalu a ¢islo e.

Véta 1 ma sviij samostatny vyznam. My pouZijeme jeji ¢asti k dikazu nasledujici
véty 2, ktera je hlavnim obsahem tohoto ¢lanku. V této vété se bude pouZivat pojmu
rotagniho oskulaéniho kuZele kfivky v ES, ktery byl autorem zaveden v praci [1].

Véta 2. V kaZdém obycéejném bodé kFivky v E5 existuje prdvé jeden rotacni kuZel
s vrcholem v poldtku, ktery md s kfivkou v tomto bodé styk druhého Fddu. Tento
kuZel splyvd s rotaénim oskulaénim kuZelem kfivky v tomto bodé.

Dikaz. Zvolme pravoihlou soufadnou soustavu {0, a,, a4, a,}, kde 0 je poCatkem
prostoru a aq, a,, a,'je pivodni centroeuklidovsky trojhran kfivky v uvaZovaném
bodg. Pro privodi¢ r bodu v prostoru E§ pak plati r = xa, + ya,; + za,. Méme
nyni rota&ni kuZel s vrcholem v podatku, s osou rotace se smérovymi kosiny «, 8, y
a s poloviénim vrcholovym tihlem . Ozname p = cos? y. Rovnici zminéného kuZele
pak miZeme psat, jak znamo, ve tvaru

(6) x? + y? + 22 ——(ax+ﬂy+yz)2—0

Pritom podle predpokladu plati
(7) + pP+yr=1.
Pomoci Frenetovych vzorcd (3) a Taylorovy véty lze pro soufadnice x, y, z bodu

ktivky r(p) v bodé ¢ = 0 odvodit snadno rozvoje

m 4

" —o 0" — 3o

(8) x=g+oo+——0+ 2
2 6
, 30" — o(1 + w?
y = ep + @'¢? +—Q—%———)<p3+.-.,
_ 0w 30'w + g0’
2 ¢ s 7
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Dosadime-lj tyto rozvoje do rovnice (6), dostaneme

© x2+y2+zz—l(otX+/3}’+)’z)2=
p

1 1 ,
= gz (1 —; a2)+ (0 [(1 - ; a2> ZQQ ~ %aﬁgz] +
p

1 ! ”n 1
+¢2[(l ——a2>(gz+gg —92)+<1 ——-—ﬂ2>92 \iaﬂgg'—l—aygza) +
P P P P

e {<1 ~ a2> [Q(QW =30 4 (e - 9)] * (1 -1 ﬂz) 20’ ~
p 3 D

2 /I_QZ , 30_ 21+(JJ2 2 , , ,
_;aﬁl:gg_____+gz+ 00" — 0%( ) __ay[ggw+g3gw+gw]_i

2 6 D 2 6
—lﬂygza)} +...=0.
P

Aby kuel (6) mél s kfivkou v bod& ¢ = 0 styk druhého adu, musi se rovnat nile.
koeficienty u ¢°, ¢, ¢ v rozvoji (9). ' ' ' a

Postupné tedy dostaneme

1-Le—0, g0, -Lmew=o,

: p . P .

.
w*=p, B=0, cyo=p.

Podle (7) také plati a® + y* = 1.

Odtud dostaneme ayw = o, tj. & = yw a dale

’))2602'*")’2———1, t_]. y = . o .
+J/1+0*
Celkem tedy mame

) 2

(10) o=, ﬂ=0’ yz__i_.___’ pP= @ 3"
+ /1 + o : + 1+ - 1+

‘Existuje tedy jediny kuZel pozadované vlastnosti a ma rovnici

, . , . -
(1) P ( = x+—-—‘—2>=0.
® J1+e* 1+
Osa rotace tohoto rotagniho kuZele mé smé&rové kosiny w/y/1 + @%,0,1/\/1 + o?,
které uréuji zfejmé vektor

(12)

o 1

\/1+w2 J1 + 0?
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Privodni centroeuklidovsky trojhran ao, a4, a, viak splyvé, jak znimo (viz [1]),
s priivodnim trojhranem jeho indikatrix (tj. primé&tu k¥ivky s po&atku na jednotkovou
kouli se stfedem v po&atku prostoru). Odtud, ze vzorce (12) a z véty 1 plyne, Ze vektor
(12) je jednotkovy vektor binormaly indikatrix zkoumané k¥ivky. Odtud kone&ng,
podle definice rotadniho oskuladniho kuZele (viz [1]), plyne, Ze nalezeny kuZel je
vskutku oskulagnim kuZelem nasi kfivky. Tim je véta dokazana.

Poznamka 2. Ze vztahu p = 0?/(1 + »?) odvozeného v dikazu vty 2 snadno
plyne vzorec w? = cotg? ¥, kde ¥ je poloviéni vrcholovy thel rota&niho oskulaéniho
kuZele kfivky. To je zndmy geometricky vyznam centroeuklidovské kfivosti w (viz
[1])

Poznamka 3. Hledejme jesté podminku pro to, aby oskulaéni rotaéni kuZel mél
v uvaZovaném bodé s kiivkou styk tfetiho fAdu. Z rovnice (9) dostaneme podminku

oy 600’w + 0’0’
3

coZ se pomoci (10) redukuje na — ¢%w’/3w = 0 neboli @’ = 0 v uvaZovaném bodg.

Tento vysledek je v souhlase s tim, Ze kfivka na rotanim kuZeli se sttedem v podatku

je charakterisovana podminkou o = konst. (Viz [1].)

200" — =0,
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Pe3romMme

3AMEYAHHUE K COITPMKACAIOMIEMYCA KOHVCY BPAMEHHWA
KPUBBIX B IIEHTPOEBKJIMIOBOM ITPOCTPAHCTBE Ej

YECTMUP BUTHEP (Cestmir Vitner), ITpara

I'MaBHEIM pe3yibTaToM PaGoTHI SBIseTCs ciemyomas TeopeMa (Teopema 2):
B xaxmoii oGBIKHOBEHHOU TOYKe kpHBOiH B Ej CyIIeCTBYeT B TOYHOCTHE ONHH KOHYC
BpAIeHHA C BEPIIMHOX B Havasle KOOPIAHHAT, MIMEIOIIHMI ¢ KPHBOM B 3TOH TOYKE Ka-
CcaHde BTOpPOro HOPSAAKA. DTOT KOHYC COBHANAeT C COTPHKACAIOUIAMCH KOHYCOM
KpuBoii B 3T0# Touxke. (OmpezeeRre 5TOro Xonyca 65110 JaHo aBTopoM B paboTe [1].)
JokazaTenbCTBO TeopeMBl 2 ommpaercs Ha TeopeMy 1. Teopema 1 mmeeT, oHAKO,
CBOE CaMOCTOSATENHHOE 3HAYEHHE; OHA HAeT COOTHOIIEHHE MEXIY €BKIHIOBBIMH
¥ OEHTPOEBKIMIOBEIME KPHBH3HAMM, a TAXKE MEXIY €BKIAIOBEIM H LEHTPOEBKIH-
JOBBIM COIPOBOXNAIONIMMHA TPEXIPAHHAKAMYE KPHBHIX Ha Mape ¢ EHTPOM B HaJaje
IIPOCTPaHCTBA.

324



Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG UBER DEN ROTATIONS-OSKULATIONSKEGEL
DER KURVEN IM ZENTRALEUKLEIDISCHEN RAUME Ef

CesTMIR VITNER, Praha

Als Hauptresultat der Arbeit erscheint folgender Satz (Satz 2): In jedem gewhnli-
chen Punkte der Kurve im Ef existiert gerade ein Rotationskegel mit dem Scheitel im
Ursprung, welcher in diesem Punkte mit der Kurve eine Berithrung zweiter Ordnung
besitzt. Dieser Kegel ist mit dem Oskulationskegel der Kurve im betrachteten Punkte
identisch.(Dijeser Kegel wurde von dem Verfasser in der Arbeit [1] definiert.) Der
Beweis von Satz 2 ist auf Satz 1 begriindet. Der Satz 1 hat jedoch eine selbststindige
Bedeutung; er gibt eine Beziehung zwischen den eukleidischen und zentraleukleidi-
schen Kriimmungen sowie zwischen dem eukleidischen und zentraleukleidischen
begleitenden Dreikant der Kurven auf der Kugel mit dem Mittelpunkt im Ursprung
des Raumes an.
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