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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 87 (1962), Praha

POZNAMKY O LINEARITE ZOBRAZENI E, DO E,

ANTONIN SOCHOR, Praha

(Doslo dne 14. prosince 1960, v nové tipravé dne 14. bfezna 1961)

V této praci jsou udany postalujici podminky pro to, aby prosté zobrazeni
E, do E,, m = 2, bylo linedrni.

Ve speciélni teorii relativity se pfi odvozovani Lorentzovych transformaci vychazi
z pozadavku, aby pohyb hmotné &astice, ktery se jevi rovnomérnym a pfimocarym
jednomu pozorovateli P, byl rovnomérnym a pfimodarym pohybem i vzhledem ke
ka¥dému pozorovateli P, ktery se vzhledem k P pohybuje rovnomé&rn& a pfimodafe.
Jednim ze zakladnich poznatki, ze kterych vychazi specidlni teorie relativity, jest, Ze
pohyb kterékoli hmotné &astice se miZe dit pouze rychlosti mensi neZ je rychlost
svétla c.

UZjvame-li k popisu pohybil prostoro&asu, tj. tyfrozmérného aritmetického pro-
storu E, (se specidlni metrikou), jsou trajektorie rovnom&rn& pfimodafe se pohybu-
jicich hmotnych &astic pfimkami v E,, které lze popsat rovnicemi

xk=ka0+Ak (k=1,2,3),

kde x, je as, x,, X, X3 prostorové soufadnice, ¥ sloZky rychlosti ve sméru k-té osy
a A, sloZky radiusvektoru, ktery udava polohu hmotného bodu v &ase x; = 0. Tyto
primky spliiuji podle ho¥ejsiho poZadavek V3 + V3 + V3 < ¢, ktery Ize pro p¥ipad,
Ze hmotny bod mé v case x, = 0 polohu x; = x, = x; = 0, vyjadfit také takto:
Jsou to pfimky, pro jejichZ kazdy bod [x;, ..., X,] = [0, ..., 0] plati podminka

m
(1) Y xZ < c*x}.
k=2

Lorentzovy transformace jsou tedy prosta zobrazeni E, na E,, ktera prevadé&ji kaZ-
dou pfimku rovnob&’nou s n&kterou piimkou z kuZele (1) v pfimku.

Tato prace vznikla zobecnénim otazky, je-li zobrazeni spliujici tuto podminku jiZ
linearni.

*Je ukazano, Ze predpokladame-li spojitost uvaZovaného zobrazeni aspoii na jedné
pfimce, je toto zobrazeni linedrni jiZ tehdy, pfejdou-li vSechny pfimky rovnob&iné
s jistymi koneén€ mnoha pfimkami v pfimky. Na piikladé je ukdzano, Ze za téchto
zeslabenych pfedpokladii nelze poZadavek spojitosti na jedné pfimce vynechat.
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Pro pfipad, Ze v8echny pfimky rovnob&Zné s pfimkami z n&jakého kuZele piejdou
v piimky, je linearita uvaZovaného zobrazeni dokazana bez pfedpokladu spojitosti.

Zavedme toto

Oznadeni. Bud F prosté zobrazeni prostoru E,, do E,, m = 2. Bud P mnoZina
vSech pfimek P takovych, Ze pro kaZdou p¥imku Q, rovnob&znou s P, je F (Q) piimka.
Dale bud R mnoZina vSech rovin, obsahujicich tfi rizné pfimky z P, prochézejici
tymZ bodem.

Lemma 1. Jsou-li P, Q riiznobézky z ¥, jsou F(P), F(Q) opét riiznobézky.

Diikaz. Podle pfedpokladu jsou F(P), F(Q) pfimky. ProtoZe zobrazeni F je prosté,
je F(P) + F(Q); zfejm& F(P) n F(Q) = 0.

Lemma 2. Je-li ¢ € R, je F(g) &dst roviny.

Dikaz. Budte 4, B, C rizné pfimky z P, leZici v ¢ a prochéazejici tymZ bodem.
Pfimky F(A), F(B) urduji podle lemmatu 1 jakousi rovinu ¢. Bud x libovolny bod
mnoZiny ¢ — C. Bodem x prochazi pfimka R rovnob&Zné s C; F(R) je pfimka, majici _
spoletny bod jak s F(A4) tak i s F(B), pfi éemZ tyto body jsou riizné. Je tedy F(x) e
€ F(R) c 0. Je-li x € C, existuje pfimka S rovnobéZna s A4 takova, Ze x € S. Podle
predpokladu je S € Y, takze Q = F(S) je ptimka. Podle toho, co jsme pravé dokazali,
je y € o pro kazdy bod y € Q, y + F(x). Odtud plyne ihned, Ze F(x) € Q < o.

Lemma 3. JestliZe P, Q jsou dvé rizné rovnobéZky z YV a jestlifZe PL Q <
< o €R, pak F(P), F(Q) jsou opét rovnobézky.

Dikaz. Podle lemmatu-2 leZi ptimky F(P), F(Q) v téZe roving; protoZe F je prosté
zobrazeni, je F(P) n F(Q) = 0. '

Lemma 4. Nech? A, B, Ce. BudiZ ddn rovnobésnik o strandch rovnobézZnych
s A, B a jedné uihlopFicce rovnobézné s C; druhou thlopFicku oznaéme pismenem D.
Potom je F(D) é&st primky.

Ditkaz. Budte x, y, z libovolné tfi body pfimky D. Sestrojme dva rovnob&zniky
s vrcholem x a proté&j§imi vrcholy po fad€ y, z takové, Ze strany prochazejici bodem x

vy s

jsou rovnobé&Zné s A, B. Podle lemmat 1 a'3 jsou obrazy téchto rovnobé&Zniki opét.
rovnobézniky, které maji dvé strany totoZné a jejichZ uhlopi#icky -neprochézejici,
bodem F(x) jsou rovnob&Zné. Odtud plyne, Ze i thlopfidky prochézejici bodem F(x)
jsou rovnobéZné a tedy totoZné. To znamen4, Ze body F(x), F(y), F(z) leZi na jedné

piimce.

_Lemma 5. Nech? 9,0 €R, P =0 noeP. Potom pro kaZdou pfimku Q rovno~
béznou s P je pfimka F(Q) rovnobéznd s F(P).

Dikaz. Jestlize Q leZi v ¢ nebo v g, pouZijeme lemmatu 3. Necht tedy Q n (¢ U
v ¢) = 0. Bud ¢, rovina rovnob&Zn4 s ¢ a prochazejici pfimkou Q. Potom je Py =
= 9, N o pfimka rovnobé&Zné s P a podle lemmatu 3 je F(Pl) piimka rovnob&ni
s F(P). Snadno se zjisti, Ze je téZ o, € R. Odtud a z lemmatu 3 plyne, Ze jsou pfimky
F(P,) a F(Q) a tedy i pfimky F(P) a F(Q) rovnob&Zné. / :
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Oznadeni. Je-li P k-rozmérny prostor se zvolenou soufadnou soustavou a jsou-li
ay, ..., a, teélna &isla, pak symbolem [ay, ..., a;] nebo [{a;}%-,] oznatime bod
o soufadnicich a;; ze souvislosti bude vZdy patrné, ktery prostor a kterd soufadnd
soustava se mini.

Bud déle g € R a budte 4, B dvé& rliznobézky z P, které leZi v 9. Zvolme v g takovou
soufadnou soustavu, aby piimka A (resp. B) byla mnoZina t&ch bodd, jejichZ druha
(resp. prvni) soufadnice je nula. V roving, uréené piimkami F(A), F(B) urdeme tako-
vou soufadnou soustavu, aby platilo F([0, 0]) = [0, 0], F([1, 0]) = [1, 0],
F([0, 1]) = [0, 1], coZ1ze, nebot pfimky F(4)a F(B) jsou podle lemmatu 1 riiznob&Zné.

Definujme nyni na mnoZin& viech realnych &isel funkce @, ¥ predpisem F([a, 0]) =

= [#(a), 0], £([0, a]) = [0, ¥(a)]-

Lemma 6. Pro vSechna redlnd a, b je

o(3(a + b)) = 3(9(a) + (b)) -

Ditkaz. MiZeme pfedpokladat, Ze a + b. Existuje pifimka C e takova, Ze 4 =+
+C=+B, Ccgai AnBn C+ 0. Nad tisetkou o koncovych bodech [a, 0],
[, 0] sestrojme rovnob&nik o stranach rovnob&Znych s B, C. Bod [4(a + b), 0] je
pak priiseéikem obou thlopfiéek. Podle lemmat 1 a 3 pfejde pii zobrazeni F tento
rovnob&#nik opé&t v rovnobé&Znik; thlopfitky se protinaji v bodé [3(®(a) + #(b)),0] €
€ F(A). Podle lemmatu 4 je tento bod obrazem bodu [3(a + b), 0].

Lemma 7. Pro vSechna redlnd a, b je ®(a + b) = &(a) + &(b).

Diikaz. Z definice funkce @ plyne ihned, Ze $(0) = 0. Podle lemmatu 6 je tedy
&(a) = (3(2a + 0)) = 38(2a) + 38(0) = 1P(2a), takZe &(a + b) = B(3(2a +
+ 2b)) = 39(2a) + 3P(2b) = &(a) + &(b).

" Lemma 8. Pro kazdé raciondlni a je #(a) = a. (Plyne snadno ze vztahu &(1) = 1
a z lemmatu 7.)

Lemma 9. Bud C takovd pFfimka, ¢ A+ C+ B, CeWP, Cc o, AnBnC =+ §
(takovd pFimka C existuje). Bud c takové &islo, Ze pFimka, prochdzejici body [c, 0]
a [0, 1], je rovnobésnd s C. Potom existuje takové rediné k, Ze pro vSechna a je
¥(a) = k - 9(ca).

Dikaz. Zvolme a % 0. Pfimka, prochazejici body [ac, 0] a [0, a], je rovnob&’na
s pfimkou C; jeji obraz je pfimka, prochézejici body [#(ac), 0] a [0, ¥(a)], a podle
lemmatu 3 je rovnob&Zné s pfimkou F(C). Pom&r P(a) : #(ac) nezévisi tedy na a.

Vétal. Budm = 2. Nechf existuji pFfimky A,, ..., 4,, €V stémito vlastnostmi:

1. Viechny pFimky A; prochdzeji jednim bodem x, ale nelei v téZe (m — 1)-
rozmérné nadroving. ‘

2. Rovina, uréend pifmkami A;_,, A;, patii do R pro i = 1,..., m (klademe

4, = 4,).
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3. Zobrazeni F je spojité na pFimce A,.

Potom je zobrazeni F linedrni.

Dikaz. Zvolme takovy soufadny- systém, aby bod x byl podatkem a pfimky A;
soufadnymi osami. Bud v; vektor o polateénim bodg y = F(x) = F([O0, ..., 0])
a koncovém bodé F([{5;}7-,]). Definujme funkce @; vztahem F([a{6;;}7- 1])
=y + &(a) v; (a redlné, i =1,...,m). Je-li P pfimka rovnob&na s n&kterou
pfimkou A;, jsou podle pfedpokladu 2 a podle lemmatu 5 (pro m = 2 podle lem-
matu 3) pHmky F(P), F(4;) rovnob&né. Odtud snadno plyne, Ze pro libovolnd
realnd a,, ..., a, je

) Fag, .. a,]) = y + iz:@,-(ai) 0.

Pomocf spojitosti zobrazeni F na pfimce 4, a pomoci lemmatu 8 zjistime, Ze &,(a) =
= a pro kaZdé a. PoloZme nyni vlemmatu 9 A = A, B = A,. Existuji takova k, c, Ze
®,(a) = k @,(ac) = kca. Dosadime-li sem a = 1, dostaneme vztah kc = 1, takZe
®,(a) = a pro v§echna a. Stejn& se nahlédne, Ze ®(a) = a atd. Podle (2) je tedy

F(ay,....,an]) =y + Z ap;. Tim je véta dok4zéna.

Véta 2. Bud ¢ > 0. Bud P, mnoZina vSech primek, jejichZ kaZdy bod rizny od
pocdtky leZi v kuzeli Z x? < cx3. PFedpoklddejme, e P, = P. Potom je F linedrni.
i=2
Diikaz. Zvolme takovou soufadnou soustavu, aby pfimky
A,‘={X1=...‘= Xi-1 =xi+1=...=x,,,=0} (i=1,-..,m)
patfily do P, a aby pfimky
Ci = {x1 = s T X T X2 T el =X, = 0, Xi + Xit1 = 1}
i=1,..m
patfily do Y. Takova volba je moZné. Bud nyni v; vektor o-pocateCnim bodg y =
= F([0, ..., 0]) a koncovém bod& F([{6;;}7,]). Definujme funkce &, predpisem
F([{aé,-j}}"=1]) =y + &,a) v, PoloZme v lemmatu 9 A = A;, B=4,, C=C,.
Podle volby ptimky C je ¢ = 1, takZe @,(a) = k @,(a); dosadime-li sem a =1,
vidime, Z¢ &,(a) = &,(a). Stejn& se dokaZe, Z¢ ®3(a) = d4(a) atd. Pi¥me tedy
@ (a) = &(a). KaZda rovina, obsahujici n&akou p¥imku z P,, pati zfejm& do R;
odtud snadno plyne, Ze pro m > 2 je kazd4 z pfimek A; prinikem dvou rovin z K.
Podobnou uvahou jako v dikaze predeslé véty zjistime, Ze pro libovolnd redlni
a, ..., a, plati

. m
€)) F(ay, - am]) =» +‘Z1 D(a;) v;
iS
Zvolme nyni redlné a; dokédZeme, Ze

) (2(a))* = #(a”).
MiiZeme pfedpokladat, Ze a + 0. Snadno se zjisti, Ze aspori jedna z uhlop¥icek rovno-
bemika o vrcholech [0, ..., 0],
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Xy = [{6:37=1], x5 = [{a025}7= o> [{01; + adsj}i=1]

lei v Y. Bud P p¥imka, prochazejici body X, x,- Podle lemmatu 4 je F (P) tast ptim-
ky Q, ktera prochézi body F(x,) = y + vy, F(xz) y + v, &(a). Pimka P je uréena
rovoicemi ax; + X, = @, X3 = ... = x,, = 0; bod Z = [{ady; + (a — )52,} 1]
le#i tedy na P. P¥imka Q je mnoiina bodll y + avy + Pv,, kde a H(a) + f = P(a).
ProtoZe F(Z) =y + &(a) v; + &(a — a?) v, €Q, je (¥(a))* + ¥(a — a?) = &(a).
-Odtud a z lemmatu 7 plyne ihned (4) :

Je-li nyni x < y, existuje redlné &slo a takové, Ze x — y = a®. Podle lemmatu 7
a podle (4) je tedy ®(y) — &(x) = (¥(a))* > 0. Vidime, e zobrazeni & zachovaiva
uspofadani; odtud a z lemmatu 8 lhned plyne, Ze & je identita. Podle (3) je tedy zobra-
zeni F liriearni.

Nasledujici priklad ukazuje, Ze v&ta 1 neplati bez pfedpokladu spojitosti.

" P¥iklad. Ze zndmého Zornova lemmatu snadno plyne, e existuje mno¥ina M <
< E, s témito vlastnostmi: ‘
- a) leM;

b) Zadny prvek mnoZiny M nelze vyjadfit jako linedrni kombinaci s racionalnimi
.koeficienty jinych prvkid z M;

c) kazdé redlné &islo Ize vyjadfit jako linedrni kombinaci s racionalnimi koeﬁ01enty
prvki z M.

Zvolme Cisla x4, x, € M tak, aby bylo 1 + x; % x, + 1; bud K mnoZina vSech
line4rnich kombinaci s racionalnimi koeficienty prvkd mnoZiny M — {1, xy, x5 }.
Ka?dé x € E, Ize jednozna¢n& vyjadrit ve tvaru x = ko + kyx; + kyx, + z, kde k;
jsou racionalni a z € K. PoloZme nyni ®(x) = ko + kaX; + kyX; + z a pro kady
bod [x, y] € E, definujme F([x, y]) = [&(x), (y)]. Ziejm& &(d(x)) = x,
F(F([x, y]) = [, y]; odtud plyne, Ze F je prosté zobrazeni E, na E,.

Budte «, B racionalni &sla, |«| + [f] > 0, a bud P piimka ax + By = 0. Doka-
Zeme, e zobrazeni F prevadi kazdou pf¥imku Q, ktera je rovnobéZna s P, zase v p¥im-
ku. Bud tedy Q piimka ax + By = 7 (y € E,) a bud [Xo, ¥o] € Q. Existuji racionalni
‘Ysla r;, 5; a prvky ¢, v mnoZiny K tak, Ze

Xo =Tg + FiXy + 12Xy + 1, Yo = So T §1%1 + $2%; + v;

‘Zfejm&y = arg + Pso + (ary + Bsy) Z, + (ar, + Bs;) Z, + at + Po. Snadno se pre-
-svéd&ime, Ze B(y) = a B(x,) + B B(yo); to viak znamend, Ze bod F([x,, y,]) leZi na
pfimce Q, o rovnici ax + By = &(y). Dokazali jsme, Ze F(Q) = Q,. Stejné se zjisti,
¥e mnoZina F(Q,) je &sti ptimky o rovnici ax + By = &(®(y)); protoze &(&(y)) = 7,
je F(Ql) Qatedy Q, = F(F(Qy)) = F(Q). Odtud a ze vztahu F(Q) = Q, plyne, Ze
F(Q) =

Vidime, ie existuje nekoneénd mnoho pifimek, které prochazeji pocitkem a patfi
do Y. Ozna¥me jesté symbolem R mnoinu viech [x, ] € E, kde x, y jsou racionalni.
‘MnoZina R je hustd v E, a pro kaZdy bod [x, y] € R je F(x, y) = [x, y]. ProtoZe
zobrazeni F neni identické, neni spojité a neni tedy ani linearni,
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Pe3romMe
3AMETKA O JIMHEVIHOCTU OTOBPAXXEHUA E,.BE,

AHTOHUH COXOP (Antonin Sochor), Ilpara

B 3T0i#i paboTe HMCCICHOBAHBI YCJIOBHSA, JOCTATOYHBIE IUIL TOTO, YTOOBI IPOCTOE
orobpaxenue E,, B E,, m = 2, 65u10 muHeinbM. OKa3bIBAETCS, YTO €CIH MPEIIOIO0-
XUTh HENIPEPHIBHOCTH 00CYKIaeMOro 0ToOpaxeHus X0TS OBl Ha OHOH NMpsSMOH, TO
3TO 0TOGPaXKEHHE OKAXKETCs JIMHENHBIM YK€ B TOM CJIy4ae, eCld BCe IpsMEle, Hapal-
JIETbHBIE C ONPENEICHHBIM KOHEYHBIM KOJIMYECTBOM IPSMBIX, MEPEHNYT B IPSIMBIE.
ITpuBOaMTCS PUMED, IIOKa3HBa}0H1PIPI, YTO IPH TaKUX YCIOBHSIX HENH3S BBIIYCTHUTH
TpeOoBaHNe HEIPEPHIBHOCTH.

O6o3Ha9iM 4epe3 P, MHOKECTBO BCEX MPAMBIX A, IJIS KOTOPHIX CIpaBelIiBa MM-
IUTAKAITHS ’

) x€d4, X =[Xg, 0, Xp] % [0,...,0] = > Y xZ <3x3,
k=2

THe ¢ — IPOM3BOJILHOE MOJIOKHUTEILHOE THCI0. J{OCTATOYHBIM YCJIOBHEM IS JIHHEH-
HOCTH OTOOpaXeHHs SBJIAETCS TO, YTOOGHI BCe MPSAMElE, MapaUIebHble KaKOR-TH60
npsMoit 13 P, IepeId CHOBA B IPSIMBIE.

PesynbTaThl 3T0M paGOTH MOXHO IPUMEHATH B TEOPHH OTHOCHTENEHOCTH, HIOTOMY
910 npeobpasopanus Jlopenna sBiasitoTca oTrodpaxenusmu E, B E,, KoTOpHIe mepe-
BOJIAT KaX/yio IPsMYXO0, NapalUIebHYI0 Kakol-1n60 npsMoii u3 xoryca (1), B mps-
MyIo.

Summary

ON THE LINEARITY OF MAPPINGS OF E, INTO E,

ANTONIN SOCHOR, Praha

The author investigates conditions sufficient for a one-to-one mapping F of E,, into
E, (m 2 2) to be linear. If F(P) is a straight line whenever P is parallel with some of
a certain finite number of straight lines P;, ..., P,, and if F is continuous on P,, then
F is linear (see theorem 1). An example shows that the assumption if continuity may
not be omitted.

Let ¢ be a positive number and let P, be the set of all straight lines P such that

m
Y x% < *x?
=2

for each point x € P, where x = [xy, ..., X,,] # [0, ..., 0]. If F(Q) is a stralght line
whenever Q is parallel with some P € Y, then F is hnear (see theorem 2).

This result may be applied to the relativity theory since the assumptions of theo-
rem 2 are evidently fulfilled whenever F is a Lorentz transformation.
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