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Casopis pro pé&stovini matematiky, ro&. 87 (1962), Praha

»

VYSETROVANIE GRAFOV POMOCOU MATIC

JurAs BosAk, Bratislava
(Doslo dne 30. listopadu 1960)

V préci su definované Styri Ciselné funkcie §tvorcovych matic. Uvadza sa
rekurentny spésob vypoctu hodndt tychto funkcii a pouZitie tychto funkcii
na urlenie pottu niektorych podgrafov a inych pribuznych objektov (fak~
torov, kruznic, hamiltonovskych cyklov, ciest, atd.) daného grafu.

1. Existencia vzijomnych vztahov medzi maticami a grafmi je dobre znama.
Z podobného hladiska ako je nae, su tieto vzfahy vysetrovanév [4, 5, 6, 7, 8] a najmi
v [3]. Vyznam zékladnych operacii se §tvorcovymi maticami (v&itane booleovskych
operacii) pre orientované grafy je vyloZeny v [4], kap. XIV a &iastone v [5]. (Pozna-
menajme, Ze tieto vysledky moZno Tahko zov§eobecnif pre pripad ¢iastoéne oriento-
vanych grafov.)

My si budeme vSimaf niektoré Ciselné funkcie §tvorcovych matic, ktoré moZno
pouZit na skumanie grafov.

2. Najprv zavedieme niekolko oznadeni. V celom Elanku n oznaduje dané pri-
rodzené &islo, 1, j, k, I prirodzené &isla neprevy3ujice n. MnoZinu vietkych permutécii
(resp. vietkych permutécii, ktoré si st&inom disjunktnych transpozicii, resp. vietkych
cyklickych permuticii) z prvkov 1,2, ..., n oznadme «(n) (resp. B(n), resp. y(n)).
Dalej definujme mnoZinu 3(n) takto: (1) = @, 5(n) pre n > 1 nech je mnozina viet-
kych variacii [s, 85, ..., 5,], 1 < r £ n — 1bez opakovania z prvkov 2, 3, ..., n.

Nech je teraz U = |u,]| $tvorcova matica stupfia n, ktorej prvky u;; si redlne
Cisla. Definujme nasledujice $tyri funkcie matice U:

(1) A(U) = Z Uio(1)U24(2) « -+ Una(n) »
cgea(n)
B(U) = Z Uio(1)¥20(2) - - Una(n) >
agef(n)
C(U) = Z ulﬂ(l)uZG(Z) s uno(n) s
aey(n)
D(U) = Z ulslusl.\‘z ce us,_,s,.us,.l -1)

[s15 52, ...,5.]€8(n)

1) Prazdny suget definujeme ako 0. Ak st vietky prvky matice nezdporné, zrejme je C(U) <
= A(U), B(U) = A(U), C(U) < D(U). Funkcia A(U), ktorej &leny st aZ na znamienko zhodné
s ¢lenmi determinantu matice U, sa objavovala v literatire najmi v sivislosti s doteraz nerozriese-
nym tzv. permanent-problémom [1], [2] (str. 238), [9].
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3. Pre vypolet hodndt tychto funkcii moZno pouZif rekurentny postup, ktory
v dalfom popiSeme. Definujme matice U}, USSP, U3 takto:

Nech n = 2. Potom maticu, ktorti dostaneme z matice U vynechanim k-teho riadku
a I-teho stipca pri nezmenenom poradi ostatnych riadkov a stipcov oznadme USP.
Maticu U{?’ definujme nasledovne: pre k = [ nech je U{? nulova matica radu n — 1,
pre k + | U dostaneme z U} tak, 7e posunieme prvky byvalého k-teho stipca
a I-teho riadku (pogitané podla oznalenia v U) na prvé miesto bez zmeny poradia
ostatnych riadkov a stipcov. Nech n > 3. Definujme maticu U$Y: pre k = I je U
nulova matica rddu n — 2, pre k + 1 U}’ dostaneme z U vynechanim k-teho riadku,
I-teho riadku, k-teho stipca a I-teho stipca.

Ak teraz oznaéime
¥)) Ay = AUP) (n22),
B, = B(Ul(u?)) (" = 3),
Cu=C(UP) (n22),
Dy = D(Ul(c%)) (" 2 2) s

platia vzorce

©) A(U) =_21“kaki = _ZluuAu (nz2),
I= i
B(U) =_21ukjujkBkj =_21“nuuBu (n23),
J= i=
c(u) = _Zluk.ickj = Zluilcil (nz2),
i= i=

D(U) = uyy + .Zzu”le = Uy, +.22uan (nz2),
J= i=

ktoré pripominaju vzorce pre vypodet determinantu rozvojom podla prvkov istého
riadku (stipca). Spravnost tychto formul vyplyva priamo z definicii jednotlivych vyra-
zov a zo zékladnych vlastnosti permutécif a variacii. Pomocou vzorcov (3) je mozZné
redukovat vypocet hodn6t funkcii 4, C, D na vySetrenie hodndt v maticiach stupfia 1
a v pripade funkcie B na vySetrenie hodndt v maticiach stupiia 1 alebo 2.

Pomocou vzorcov (3) Tahko moZno zistif aj podty a,, b, ¢,, d, €lenov rozvoja
funkcii 4, B, C, D vSeobecnej matice stupiia n. Je vidiet, Ze platia rekurentné vztahy

Q) a, =1, apy = (n + 1) a,,
by =0, by=1, b= (n+1)b,,
=1, Crnt1 = NGy,

d =1, dyyy =1+ nd,,
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z ktorych indukciou vyplyva
(5) a, =nl;

0, ak n je neparne,
1.3.5...(n — 1), ak n je parne ;

(n—1);
n—1 1

d, =1 +:§k(k+ Dk+2)...(0—1)=(n- 1)1k=2o =

k)
]

4. Pojmy graf, hrana, vrchol, slucka, iastoéne orientovany graf, orientovand
hrana, neorientovany graf, orientovany graf, dréha z vrcholu u do vrcholu v, ne-
orientovand kruZnica, orientovand kruznica, zhodnost orientdcie kruZnice a hrany,
di¥ka kruznice (= rpad, pebpo, BepiimHA, IETJs, YACTHYHO OPHEHTHPOBAHHBIH
rpad, opHeHTHpOBaHHOEe pPeOpO, HEOPHEHTHPOBAHHBIA Ipad), OPHEHTHPOBAHHBIH
rpad, myTh U3 BEepIUMHEl ¥ B BEPUIMHY U, HEOPHEHTHPOBAHHLIA KOHTYD, OPHEHTH-
POBaHHBIM KOHTYp, COBIAJaHHEe OpPHEHTANWH KOHTYpa X pebpa, IUIMHA KOHTYpa)
pouZivame podJa [3]. Orientovanu kruZnicu, ktorej orientécia sa zhoduje s orienta-
ciou vietkych jej hran, nazyvame cyklus.?) V &iastofne orientovanom grafe s n
vrcholmi kruZnice (resp. cykly) dizky n nazyvame hamiltonovské. Néazov faktor
orientovaného grafu (= facteur) pouZivame podla [4]. Pri ostatnych nazvoch z tedrie
grafov sa pridrziavame [2].

5. Nech je dany koneény Ciastoéne orientovany graf G s vrcholmi v,, v, ..., v,.
Ozname pocet neorientovanych hran incidentnych s vrcholmi v, v; znakom n;;,
pocet hran orientovanych z vrcholu v; do vrcholu v; znakon o, pocet vietkych hran,
incidentnych s vrcholmi v;, v; znakom p;;. (Ak i +j, je pij = hyj + 055 + 0, ak
i = j,je p;j = ny; + 0,;.) Priradme grafu G tri matice stupfia n: maticu M = M(G) =
= |my|| = |ny; + oy, maticu N = N(G) = |n;| a maticu P = P(G) = |p;;].

6. Hlavné vysledky prace st zhrnuté v nasledujiicej vete a v jej ddsledku:
Veta. Ak G je orientovany graf, je pocet jeho

I. faktorov: A(M),

II. faktorov pozostdvajicich zo samych cyklov dizky 2: B(M),?)

IIL. hamiltonovskych cyklov: C(M), .
IV. cyklov prechddzajiicich vrcholom vy: D(M).

2) Na rozdiel od drdh cestami budeme nazyvat okrem drah aj také mnoZiny hrén, ktoré zmenou
orientdcie niektorych hrdn sa méZu staf drahami. Slu€ku povaZujeme za hranu, za neorientovanu
kruZnicu, za orientovanud kruZnicu aj za cyklus; slu€ka teda vytvara len jednu orientovani kruZ-
nicu (zatial, o kazd4 ina neorientovand kruZnica vytvara dve rézne orientované kruZnice).

3) Podobnym spésobom mo¥no spoéitaf i faktory pozostavajice z cyklov inej dizky.
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Ddkaz. DokaZme podrobne tvrdenie I: Kazda permutacia o &isel 1, 2,..., n sa
rozpad4 na sidin disjunktnych cyklov. KaZdy faktor grafu G sa rozpada na cykly
(presnejsie: podgrafy, ktoré vytvaraju cykly) bez spoloénych vrcholov. Priradme
permutacii ¢ mnoZinu vSetkych faktorov, ktoré moZno rozloZit na cykly, vrcholy
ktorych maji indexy, odpovedajiice prvkom cyklov, na ktoré sa rozpadd uvedena
permuticia. Lahko zistime, Ze permutécii 6 odpoveda my,1yMy4(2) -+ - Mpg(my faktorov;
réznym permutaciam odpovedaji rézne faktory. Preto pocet vSetkych uvaZovanych
faktorov je

Z Mig1)M26(2) «++ Muotn) = A(M)-

cea(n)
Tym je tvrdenie I dokazané. Obdobne sa dokaZu tvrdenia II, ITI, IV.
Désledok.*) Ak G je Ciastoéne orientovany graf, je pocet jeho:

1. linedrnych faktorov®) B(P,), kde P, vznikne z matice P nahradenim vietkych
prvkov, stojacich pod hlavnou uhloprieékou, jednotkami,

2a) hamiltonovskych cyklov: C(M) (n % 2);
2b) orientovanych hamiltonovskych kruznic: C(P) (n + 2);
2¢) neorientovanych hamiltonovskych kruznic: 3C(P) (n = 3);

2d) podgrafov vytvdrajicich hamiltonovsky cyklus: C(M) — 3C(N) (n 2 3);
3a) cyklov prechddzajuicich vrcholom vy: D(M) — 3 ny; (n =+ 1);
ji=2
3b) orientovanych kruznic prechddzajicich vrcholom v,:
D(P) =3 pyy (n*1);
j=

-3¢) neorientovanych kruznic prechddzajicich vrcholom v,:

3[D(P) + pyy — ZZPU] (n*1);

j=

3d) podgrafov vytvdrajicich cyklus prechddzajiici vrcholom v,:

D(N) + Zn” — nyy

D(M) — d ; (n+1);

4a) drdh z vrcholu v; do vrcholu v;: Dj(M) (n % 1);
4b) ciest z vrcholu v; do vrcholu v;: D;(P).
4) Vysledky 3a, 3b, 3c, 4a st v trocha inom tvare uvedené v [3] (veta 2, 3, 4).

5) T. j. linedrnych faktorov neorientovaného grafu, ktory dostaneme z grafu G zruSenim
orientacie vSetkych jeho hran.
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Dokaz. Tvrdenie 1 (resp. 2a, 3a) vyplyva z tvrdenia II (resp. 111, IV) predoslej vety,
ak od daného Ciasto&ne orientovaného grafu G prejdeme k orientovanému grafu G,
pre ktory M(Gy) = Po(G) (resp. M(G,) = M(G)). Tvrdenie 4a vyplyva priamo
z definicie Dj;. Tvrdenie 2b, 3b, 4b vyplyva z 2a, 3a, 4a, ak v G zruSime orientaciu
vietkych hran a prejdeme k neorientovanému grafu G,. Cykly (resp. drahy) v G,
odpovedaju jednoznagne orientovanym kruZniciam (resp. cestam) v G. Tvrdenie 2c, 3¢
vyplyva z 2b, 3b a z poznamky 2) Tvrdenie 2d, 3d vyplyva z 2a, 3a vynechanim polo-
vice cyklov (réznych od sludiek a zloZenych zo samych neorientovanych hran), ktore
po dvoch vytvaraja ten isty podgraf.

Poznamky. 1. Ak chceme spoéitat kruznice (cykly, cesty, drahy) nepredchadzajice
istymi danymi vrcholmi, sta&i z prislu¥nych matic vynechat riadky a stipce odpoveda-
jtice danym vrcholom. Lahko sa riesi aj uloha spogitat kruZnice (cykly, ...) prechadza-
juce dal§im danym vrcholom v: od podtu pévodne uvaZovanych kruznic (cyklov, ...)
sa od¢&ita podet tych, ktoré nepredchadzaju vrcholom v. Analogicky sa riesi vSeobecna
tloha spo&itaf kruznice (cykly, ...) prechadzajice istymi danymi vrcholmi a nepre-
chédzajice inymi danymi vrcholmi. Niektoré Specidlne pripady tejto lohy sd rieSené
v[3].

2. Ak vuvaZovanych maticiach nahradime nenulové prvky jednotkami a pouZijeme
viade booleovské sEitanie a nasobenie [4, 5, 6], vysledok 1 (resp. 0) bude znamenat
existenciu (resp. neexistenciu) uvaZovanych faktorov, kruZnic, ciest, atd.
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Pesrome

VICCIIEOAOBAHUE I'PA®OB ITPU IIOMOIIN MATPUIY

IOPA BOCAK (Juraj Bosik), Bparucinasa

ITycte n-HaTypambHOe wucio. O6osnatuM gepe3 a(n), f(n), y(n) cooTBeTcTBERHO
MHOXeCTBO BCeX IOJCTAHOBOK, MHOXECTBO BCEX IOJCTAHOBOK, SBILTIOLIMXCA IPO-
W3BEIEHUEM HelepeceKalouuXcs TPaHCHO3MINM, H MHOXECTBO BCeX IHKIMYECKHX
NOJACTAHOBOK U3 3JieMeHTOB 1, 2, ..., n. Hanee, nycts 5(n) g n = 1 paBHO IyCTOMY
MHOXECTBY, M IJI n > 1 DPaBHO MHOXECTBY BCEX DasMeIUEHHH [s,,ss, ..., S,],
r=12..,n—1 u smemenros 2,3,...,n Iycte U = |ju;| — xsagpaThas
MATpHUUA N-TO MOPSIKA C NeHCTBUTENBHEIME dJeMeHTaMK ;. Ilpu momomu dop-
My (1) onpenensnotes dynxuun A(U), B(U), C(U), D(U). Iloxasan pexyppeHTHLm
CnoGo6 BbIYMCIIEHHS 3HAYEHHH STHX (DYHKIHA.

ITycTh 3ajaH OPHEHTHPOBAHHBEIA Ipad) C BEPUIMHAMH vy, by, ..., V,; (IyCTH My
0603Ha%aeT IHCI0 pebep, HANPABICHHBIX U3 ; B v;; IycTh M = ||m,;|). Torna wacio
Bcex ero 1. ¢dakropos: A(M); 2. ¢axTopoB, 06pa30BaHHBIX TOJIBKO IUKIAMHU JJIH-
Hbl 2: B(M); 3. raMuisToHOBBIX IMKIOB: C(M); 4. MUKIOB, IPOXONSINAX epes
BepimHy v,: D(M).

VKa3aHHBIE Pe3yIbTAaTHl 0606MIAI0TCA I 9aCTHYHO OPHEHTHPOBAHHEIX rpados
(cremuanbHBIME CIyyasiMA KOTOPBIX SBJISIOTCS KaK OPUEHTHPOBAHHEIE, TaK M HEOPH-
€HTHPOBAHHbIE rpadsi).

Summary

THE INVESTIGATION OF GRAPHS BY MEANS OF MATRICES

JuraJ BosAk, Bratislava

Let n be a positive integer. Denote by «(n), f(n), y(n) respectively the set of all
permutations, the set of all permutations which are products of disjoint transpositions
and the set of all cyclic permutations of the elements 1, 2, ..., n. Further, put §(n) for
n = 1 equal to the empty set and for n > 1 equal to the set of all variations [s,, s,
<ew 8], 7 =1,2,...,n — 1, of the elements 2, 3, . on LetU = |u;]| be ann x n
matrix with real elements u;;. Using formulae (1) the functions A(U), B(U), C(U),
D(U) are defined. A recurrent method for the calculation of the values of these func-
tions is given.

Let an oriented graph with vertices v,, v,, ..., v, be given (m denotes the number
of the edges oriented from v; to v;; M = HmlJ ") The number of all its: factors is
A(M); factors generated only by cycles of length two is B(M); hamiltonian cycles is
C(M); cycles passing through the vertex v, is D(M).

These results are generalized to partially oriented graphs (special cases of which are
the oriented and the unoriented graphs).
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