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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 87 (1962), Praha 

VYŠETROVANIE GRAFOV POMOCOU MATIC 

JURAJ BOSÁK, Bratislava 

(Došlo dne 30. listopadu 1960) 

V práci sú definované štyri číselné funkcie štvorcových matic. Uvádza sa 
rekurentný spósob výpočtu hodnot týchto funkcií a použitie týchto funkcií 
na určenie počtu niektorých podgrafov a iných příbuzných objektov (fak-
torov, kružnic, hamiltonovských cyklov, ciest, atď.) daného grafu. 

1. Existencia vzájomných vzťahov medzi maticami a grafmi je dobré známa. 
Z podobného hladiska ako je naše, sú tieto vztahy vyšetřované v [4, 5, 6, 7, 8] a najma 
v [3]. Význam základných operácií se štvorcovými maticami (včítane booleovských 
operácií) pre orientované grafy je vyložený v [4], kap. XIV a čiastočne v [5]. (Pozná-
menajme, že tieto výsledky možno Iahko zovšeobecniť pre případ čiastočne oriento­
vaných grafov.) 

My si budeme všímať niektoré číselné funkcie štvorcových matic, ktoré možno 
použiť na skúmanie grafov. 

2. Najprv zavedieme niekolko označení. V celom článku n označuje dané pri-
rodzené číslo, i, j , k, l prirodzené čísla neprevyšujúce n. Množinu všetkých permutácií 
(resp. všetkých permutácií, ktoré sú súčinom disjunktných transpozícií, resp. všetkých 
cyklických permutácií) z prvkov 1, 2,..., n označme oc(n) (resp. /?(n), resp. y(n)). 
Ďalej definujme množinu S(n) takto: (5(1) = 0, 5(n) pre n > 1 nech je množina všet­
kých variácií [sl9 s2,..., sr], l g r ^ n - 1 bez opakovania z prvkov 2, 3,..., n. 

Nech je teraz U = |wt7|| štvorcová matica stupňa n, ktorej prvky uu sú reálné 
čísla. Definujme nasledujúce štyri funkcie matice U: 

í 1 ) KU) = Z U1<T(1)U2<T(2) ••• Una(n) r 
<r€cc(n) 

B(U) = Z Ula(l)U2c(2) ••• una(n) , 
<r<-p(n) 

C(U) = E Ul<r(l)U2<r(2)'-Un<r(n), 
<r€y(n) 

D(U) = £ UUl
Usis2 ••• Usr-lS

U
Srl -*) 

ÍSi,S2f ...,srJi€5(n) 

*) Prázdny súčet definujeme ako 0. Ak sú všetky prvky matice nezáporné, zrejme je C(U) á 
^ A(U), B(U) š A(U), C(U) á D(U). Funkcia A(U\ ktorej členy sú až na znamienko zhodné 
s členmi determinantu matice U> sa objavovala v literatuře najma v súvislosti s doteraz nerozrieše-
ným tzv. permanent-problémom [1], [2] (str. 238), [9]. 
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3. Pre výpočet hodnot týchto funkcií možno použiť rekurentný postup, ktorý 
•v ďalšom popíšeme. Definujme matice U(

kl\ UM\ Uffi takto: 
Nech n _ 2. Potom maticu, ktorú dostaneme z matice U vynecháním k-teho riadku 

a Z-teho stípca pri nezmenenom poradí ostatných riadkov a stípcov označme Uffl. 
Maticu Uffi definujme následovně: pre k = l nech je Uffi nulová matica rádu n — 1, 
pre k =(= / Uffi dostaneme z Uffi tak, že posunieme prvky bývalého k-teho stípca 
a Z-teho riadku (počítané podlá označenia v 17) na prvé miesto bez změny poradia 
ostatných riadkov a stípcov. Nech n — 3. Definujme maticu Uff: pre k = l je Uffi 
nulová matica rádu n — 2, pre k 4= Z U£z

) dostaneme z U vynecháním k-teho riadku, 
Z-teho riadku, k-teho stípca a /-teho stípca. 

Ak teraz označíme 

(2) Akl = - A(UÍ?) ( л _ 2 ) , 

&ki = : B(UÍV) (»_з)-
Ckì = - c(ед (n _ 2), 

#ы = = D rø (и = 2), 

platia vzorce 

(3) A(U) = 
n 

• _ . : 
ukjAkj "• 

n 

= E u ü ^ i » ( и _ 2 ) 
j-1 1-1 

n n 

B(U) - £ ukjUjkBkj = £ MuMn-B,! ( n _ 3 ) , 
i - i i - i 

^ ) = Ě%A/ = Ž"nCn (n__ 2), 
j _ i »--i 

JI n 

£(U) - « u + _ i i^D^ = u n + _ «„D„ (n _ 2), 
7 = 2 i = 2 

ktoré pripomínajú vzorce pre výpočet determinantu rozvojom podlá prvkov istého 
riadku (stípca). Správnosť týchto formúl vyplývá priamo z definícií jednotlivých výra-
zov a zo základných vlastností permutácií a variácií. Pomocou vzorcov (3) je možné 
redukovat' výpočet hodnot funkcií A9 C, D na vyšetřeme hodnot v maticiach stupňa 1 
a v případe funkcie B na vyšetrenie hodnot v maticiach stupňa 1 alebo 2. 

Pomocou vzorcov (3) Iahko možno zistiť aj počty an9 bm cm dn členov rozvoja 
funkcií _4, B9 C9 D všeobecnej matice stupňa n. Je vidieť, že platia rekurentné vzťahy 

(4) at = 1 , an+1 = (n + í)an9 

^i = 0 , ь2 = i, K+2 = (n + í)bn9 

ct = í9 CП+1 = ПCП 5 

dг = í9 dn+1 = 1 + ndn9 
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z ktorých indukciou vyplývá 

(5) an =-= n! ; 

, __ /O, ak n je nepárne, 
\ 1. 3 . 5 ... (n — 1), ak n je párne ; 

cn = ( n - l ) ! ; 

4 = 1 + iVk + l)(fc + 2) ... (n - 1) = (n - 1)1 % _L 
fc=l fc=0 /c! 

4. Pojmy graf, hrana, vrchol, slučka, čiastočne orientovaný graf, orientovaná 
hrana, neorientovaný graf, orientovaný graf, dráha z vrcholu u do vrcholu v, ne­
orientovaná kružnica, orientovaná kružnica, zhodnosťorientácie kružnice a hrany, 
dížka kružnice ( = rpa<j), pe6po, BepniHHa, neraji, nacTHHHo opHeHTHpoBaHHBiH 
rpa<J), opHeHTHpoBamioe pe6po, HeopneHTHpoBaHHHH rpa<f), opHeHTHpOBaHHMH: 
rpa<|), nyTB H3 BepiHHHH u B BepniHHy v, HeopHeHTHpoBaHHHH KOHTyp, opneHTH-
pOBaHHBifí KOHiyp, coBnaflamie opHeHTairHH Komypa H pe6pa, .uyiHHa KOHTypa) 
používáme pódia [3]. Orientovánu kružnicu, ktorej orientácia sa zhoduje s orientá-
ciou všetkých jej hrán, nazýváme cyklus.2) V čiastočne orientovanom grafe s n 
vrcholmi kružnice (resp. cykly) dížky n nazýváme hamiltonovské. Názov faktor 
orientovaného grafu ( = facteur) používáme podlá [4]. Pri ostatných názvoch z teorie 
graf o v sa pridržiavame [2]. 

5. Nech je daný konečný čiastočne orientovaný graf G s vrcholmi vx, v2,..., v„. 
Označme počet neorientovaných hrán incidentných s vrcholmi vi9 Vj znakom nij9 

počet hrán orientovaných z vrcholu vt do Vrcholu Vj znakon oij9 počet všetkých hrán, 
incidentných s vrcholmi vi9 Vj znakom p^. (Ak i 4= j , je ptj = ntJ + otJ + ojh ak 
i = j , je p^ = ntj + Oij.) Přiřaďme grafu G tri matice stupňa n: maticu M = M(G) = 

= IK-II = bij + °ul ^ a t i c u N = N(G) = I K l a m a t i c u p = p(G) = I k l 
6. H l a v n é výsledky práce sú zhrnuté v nasledujúcej vete a v jej dósledku: 

Veta. Ak G je orientovaný graf, je počet jeho 

I. faktorov: A(M), 

II. faktorov pozostávajúcich zo samých cyklov dížky 2: B(M),3) 

III. hamiltonovských cyklov: C(M), 

IV. cyklov prechádzajúcich vrcholom v±: D(M). 

2) Na rozdiel od drah cestami budeme nazývať okrem drah aj také množiny hrán, ktoré změnou 
orientácie niektorých hrán sa mdžu stať dráhami. Slučku považujeme za hranu, za neorientovánu 
kružnicu, za orientovánu kružnicu aj za cyklus; slučka teda vytvára len jednu orientovánu kruž­
nicu (zatial, čo každá iná neorientovaná kružnica vytvára dve rózne orientované kružnice). 

3 ) Podobným spósobom možno spočítať i faktory pozostávajúce z cyklov inej dížky. 
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D ó k a z . Dokažme podrobné tvrdenie I: Každá permutácia a čísel 1, 2,..., n sa 
rozpadá na súčin disjunktných cyklov. Každý faktor grafu G sa rozpadá na cykly 
(presnejšie: podgrafy, ktoré vytvárajú cykly) bez spoločných vrcholov. Přiřaďme 
permutácii er množinu všetkých faktorov, ktoré možno rozložit na cykly, vrcholy 
ktorých majú indexy, odpovedajúce prvkom cyklov, na ktoré sa rozpadá uvedená 
permutácia. Eahko zistíme, že permutácii a odpovedá m 1 < r ( 1 ) m 2 ( r ( 2 ) . . . mn<r(n) faktorov; 
róznym permutáciam odpovedajú rozne faktory. Preto počet všetkých uvažovaných 
faktorov je 

Z m 1 ( r ( 1 ) m 2 < r ( 2 ) . . . mtta(n) = A(M) . 
<rea(n) 

Tým je tvrdenie I dokázané. Obdobné sa dokážu tvrdenia II, III, IV. 

Dosledok.4*) Ak G je čiastočne orientovaný graf je počet jeho: 

1. lineárnych faktorov5) B(P0)9 kde P0 vznikne z matice P nahradením všetkých 
prvkov, stojacích pod hlavnou uhlopriečkou, jednotkami; 

2a) hamiltonovských cyklov: C(M) (n #= 2); 

2b) orientovaných hamiltonovských kružnic: C(P) (n 4= 2); 

2c) neorientovaných hamiltonovských ^kružnic: fC(P) (n ^ 3); 

2d) podgrafov vytvárajúcich hamiltonovský cyklus: C(M) — |C(N) (n ^ 3); 
n 

3a) cyklov prechádzajúcich vrcholům vt: D(M) — ]T nXj (n 4= l); 
1 = 2 

3b) orientovaných kružnic prechádzajúcich vrcholom vt: 

*>(P)-ÍPU O + i); 
i = 2 

3c) neorientovaných kružnic prechádzajúcich vrcholom vt: 

II»(P) + PH-ÍPIJ] O + i); 
1 = 2 

3d) podgrafov vytvárajúcich cyklus prechádzajúci vrcholom vt: 

I^W + Ž t t U - " ! ! 
D(M) -=1 ( B * 1 ) ; 

4a) drah z vrcholu vt do vrcholu v/. DJř(M) (n 4= 1); 

4b) ciest z vrcholu vt do vrcholu vy. DjH(P). 

4) Výsledky 3a, 3b, 3c, 4a sú v trocha inom tvare uvedené y [3] (veta 2, 3,4). 
5) T. j . lineárnych faktorov neorientovaného grafu, ktorý dostaneme z grafu G zrušením 

orientácie všetkých jeho hrán. 
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Dokaž. Tvrdenie 1 (resp. 2a, 3a) vyplývá z tvrdenia II (resp. III, IV) predošlej vety, 
ak od daného čiastočne orientovaného grafu G přejdeme k orientovanému grafu Gu 

pre ktorý M(Gt) = P0(G) (resp. M(GX) = M(G)). Tvrdenie 4a vyplývá priamo 
z definície Dyv Tvrdenie 2b, 3b, 4b vyplývá z 2a, 3a, 4a, ak v G zrušíme orientáciu 
všetkých hrán a přejdeme k neorientovanému grafu G2- Cykly (resp. dráhy) v G2 

odpovedajú jednoznačné orientovaným kružniciam (resp. cestám) v G. Tvrdenie 2c, 3c 
vyplývá z 2b, 3b a z poznámky 2 ). Tvrdenie 2d, 3d vyplývá z 2a, 3a vynecháním polo­
vice cyklov (roznych od slučiek a zložených zo samých neorientovaných hrán), ktoré 
po dvoch vytvárajú ten istý podgraf. 

Poznámky. 1. Ak chceme spočítať kružnice (cykly, cesty, dráhy) nepredchádzajúce 
istými danými vrcholmi, stačí z příslušných matic vynechaf riadky a stípce odpoveda-
júce daným vrcholom. Eahko sa rieši aj úloha spočítať kružnice (cykly,...) prechádza-
júce ďalším daným vrcholom v: od počtu povodně uvažovaných kružnic (cyklov,...) 
sa odčítá počet tých, ktoré nepredchádzajú vrcholom v. Analogicky sa rieši všeobecná 
úloha spočítať kružnice (cykly, ...) prechádzajúce istými danými vrcholmi a nepre-
chádzajúce inými danými vrcholmi. Niektoré speciálně případy tejto úlohy sú riešené 
v [3]. 

2. Ak v uvažovaných maticiach nahradíme nenulové prvky jednotkami a použijeme 
všade booleovské sčítanie a násobenie [4, 5, 6], výsledok 1 (resp. 0) bude znamenať 
existenciu (resp. neexistenciu) uvažovaných faktorov, kružnic, ciest, atď. 
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Резюме 

ИССЛЕДОВАНИЕ ГРАФОВ ПРИ ПОМОЩИ МАТРИЦ 

ЮРАЙ БОСАК (Липц Возак), Братислава 

Пусть п-натуральное число. Обозначим через а(п), @(п), у(п) соответственно 
множество всех подстановок, множество всех подстановок, являющихся про­
изведением непересекающихся транспозиций, и множество всех циклических 
подстановок из элементов 1, 2,..., п. Далее, пусть 5(п) для п = 1 равно пустому 
множеству, и для п > 1 равно множеству всех размещений [5Х, 52,..-, 5г]> 
г = 1, 2,..., п — 1 из элементов 2, 3,..., п. Пусть ^ =- |и | у | | — квадратная 
матрица п-го порядка с действительными элементами ии. При помощи фор­
мул (1) определяются функции А(р), Вф), С(р), ^(^). Показан рекуррентный 
способ вычисления значений этих функций. 

Пусть задан ориентированный граф с вершинами и]^^^...^^, (пусть т 1 7 

обозначает число ребер, направленных из VI в V/, пусть М == ||и%||). Тогда число 
всех его 1. факторов: А(М); 2. факторов, образованных только циклами дли­
ны 2: В(М); 3. гамильтоновых циклов: С(М); 4. циклов, проходящих через 
йершину V!: ^(М). 

Указанные результаты обобщаются для частично ориентированных графов 
(специальными случаями которых являются как ориентированные, так и неори­
ентированные графы). 

Зитшагу 

ТНЕ ШУЕЗТЮАТКЖ ОР СЖАРН8 ВУ МЕАШ ОР МАТШСЕ8 

Ц̂Î А̂  ВозАк, Вга1181ауа 

Ъе1 п Ье а розШуе т1;е§ег. Оепо1е Ьу а(п), /5(п), у(п) ге8ресйуе1у Ше ае* о$ а11 
регтиглтдош, Йхе зе* оГа11 регтиШюпз \УЫСИ аге ргодис*з оГ <И5]01п1: {гапзрозМот 
апд Ше зе* оГ а11 сусНс регтиШюпз оГШе ектеЩз 1, 2,..., п. РигШег, риг. д(п) (от 
п = 1 е^иа11:о &е етрйу зе* ап4 Го г п > 1 щт11о Ше зе1 оГ а11 уапатлопз \_з19 з2у 

*.., 5Г], г = 1, 2,..., п — 1, о1Чпе е1етеп*8 2, 3,..., п. Ье1 V = \\и^\\ Ье ап п х п 
т а ! п х тХЬ геа1 е1етеп*з ии. \]$1щ Гогти1ае (1), %Ы Гипсйопз А(Х1), В(11), С(Х]\ 
^(^) аге ёейпеё. А гесиггеЩ теЙюё 1ог Ше са1си1а1юп оГ Ше уа1иез оГ Шезе &тс-
Т10П8 18 §1Уеп. 

Ье* ап опеп{ес1 §гарЬ шШ уегйсез г^, VI,,..., VпЫ &1уеп ( т у йепоизз &е питЬег 
оГ *Ье её§ез опеп!её Ггот г, 1о я,; М = | | т у | | ) . ТЬе питЬег оГ а11 кз: йиЯогз 1з 
Л(М); ГасЬгз §епега1;ес1 оп1у Ьу сус1ез оГ 1еп#Й1 1:\УО 18 В(М); ЬатШошап сус1ез 15 
С(М); сус1ез раззт^ Лгои&Ь Ше уег1ех V1 к ^(М). 

ТЬезе гезикз аге §епегаН2её 10 рагйаИу опеЩеё §гарЬз (зрес1а1 сазез о? шЫсЬ аге 
1пе опеп1её апё Ше ипопеЩес! §гарЬз). 
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