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Easopis pro péstovani matematiky, ro¢. 87 (1962), Praha

O EXISTENCI JEDNODUCHEHO ZBORCENEHO MNOHOUHELNIKA
V E; S PREDEPSANYMI SMERY STRAN

VAcLav PoLAK, Brno

(Doslo dne 18. Cervna 1960)

Prace navazuje na problematiku souvisici s publikacemi K. LOWNERA
[5], W. FeENcHELA [2], A. Renvino [7], K. CuLika [1]-a V. Havia [3], [4],
které pojednavaji o existenci mnohouhelnika (rovinného &i zborceného)
s predepsanymi sméry stran. V pfedloZené préci je studovan tento problém
s dopliiyjicim poZadavkem jednoduchosti a je poddna nutnd a postadujici
podminka pro existenci takového mnohothelnika v E3. Lemmata potfebnd
k diikazu vedou samy o sobé& k novym vysledkiim a problematice.

1. PRIMITIVNI SYSTEMY BODU NA KOULI

Definice 1. Necht @ je kone¢na neprazdnd mnoZina bodi A4; v prostoru E;, leZicich
- na jednotkové kouli K (o stiedu v bodé O). Rekneme, e & je typu (*), jestlize bod O
je vnitfnim bodem konvexniho obalu mnoZiny &, tj. & neleZi na Z4dné uzaviené polo-
kouli koule K. Rekneme, Ze bod A € & je postradatelny, jestlize obé mnoZiny S,
& — {4} jsou typu (x). Ostatni body mnoZiny & se nazyvaji nepostradatelné. MnoZina
& se nazyva primitivni, jestliZe je typu (+) a kazdy jeji bod je nepostradatelny (viz [8]).
Poznamka 1. Je-li & typu (%), je kard & = 4. Kazda &tvefice bodd (na kouli K),
jeZ je typu (%), je primitivni.
Poznimka 2. Jestlize A;€® je
nepostradatelny, existuje aspoi jed-
na uzaviend polokoule x; koule K
tak, Ze pokryva mnoZinu & — {4;}.

Poznimka 3. Necht & je primi-
tivni. Vyberme ke kaZzdému bodu 4;
piislusnou polokouli ; (ke kaZdému Obr. 1. Obr. 2.
bodu pravé jednu). Hranici jeji
oznalme k;, mnoZinu t&chto polokouli pak #'(&). KaZdym bodem koule K pro-
chazeji nejvySe téi kruZnice k;. JestliZe je k; Uk, = K, leZi body & — {4, 4,}
na hlavni kruZnici k; = k, = k; N k,. Tento pfipad nastane napf. jsou-li body
Ay, A, € © dva protilehlé poly koule K.
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Poznamka 4. Podobné jako na kouli Ize zavést na kruZnici systém bodd typu ()
resp. primitivni systém bodd. Existuji pouze dva typy primitivnich systémd bodd na
kruZnici — primitivni trojice (obr. 1) a primitivni &tveFice (obr. 2).

Poznimka 5. Necht & je primitivni systém bodl na kouli K. Pak pro kaZdou
hlavni kruZnici k koule K platikard (& n k) < 4. JestliZe na k leZi 4 body mnoZiny &,
pak tyto body na k tvori primitivni &tvefici.

Poznamka 6. Kazdé primitivn{ Stvetice & = {4, 4,, 43, A4} bodl na kouli K
ma systém (&) = {k,, k, K3, K4} uzavienych polokouli o vlastnostech: x, U x, =
=K =1K3UKy, A, Ay€ks = k3 Nky, A3, Ayek, = Ky N K,

Poznamka 7. Existuje primitivni pétice & bodi A; na kouli K, jejiZ systém
A’ (&) polokouli x; ma nésledujici
vlastnosti: k; Uk, = K = k, U k5.
Ay, Ay, Ase k' = x4 N x5, A3, Ay,
Asek” = Ky N Ky, body Ay, 4,, As
tvofi primitivni trojici bodd na
kruznici k' (obr. 3). JestliZe body
As, A4, As netvoli primitivni trojici
na kruZnici k”, jsou A4,, A5 pély.

Obr. 3. Obr. 4. Poznamka 8. Existuje primitivni

Sestice © bodl 4; na kouli K, jejiz

systém (&) polokouli x; m4 nasledujici vlastnosti: #; U K, = K3 U kg = K4 U K5 =

K, body A4,, 4,, A5, A¢ tvoii primitivni &tvefici na kruZnici k' = x, N k5, body 4,,

Ay, As, Ag na kruZnici k" = x; Nk, abody 4,, 4,, A,, As na kruZnici k" = k5 N kg
(obr. 4).

Véta 1. Kromé uvedenych tFi typi (pozn. 6, 7 a 8) neexistuji dalsi primitivni systé-
my bodii na kouli.

Diikaz. Primitivni &tvefice existuje podle pozn. 6 pravé jedini. Necht tedy © je
primitivn{ systém bodd na kouli K a kard © = 5.

1. Necht 2(©) je takovy, e k4 U ks = K (tzn. nechf existuji indexy i,j, i + ja
x; U k; = K. Pregislovanim bodd docilime naSeho piipadu.). Z pozn. 3 a 5 plyne
kard © £ 6 a body & — {4,, 45} leZi na kruZnici k' = x, N «s.

1.1. Necht kard kard & = 6. Pak body A, 4,, A5, A tvoFi na kruZnici k' primi-
tivni &tvefici (z pozn. 5). Ozna&eni nechf je takové, aby body A4, A, tvofily proti-
lehlé pély (tedy téZ A,, A¢ tvoii protilehlé pély). Podle poznamky 3 je x, U k, = K
a body As, Ay, As, A¢ leZi na kruZnici k" = k4 0 k,. Podle poznamky 5 tvofi tyto
body na k” primitivni &tvefici a pon&vadZ Aj;, 4 jsou protilehlé pdly, jsou téZ body
A, As protilehlymi pély a tedy & je primitivni Sestice popsana v pozn. 8.

1.2. Necht kard & = 5.

1.2.1. Nechf k; U x, = K. Pak body Aj, 44, A5 leZi na kruZnici k" = k; N K,
(pozn. 3). Necht tato trojice na kruZnici k" neni primitivni, tj. vSechny 3 body leZi na
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jedné uzaviené polokruZnici kruZnice k”. Bod 4, leZi mezi 4,, A5. Pon&vadZ bod A4, je
na kouli K nepostradatelny, jsou A, As protilehlé pdly. Trojice 44, 4,, A3 je na
kruZnici k" primitivni. (Necht tato trojice primitivni neni. Pak viechny t¥i body leZi na
uzaviené polokruZnici kruZnice k', A; mezi 4,, A,. PonévadZ A, je na K nepostrada-
telny, jsou A,, 4, protilehlé pdly. Tedy 4., A,, A4, A5 leZi na jisté hlavni kruZnici k,
ktera urduje polokouli x, na niZ lezi & — spor.) Tedy & je pétice popsané v pozn. 7.
Rovné&Z & je tohoto typu, jestliZe obé trojice A,, A,, A5 a A3, A4, A5 jsou na svych
kruZnicich (k', k") primitivni.

1.2.2. Necht k, U k, = K. Oznag-

me X, Yresp. X', Y’ priseéiky kruz-
nice k, resp. k, s kruZnici k’. (Ozna-
Zeni volme tak, aby Y’ leZel s bo-
dem A, na téZe polokruZnici uréené
body X, Ya bod Y leZel s 4, na téZe
polokruZnici uréené body X', Y’ —
obr. 5.) Bc:i'l\ ‘A leZi na uzazianém Obr. 5. Obr. 6.
oblouku XX', 4 € (uzav. XY') —
— {X}, 4, € (uzav. X'Y) — {X"}, 4, € (vzav. A UXX') — (uzav. ﬁ’), As € (uzav.
A VXX') — (uzav. XX "). Ponévad? A; je na kouli K nepostradatelny a body U, V
jsou protilehlé pély, je A, = U, As = V a trojice 4;, A,, A3 je na kruZnici k" primi-
tivni. Tedy © je primitivni pétice popsana v pozn. 7.

2. Necht v systému polokouli (&) pro kazdé i, j plat1 K; U K; = K. Pak
kard #'(&) = kard &. Pong&vadZ kard & > 3 a ka’dym bodem koule K prochazeji
nejvyde 3 kruZnice k; (pozn. 3), Ize bez Gjmy obecnosti pfedpokladat, Ze kruZnice
ky, k,, ks neprochazeji jednim bodem. (Jejich prisediky oznaéme X, X', Y, Y, Z, Z’
— obr. 6) Bod A4,eT; = (uzav. A X'ZY) — (uzav. ﬁ), A, €T, = (uzav.

A XYZ') — (uzav. ﬁ’), Ay €Ty = (uzav. A XY'Z) — (uzav. ﬁ), 0+& - {4,
A,, A3} < (uzav. A XYZ).

DokaZme nejdfive, Ze Zadny z bodi X, Y, Z neleZi na nékteré kruZnici k;, i = 4.
Necht tfeba X € k,. Pak X' ek, a ponévadZ Zadnd z mnoZin x, N Ty, K, N Ty,
k4 N T3 neni prizdna, protne kruZnice k, vnitfek oblouku YZ'. Pak ale 4, = X’
a ponévadZ kard © = 5 a Aseuzav. A XYZ, je As = X. Tedy body Ay, 45 jsou
protilehlé pély. Podle pozn. 3 je k; U x5 = K, coZ je spor s pfedpokladem.

Ponévadz kard & 2 5, je x, N (uzav. A XYZ) + 0 a tedy k, protne strany troj-
thelniku X'YZ ve vnitfnich bodech. Prisediky kruZnice k, s kruZnicemi ky, k,, k5
oznatime Uy, Uy, U,, Uj, U, Us. Necht tfeba U, je mezi Y, Z’, U, mezi X, Y, U,
mezi X, Z — obr. 7. Pak U{ je mezi Z, Y', Uj mezi X', Y’, Us mezi X, Z' (ponéyadz
jde o hlavni kruZnice). Pon&vadZ x, n Ty + 0, je A, € T4 (uzav. A XU,U;) —

— (uzav. U2U3) Ay e Tz (uzav. A YU,U,) — (uzav. YUZ) a A;eT; = (uzav.

A ZUU3) — (uzav. ZU3).
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Stejnou tvahou jako nahofe dosp&jeme k zavéru, Ze kruZnice ks protne vnitiky
dvou stran trojihelnika X YZ. Priseéiky kruZnice ks s kruZnicemi k,, k,, k5 oznaéme
V1> Vll’ st VZI: VB’ VS,

Necht kruZnice ks protne vnitfek stran')a\/, XZ. Necht V, leZimezi Y, U, (eventual-
né¢ V, = U,)a V; je mezi Z, Us. Pak body 4,, 4, leZina 'opa&nych polokoulich ur&e-
nych kruZnici k5 — spor. Z téhoZ divodu nemiZe byt V, mezi X, U,, V; mezi X, U,.
Nechf tedy V, je mezi X, U,, V3 mezi Z, U, (obr. 7). Pak V, je mezi Uy, Z', V] mezi

Obr. 7.

1, Z, Vj mezi X', Uy a V3 mezi Z', Uy, Ay € (uzav. A PU,V,) — (uzav. PU,), As €
€ (uzav. A PU,V;) — (uzav. PVy), A, € Ty, A, € T;, A3 € T; = (vzav. A ZV{V3) —
— (uzav. ZV;) a ostatni body mnoZiny & (existuji-li) jsou pak v uzavieném sférickém
pétithelniku PU,YZV;. Hlavni kruZnice k vedena body U,, V, prochazi body U}, V;
a protina kruZnici k, v bodech T, T”, kde Tlezi mezi U, V;, T’ mezi U}, V. Polokoule
x uréena kruZnici k obsahuje vSechny body mnoZiny & — spor. Tedy ks neprotne
soudasné strany XY, XZ trojiihelnika XYZ.

Necht kruZnice ks protne vnitfek stran XY, YZ. Necht V, je mezi Y, Z, V, mezi
X, Y, V3 mezi X,Z'. V{,V,, V3 jsou protilehlé pély bodim V,, V,, V5. Analogicky
pfedchozim uvahim je As e (uzav. A YV,V,) — (uzav. V,V,). Pon&vad? 4, € ks N
N Ty, leZi V, mezi Y, U, (obr. 8). Pak V; je mezi Y', U5, P mezi Uy, U,, P’ mezi U},
Uj, A, € Ty = (uzav. A ZV,V3) — (uzav. ZV)), A, € T; = (uzav. A PU,V,) — (uzav.
U,V,), Ay € Tj, Ay T, a ostatni body mnoZiny & (existuji-li) leZi v pétithelniku
ZV,V,U,U,. Hlayni kruZnice k vedena body X, P protne kruZnici k, v bodech T, T,
Tle#i mezi Y, U,, T' mezi Y’, U}..Polokoule k uréena kruZnici k obsahuje viechny

body mnoZiny ©-spor. Neprotne tedy kruZnice ks souéasné strany ﬁ };-2 troj-
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~ o~
thelnika XYZ. Z téhoZ diivodu neprotne kruZnice ks dvojici stran XZ, YZ. A tedy
pfipad 2 neni moZny. Dikaz véty je ukoncen.

Problém 1. Podobné& jako na kouli K v E; lze zavést na (n — 1)-rozm&rné kouli
v E, primitivni systém bodd. Zkonstruovat pro dané n vSechny primitivni systémy.
Takovych bodi je vejvyse 2n (extrémni p¥ipad viz [8], str. 15).

2. JEDNODUCHE LOMENE CARY

Definice 2. Nechf je dana uspofadana mnoZina Ag, Ay, ..., A, Apy, 1+ 2
(nz 1) bodil v roviné. Necht pro kazdé i, i =0,1,...,n, je A; + A;,,. Uzaviené

wr oMz

usecky :47/_1“1 vytvofi Caru R, kter4 se nazyva n-lomenou darou v roving a piSeme
R = (Ao, Ay, +oer Apy Apsy)- Body Ay, ..., A, jsou jeji vrcholy, tsedky A;A;.q jeji
strany. Vrchol A se nazyva vlastni, leZi-li dv& sousedni strany vrcholu A v riznych
piimkach. Céra R se nazyvé jednoduchd, jestlize se sama sebe neprotne. Posloupnost
{e;}i-o jednotkovych vektori e; = OS;, kde O je libovolny pevny bod v roviné a e; je
souhlasn& rovnobéZny s vektorem A4;A;., se nazyva systémem sméri édary R. Dvé
&ary v roving, které maji stejny systém smérd, se nazyvaji paralelni.

Definice 3. Necht R je n-lomena &ara s vlastnimi vrcholy, {e;} systém jejich sm&r.
Necht «; j = 1, ..., n je ihel mezi vektory e;_, e; (v tomto pofadku, pfitom kladny
smysl mé&feni hld bereme proti sméru hodinovych ruéiek a ze dvou moZnych thki
mezi dvéma vektory bereme ten, ktery je duty). Rekneme, Ze &4ra R je typu Q, jestlize

[ Y o] < 180°. Rekneme, e &ra R je typu Q.,, jestliZe je typu @, je jednoduch a obé
=1

jeji krajni tsedky lze bez omezeni soucasné prodluZovat, aniZ je porusena jednodu-
chost. Konegnou posloupnost jednotkovych vektorti, u niZ 74dné dva sousedn{ vek-
tory nejsou kolinedrni, budeme nazyvat posloupnosti typu Q, jestlize dana posloup-
nost je systémem smérfi n€které rovinné lomené Sary R typu Q.

Véta 2. Necht {e;}i- je posloﬁpnost typu Q. Pak existuje lomend &dra R typu Q
tak, Ze dand posloupnost je systémem jejich sméri.

Dikaz provedeme tiplnou indukci. Tvrzeni pro n = 2 a 3 plati. Necht » je libo-
volné pfirozené &islo, n > 3 a tvrzeni plati pro viechna k, 3 £ k < n, a nechf je ddna
posloupnost vektord uvedend v tvrzeni. Jsou-li vektory e,, e, souhlasné rovnobéZné,
jsou posloupnosti (e, €y, €,), (€5, €, ..., €,) typu Q. Podle induk&nich pfedpokladi
sestrojime &ary R;, R, typu Q,, a z nich pak &ru R snadno sestrojime (&aru R, ,,vlo-
Zime* do daného vrcholu &ary R,). JestliZe e,, e, nejsou souhlasn& rovnob&Zné, exis-
tuje zfejm& i, 1 < i < n tak, Ze posloupnosti (e, e;, €,), (e, --., €;), (e;, ..., €,) jsou
typu Q. Pomoci indukénich pfedpokladd (podobné jako nahofe) sestrojime hledanou
¢aru R; c.b.d.

Necht je dana v roviné lomena ¢ara R a dva riizné body A4, B. Jest otazka, kdy
existuje jednoduch4 lomené &ara S paralelni s R tak, Ze spojuje uvedené dva body
(%4ra S zaind v bod& A4 a kondi v bodg B). : :
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Definice 4. Posloupnost (e;, ez) jednotkovych vektorid v roviné nazveme zdkladni
dvojici vzhledem k nenulovému vektoru AB, jestliZe existuje jednolomeni &ira S
s vlastnim vrcholem spojujici body A, B tak, Ze dana posloupnost je systémem jejich
sméril. Posloupnost (ey, e,, e,) jednotkovych vektorit v roving nazveme zdkladni
trojici vzhledem k nenulovému vektoru A4B, jestlize vektory e,, AB jsou souhlasng
rovnobéZné a jestliZe existuje 2-lomena jednoducha &ara S s vlastnimi vrcholy tak, Ze
spojuje body A, B a dané posloupnost je systémem jejich sméri.. Zakladni dvojice
a trojice nazyvejme souhrnné posloupnostmi pro dany smér zdkladnimi.

Véta 3. Nech? R je lomend &dra v roviné, {e,}i_, systém jejich smérii, A, B dva
rizné body. Pak existuje jednoduchd lomend &dra S s vlastnimi vrcholy, paralelni
s R a spojujict body A, B prdvé tehdy, kdy? existuje index i tak, e bud (e‘-, €1)
nebo (e;_1, e;, €;+1) je pro smér AB posloupnosti primitivni.

Diikaz. Postacitelnost podminky je zfejma. Nutnost podminky dokdZeme tiplnou
indukci. Pro n = 2 a 3 tvrzeni plati. Nechf n > 3 a tvrzeni plati pro vSechna k,
2 £ k < n. Necht R je (n — 1)-lomené jednoducha &4ra spojujici body 4, B a jejiz
systém smérd je naSe dand posloupnost. Jestlize pfimka 4B mé kromé& bodi 4, B
jesté asponl jeden dalsi bod spole&ny s Sarou R, 1ze ¢aru R rozdélit na dv& lomené Sary
a pro jednu z nich uZit induk&nich predpokladi. Jestlize Z4dny takovy dalsi bod na AB
neexistuje, existuji zfejmeé indexy r < s tak, Ze r = 0, s < n, alespoii jedna z t&chto
nerovnosti je ostrd a existuji body X, Y, kde X je uvnitf r-t€ a Y uvnitf s-té strany ¢ary
R tak, Ze vektor XY je souhlasné rovnobéZny s vektorem AB. Pro ast éary Rz X do Y
uZijeme indukéniho predpokladu a jsme hotovi. Diikaz je ukondcen.

Problém 2. Necht R je lomena ¢ara v E, a A, BeE,, A #+ B dva libovolné body.
Nalézt nutnou a postadujici podminku pro to, aby existovala jednoduchad lomena
&ara S paralelni s R tak, Ze spojuje oba body 4, B.

s

3. EXISTENCE ZBORCENEHO MNOHOUHELNIKA S PREDEPSANYMI
SMERY STRAN

Definice 5. Jestlize v definici 2 je A, = 4,4+, nazyva se &ara R mnohotuhelnikem
(specidlng (n + 1)-Ghelnikem) v roving a piSeme R = (4o, Ay, ..., 4,). Jestlize body
A; € E; neleZi vesmés v roving, nazyva se mnohouhelnik R zborcenym.

Poznamka 9. Jednoduchy rovinny mnohothelnik rozdé&li rovinu na dvé oblasti —
ohraniSenou (vnitfek) a neohranienou. Jestlize mnohouhelnik neni jednoduchy, ma
body, které leZi soutasné alespoii ve dvou rliznych nesousednich stranach. Takové
body nazyvame singularnimi. '

Poznamka 10. Necht R je jednoduchy mnohothelnik. Pro tihly «; (viz def. 3) pfi

n
jeho vrcholech plati ) «,= + 360°. Plati téZ opak: Necht je dina posloupnost {e;}7_,
i=1

jednotkovych vektortt v roving, necht vesmés vektory e;, €;+1 (i mod n) nejsou ko-
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n
linearnia plati ) o; = + 360°. Pak existuje jednoduchy rovinny n-helnik R, pro né&jz
i=1

dana posloupnost je systémem jeho smér. Snadno totiZ nahlédneme' (viz V. PoLAx
[6]), Ze za danych pfedpokladd existuji indexy i < j < knebo i < j < k < Itak, Ze
posloupnost (e, e;, €,) je systémem sméril trojuhelnika nebo posloupnost (e;, e, -
€, €)) je systémem smérii rovnob&Znika a posloupnosti (e;, €41, ---» €7), (&), €41,
-ney), (e,...,e,ey,...,e) nebo (e;, €;,q,.:., e), (e,€1,-->€) (€ €y,

e), (e, ..., e, ey, ..., €)jsouposloupnosti typu Q. Podle véty 2 sestrojime k témto
posloupnostem &ary typu Q. a tyto (vhodn& malé) vlozime do vrcholl trojthelnika
nebo Ctyfihelnika a obdrZime tak hledany mnohotihelnik R. (Tento problém poloZil
E. CecH. Resil jej A. RENYIv [7], ale s chybou, kterou opravil K. CuLik v [1]. Bez
poZadavku jednoduchosti problém fesil V. HAVEL v [3].)

Poznamka 11. Necht R je rovinny mnohouhelnik, jehoZ viechny vrcholy nelezi
vesmé&s v pfimce, {e;} necht je systém jeho smérd. Pak koncové body S; t&chto vektord
vytvoli na jednotkové Kruznici K mnoZinu & typu ().

Poznédmka 12. Necht R je zborceny mnohothelnik a {e;} systém jeho sm&rd. Pak
koncové body S; téchto vektori vytvoii na jednotkové kouli K mnoZinu & typu ()

&viz K. LOWNER [S)). Plati té7 opak. Necht posloupnost {e;};-; jednotkovych vektori
e; = OS; v prostoru je takova, Ze body S; tvofi na jednotkové kouli K mnoZinu &
typu (). Pak existuje zborceny (ne nutné€ jednoduchy) mnohothelnik R tak, Ze dana
posloupnost je systémem jeho smérd. (Tuto vétu v 3-rozmérném prostoru dokézal
v podstat€ W. FENCHEL v [2], pro obecnou dimensi vétu dokazuje V. Havel v [4].)

Definice 6. Konednou posloupnost {e;} jednotkovych vektord e; = OS; v E;, v niz
Z4dné dva sousedni vektory nejsou kolinearni, nazveme posloupnosti typu Q, jestliZe
je to bud rovinna posloupnost typu Q (def. 3) nebo vektory e; neleZi vesm&s v jedné
roviné. Jednoducha zborcena (tj. neni rovinné) lomena &4ra s vlastnimi vrcholy se na-
zyva Garou typu Q. jestlize obg jeji krajni usecky Ize soucasné bez omezeni prodlu-
Zovat, aniZ je porusena jednoduchost.

Lemma 1. Necht {e;} je posloupnost typu Q. Pak existuje édra R typu Q, tak, Ze
dand posloupnost je: systémem jejich smérit. (Je-li {e;} posloupnost rovinn, jde
o vétu 2, prostorovy pfipad se snadno dokaZe tplnou indukci.)

Definice 7. Nechf P je zborceny mnohothelnik s vesmés vlastnimi vrcholy. Existuji
jednoznadng &isla 1 £ jy < j, <... < j; < ntak, Ze &ary Ry = (4;,, 4j,+1, .., 4
Ajz+1)’ Rz = (Ajz’ Ajz.ll.l,.. AJB’ A13+1) .oy Rl = (Ajl’ Aj1+1,..., An, Al""’ Ajl’

Aj, +1) jsou rovinné (Sara R, necht leZi v roving g,) a pro kazdé ¢ (t mod I) jsou roviny
0y 0.+ T0zné (protinaji se v ptimee 4;, A4, 4,). Cary R, se nazyvaji rovinnymi sledy

mnohotuhelnika P.

Jj2)

ied

Lemma 2. Nechf Q = (Ay, ..., A,) je jednoduchy zborceny n-ihelnik v E; s vlast-
nimi vrcholy. Necht 1 £j, <j, <...<j, £n jsou indexy urlujici rozklad
mnohothelnika Q na rovinné sledy. Nechr {ei},:.-_-o Jje posloupnost jednotkovych
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vektorii takovd, Ze je typu Q a vektory ey, €, jsou po Fadé souhlasné rovnobézné
s vektory A A, A1 A,. JestliZe j; = 1, existuji pro kazdé ¢ > 0 body By, By, ..., By,
By, tak, Ze By = A,, bod By, le#{ na pfimce A A3, body By, ..., B, leZ{ uvnitf
kulového e-okoli bodu A,, édra R = (By, By, ..., By, Bi+1) je typu Q, systém jejich
smérii je naSe dand posloupnost @ mnohotihelnik P = (Bo, By, ..., By, Bysy, A, - ey
A,_,) je jednoduchym (n + k — 1)-ithelnikem. Jestlize j; > 1, existuji pro kaZdé
¢ >0 body A}, A} s1,.-» Ay_1, By, By, ..., By, Byyy tak, %e By, lei na primce
A3As, body By, ..., By leZi uvniti kulového e-okoli bodu A,, &ra R = (B, By, ...,
By, Byyy) je typu Q, systém jejich sméri je naSe dand posloupnost, édry (4,1
Ajy ooy Any Ay), (Aj,-1, Ajps s Al 1, Bo, By) jsou paralelni, sobé odpovidajici
vrcholy jsou od sebe vzddleny o méné neZ ¢ a mnohotihelnik P = (By, By, ..., B,
Biv1s Asy ooy Ajyoy, Ay ooy Ap_y) je jednoduchym (n + k — 1)-ihelnikem.

J

Ditkaz. Na zdkladé lemmatu 1 sestrojime aru R typu Q. jejiZ systém smért je
na$e posloupnost. Sestrojime ji tak malou, aby jeji vrcholy By, ..., By leZely uvnitf
kulového e-okoli bodu A, a aby By, { = A,. Pak snadno lze posunout prvou stranu
(eventueln& i s &asti rovinného sledu, v niZ prva strana lezi) tak, aby prochazela bodem

B,, cbd.
®

Definice 8. Jestlie mnohothelnik P vznikne z mnohothelnika Q zpiisobem popsa-
nym v lemmatu 2, fekneme, Ze jsme &aru R (typu Q,,) vloZili do vrcholu A; mnoho-
thelnika Q.

Definice 9. Rekneme, 7e jednoduchy zborceny mnohothelnik P s vlastnimi vrcholy
1ze redukovat, jestlize existuje jednoduchy zborceny mnohotihelnik Q s vlastnimi
vrcholy a &ry Ry, R,, ..., R, typu @, (ne vesm&s viechny 1-lomené) tak, Ze je lze
vloZit do jistych vrcholit mnohothelnika Q a nové vznikly mnohothelnik je paralelni
s P. Rikame té%, 7¢ Q vznikl z P redukci. Jednoduché zborcené mnohothelniky, jez

nelze redukovat, se nazyvaji zdkladnimi. Nyni né-

' kolik piikladit:
(I) Kazdy zborceny &tyfuhelnik je jednoduchy
— a zdkladni (nebof kaZdy smér je nepostradatelny, viz
// _— obr. 9).
L=\ 7 (II) Necht P = (4, B, C, D, E) je jednoduchy zbor-
Obr. 9. ceny 5-tthelnik, jehoZ vSechny rovinné sledy jsou 1-lo-

mené. Nechtf vektory AB, BC, DE jsou komplanarni

a lze z nich vytvofit trojihelnik. Necht EA4, AB, CD jsou komplanarni a Ize z-nich vy-

tvofit trojuhelnik. Pak P je zékladni (kaZdy smér je nepostradatelny, viz obr. 10).

(III) Necht P = (4,B,C, D, E) je jednoduchy zborceny 5-uhelnik, (4, B, C),

(C, D, E, A) necht jsou jeho dva rovinné sledy. Necht pfimky AC, DE jsou rovnob&zné

a poloptimky CD, AE se neprotnou. Pak P je zdkladni. (KaZdy sm&r je nepostrada-
telny (obr. 11).)
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(IV) NechtP = (4, B, C, D, E, F) je jednoduchy zborceny 6-tihelnik, jehoZ viechny
rovinné sledy jsou 1-lomené. Necht vektory AB, BC, CD jsou po fad€ souhlasné
rovnob&Zné s vektory ED, FE, AF. Pak P je zékladni (kaZdy smér je nepostradatelny)
(obr. 12).

(V) Necht P = (4, B, C, D, E, F) je jednoduchy zborceny 6-ihelnik, (4, B, C, D),
(D, E,F, A) dva jeho rovinné sledy. Necht p¥imky 4D, BC, EF jsou navzijem

E

Obr. 12. Obr. 13.

rovnobéZné, polopfimky AF, DE se neprotnou. Pak P je zdkladni. Sméry AB, CD,
DE, FA jsou nepostradatelné. Odtud plyne, 7e &ara R p¥i redukci by byla bud paralelni
s (4, B, C, D) nebo (D, E, F, A). Zadné viak z t&chto &ar neni typu 2 a tedy R ne-
milZe byt typu Q,, — spor (obr. 13).

Véta 4. Je-li jednoduchy zborceny mnohouhelnik P zdkladni, pak je jednim z uve-
denych péti typii.

Dikaz provedeme v dal§ich dvou lemmatech.

Poznamka 13. Necht {e;} je posloupnost jednotkovych vektort e; = OS v E,
takova, Ze body S, jsou vesmés riizné a tvofi mnoZinu primitivni na jednotkové kouli
K. Pak existuje zborceny mnohouhelnik Q tak, Ze dana posloupnost je systémem jeho
sméril. Dikaz se provede snadno pfimou konstrukci. Mnohothelnik Q v pfipadé
primitivni &tvetice je zborceny &tyfuhelnik (obr. 9), tvary mnohothelnika Q v pfi-
padech primitivni pétice a Sestice jsou uvedeny na obrazech 14 a 15.

275



Lemma 3. JestliZe zdkladni mnohoihelnik P md vSechny rovinné sledy 1-lomené,
pak je to mnohoiihelnik I, IT nebo IV.

Dtukaz. Necht {e;}7-, je systém smé&rit mnohothelnika P. Jejich koncové body S;
yytvofi na jednotkové kouli K mnoZinu & typu () (pozn. 12). Zfejmé existuji indexy
i 1=i; <iy<..<i,=n tak, Ze body §;, jsou vesmé&s rizné a mnoZina
{S:;» Siy» ---» Sy} je na kouli K primitivni. Podle poznidmky 13 existuje mnoho-

a, (31245)

b, (31425) d, (34125)

(& =-%) ¢ (31452)

Obr. 14.

tihelnik Q tak, Ze posloupnost {e; } je systémem jeho smérd. Q je jednim z mnoho-
thelnikd uvedenych na obr. 9, 14 a 15. Poné&vadZ mnohotihelnik P m4 vlastni vrcholy
a viechny jeho rovinné sledy jsou 1-lomené, jsou posloupnosti (e;, €; 41, -.., €;,),
(€1 €1 1> -~ €53)s -+ (€hr €115 -+ € €, ..., €;) typu Q (def. 6). Zkonstruujme
(podle lemmatu 1) pfisludné &ary Ry, R,, ..., R,_y, Ry typu @, (vhodn& malé).

Necht Q je jednoduchy (pfipady uvedené na obr. 9,14b, c, d, 15d, ). Pon&vadZ P
je zakladni, nelze jej redukovat, a tedy je P = Q. Tim jsou vyloudeny pfipady uvedené
na obr. 14c, d, 15d (viechny rovinné sledy nejsou zde 1-lomené) a tedy nastane bud
piipad vyznadeny na obr. 9 — pfip. I, nebo na obr. 14b — pf¥ip. II, nebo na obr. 15¢ —
pfip. IV. , _

Jestlize Q neni jednoduchy (pfipady zobrazené na obr. 14a, 15a, b, c) snadno
zkonstruujeme jednoduchy mnohotuhelnik Q’, ktery vznikne z P redukci — spor,
nebot P je zdkladni. Mnohothelnik Q' zkonstruujeme pro pfipad obr. 14a,: body
Sip» Si,, Si, tvofi trojihelnik, S;,S; dva protilehlé pély. Zrejmé existuje index

ig?
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j» 1y <j < i,tak, Ze vektory e,, e;, e,,, e, nejsou komplanarni. (JestliZe i, = iy +
+ 1, existuje takove Jj mezi i, iy. Pfe¢islovanim vektor( obdrZime pfedchozi ptipad.)
Snadno se zkonstruuje jednoduchy zborceny mnohothelnik Q’, jehoZ systém sméry
je jedna z posloupnosti (e;,, e;, e, €;,, e,,), (€;,, €}, €;,, €., e;,). Zfejm& kaZd4 z po-
sloupnosti(e;,, € 415 s €;) (€} €115 - s €5,)s (€ips €1p 15 -0 €1,)s (€15 €115 - o0s €5),
(€1 €1y 1s -oos €1g)s (Cip €11y - oor €15 s €21, €;), (€10 €554 15 +-o» €5, <o, €;,) JE tYDU
Q. Tedy Q' vznikne z P redukci. Podobné& se zkonstruuje Q" pro ostatni pfipady
uvedené na obr. 14a, 15a, b, c. Ditkaz lemmatu je ukonéen.

ay (132645) by (123645)

dy (132465) ‘

¢, [123456) ¢). (134265)

7

Obr. 15.

Poznamka 14. Metody uZité v pfedchozim ditkaze 1ze vyuZit ke konstrukci zborce-
ného (ne nutn& jednoduchého) mnohoihelnika s pfedepsanymi sméry stran (pozn. 12).

Poznémka 15. Necht P je jednoduchy zborceny mnohouhelnik, X pilici bod i-té
jeho strany. Snadno se nahlédne platnost nasledujiciho tvrzeni:

Pro kazdé & > 0 existuje & > O tak, Ze plati: Pro kaZdy bod Y kulového - okoh :
bodu X Ize sestrojit vhodnymi zmé&nami délek stran (zmeny neprevysuji éislo & (novy

mnohotuhelnik P’ tak, Ze P’ je jednoduchy, je paralelni s mnohotihelnikem P a jeho
i-ta strana prochazi bodem Y.

Lemma 4. Jestlize zdkladni mnohoiihelnik P nemd rovinné sledy vesmés 1-lomené,
je to mnohouhelnik III nebo V.

Dikaz. Necht P = (AI, ... 4,) je libovolny zborceny jednoduchy n-thelnik,
Ry = (4y, ..., 45, A;44), i = 3jeho rovinny sled. Princip ditkazu bude spogivat v tom,
Ze sled R; nahradime jeho zakladnim sledem a podle situaci, které vzniknou, pak pro-
vedeme redukci mnohothelnika P (neni-li ovSem P typu III & V).
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1. Existuje index j, 2 £ j < i tak, 7e vektory e;_,, e}, e;, ; tvofi pro smér 4;4;+,
zédkladni trojici. Zfejmé existuji body B, C tak, Ze vektory 4,B, BC, CA;+1 jsou po
fad& souhlasné€ rovnob&zné s vektory e;_;, €;, €;,; a mnohothelnik P’ = (AI, B, C,
Aivq, Aisa ...y A,) je jednoduchy. JestliZe i > 3, Ize z¥ejm& P redukovat na P, Jest-
lize i = 3, lze poloZit P’ = P. Necht Cira S = (4;4, ..., 4,, 4;) je rovinnd. Pak
snadno dospéjeme k cili. (Céru S nahradime zdkladnim sledem. ObdrZime tak jedno-
duchy zborceny k-thelnik Q, kde k = 5 &i 6. Jestlize k < n, lze P redukovat na Q.
Jestlize k = n,je P = Q a bud.P je mnohothelnik III nebo V nebo n = 6, poloptimky
AyAs, A Ag se protnou a P lze zfejmym zplisobem redukovat na 5-thelnik.) Jestlize
Cara S je prostorovéa, lze na zéklad® pozn. 15 zkonstruovat mnohotihelnik Q =
= (4, B, A}y, Abss, ...y A)) tak, Je vektory A, B, BA},y, A Alss, ..., ALA; jsou
po Yadg souhlasn& rovnob&iné s e;_,, e; e;,y,..., e, a polet singularnich bodl
mnohothelnika Q je kone&ny, Z4dny z nich neni vrcholem a viechny leZi uvnitf strany
BA}, . Jestlize Q je jednoduchy, jsme hotovi (P1ze redukovat na Q). Neni-li Q jedno-
duchy, necht U je singulérni bod nejblizii bodu B (necht U le# v s-té stran&). Pak
(44, B, U, A, 4, ..., A}) je jednoduchy zborceny a vznikne redukei z P.

2. Necht 74dn4 zékladni trojice pro &aru R, neexistuje. Nechte;_,,e;,2 <j < 4,
je zakladni dvojici pro smér 4,4, . Existuje bod B tak, Ze vektory 4,B, BA;. jsou
po Ffad& souhlasn& rovnobéné s e;_,, e;. Nahradme sled R, sledem (4,, B, 4;.4)
(mnohotihelnik ozname P’). Jestlize P’ je jednoduchy, jsme hotovi (P’ vznikne z P
redukcf). Nechf tedy P’ neni jednoduchy. Na zaklad& pozn. 15 Ize pfedpokladat, Ze
singularnich bodd je pouze konein& mnoho, Zadny neni vrcholem a viechny leZi
uvnitf stran sledu (4y, B, A;41)-

2.1. Nechf 2 < j < i. Pon&vadZ P’ neni jednoduchy, lze bez @jmy na obecnosti
predpokladat, e uvnit¥ strany BA,, , existuji singularni body. Necht U je ten z nich,
ktery je nejbliZe bodu B (necht U leZi v r-té strang, r > i + 1). VloZme do vrcholu 4,
‘mnohotihelnika P’ &aru § = (B,, By, ..., B;_;, B;) typu Q,, tak, Ze je paralelni s &arou
(A, Ay, A,, ..., Aj_y, Aj). Nov& vznikly mnohothelnik ozname Q'. VloZeni lze
ziejmé provést tak, aby Q' nebyl jednoduchy a vSechny jeho singularni body byly
také singularni body z P’. Pak zfejm& mnohothelnik Q = (Bl, B,,...,B;_;, B, U,
A, sy, .- Ay = By) je jednoduchy a zborceny a P 1ze na Q redukovat.

2.2. Necht neplati 2.1. Pak existuji nejvyse 2 zakladni dvojice. Pro jednu je j = 2
pro druhou j = i. Nahradme R, pfislu§nou dvojici. Mnohotihelniky oznaéme P, P5
(aspoﬁ jeden z nich existuje). Podle pfedpokladu Z4dny z téchto mnohothelnik nenf
jednoduchy. Jestlize v mnohothelniku P na stran& 4, B nele#i Z4dny singularni bod
postupujeme stejng jako v 2.1 (U je nejbliZsi singularni bod bodu B, Q = (4,, B,U
Arigseens A,,) vznikne redukci z P). Stejn& postupujeme, jestliZe v P} na strang BA;.,
neexistuje singularni bod. Necht tedy Zadny z t&chto pfipadd nenastane. .

2.2a. Necht P} neexistuje. Podle predpokladd ve sledu R; existuje pouze jedini
zékladni dvojice e,, e, a bod A4, leZi mezi 4,, B. Pon&vad? uvnitf strany 4, B mnoho-
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thelnika P; leZi singularni body, lze na zdklad€ poznamky 15 pfedpokladat, Ze vSe-
chny leZ{ uvnitf stran sledu R;, (do kterého téZ patii strana 4,4,).

o) Necht A4 le#i mezi Ay, 4;,,. Pak R, = (4, 4,, 43, A,). Necht U je za viech
singularnich bodd bodu A, nejblize. Bod U leZi mezi 4,, B a poloptimka (U, e,)
protne vnitfek tselky A;A, (tento bod ozna&me V). Na zékladé poznadmky 15 lze
predpokladat, Ze mnohothelnik (4, U, V, A, ..., A,), jenZ je paralelni s P, ma jediny
singularni bod U (ktery je vrcholem a soudasng leZi uvnitf r-té strany, r > 4). Ziejms
mnohotihelnik Q = (U, V, 4, 4s, ..., 4,) je jednoduchy, zborceny a vznikne z P
redukci.

/_,/?Aiu

Obr. 16. Obe. 17.

B) Necht piipad o) nenastane, tj. A, leZi mezi 4,, V, kde bod V je prisedikem polo-
pHmky (4,, e,) s pfimkou 4, 4,,, (VleZi mezi body 4,, 4;.,) — Viz obr. 16. Pon&-
vadZ €ara R; ma pouze jedinou zékladni dvojici e,, e,, plyne z véty 3, Ze &ara R, nema
s ptimkou A4,4;,,, kromé& bodd A,, 4;,, a kromé snad tsecky Z_iZHl, Zadny dalsi
bod spoletny. Je tedy mnohothelnik T = (A4, 4, ..., A;, A;44), Tesp. (Ay, 43, ..oy
A;), (4;€ A1 A;.1), jednoduchy. JestliZe je vnitfni thel mnohothelnika T p¥i vrcholu
A vypukly, protne poloptimka (4s, —e;) vnitfek usegky A; 4, (v bod& W — viz
obr. 16). Na zaklad€ poznamky 15 lze pfedpokladat, Ze bud zborceny mnohoiihelnik
Q = (A4,, W, A, ..., 4,) je jednoduchy a jsme hotovi (P Ize na Q redukovat), nebo
i = 3 a existuji body U,V tak, Ze A, leZi mezi U, A,V mezi 45, 44, UV je souhlasng
rovnob&Zny s e, a mnohothelnik (44, U, ¥, A4, 4s, ..., 4,), jenZ je paralelni s P, ma
jediny singularni bod U, ktery je vrcholem a sou&asn& leZi uvnitf r-té strany (r > 4).
Ztejmé pak mnohotihelnik Q = (U, ¥, A4,, ..., 4,) je jednoduchy, zborceny a vznikne
2 P redukeci. JestliZe jest vnit¥ni thel mnohouhelnika T pfi vrcholu 4, duty, leZi uvnitf
tseSky A5V aspoii jeden bod z mnohotuhelnika T. Bez tjmy na obecnosti 1ze pfedpo-
kladat (pozn. 15), Ze té&chto bodi je jen kone€n& mnoho a Zadny neni vrcholem. Necht
W je z nich nejblizsi bodu A, (W necht le#i v r-té strang, 4 < r < i — viz obr. 16). Na
zéklad€ pozn. 15 Ize pfedpokladat, Ze zborceny mnohotihelnik Q = (4,, 42, W,
Arits o5 A,) je jednoduchy — jsme hotovi (P Ize na Q redukovat, nebof &ara (A,, 43,

o An A, y) je typu Q).
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2.2b. Necht P;iP, existuji. Pak i = 4 a bod A4; neleZi na pfimce 4;4;,,.
Jestlize mnohotihelnik T = (44, ..., Aj;+y) je jednoduchy, postupujeme stejnd jako
v 2.2aB. Jestlize T neni jednoduchy, 1ze pfedchozimi zm&nami délek stran docilit toho,
e ¢ara R, ma krom& bodd A4,, A;+4 s pfimkou A4;4;., jen konetné mnoho bodd
spole&nych a #adny z téchto bodd neni vrcholem. Tyto body ozna¢me Z; (leZi uvnitf

t;-té strany). Plati 1 < t; < 1, < ... < t; < i. Pon&vadZ ma ¢ara R, pouze dv& za-
kladni dvojice e;, e, a e;_,, e;, j€ ,
kazdy z vektord Z;Z;., (j = 1, , | !

2, ..., I = 1) souhlasn& rovno- /"\iz\, |z, _.LE'
N

<y ¥ 1y O 7
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a e;_;,e; jsou jediné zakladni dvojice, neleZi bod A, mezi Z;, 4;,; ani bod A;4,
mezi A,, Z,. Jsou moZny pouze tfi ptipady: (1) ! = 1aZ, leZimezi A;, A;,, (obr. 17),
(2)l>1aZ,2,,..., Z,lerimezi Ay, 4;,, (obr.18),(3) I > 1a 4;,, leZimezi 4, Z,
(obr. 19). (Jestlize A, leZi mezi 4. 1, Zy, jde o piipad (3), pfetislujeme-li strany.)

Piipad (1) JestliZe strana a, = A,A, sledu R, neprotne pfimku A4, A4;, ;, pak bud
poloptimka (4, e,) protne &ru R, nebo poloptimka (43, —e;) protne vnitfek strany
a;. V obou t&chto pripadech redukujeme P stejnym zplsobem jako v 2.2ap. LeZi-li
bod Z, na a,, neprotne a;_, pfimku A,A4;,, (nebot i > 3) a situace je stejna jako
pfedchozi.

Ptipad (2): Neprotne-li n&ktera ze stran a,, a;, pfimku 4, 4;, {, postupujeme stej-
n& jako v ptipadu (1). Jestlize Z, leZi v a,, Z, v a;_;, protne polopiimka (43, e,) Garu
R, a redukujeme P stejné jako v 2.2af.

Pfipad (3): V roving sledu R, sestrojime homotetii ¢ o stfedu 4, tak, aby Z{ =
= A;,,. Je-li mnohothelnik (Al, AS, LAY Ay Aoy e A,,) jednoduchy, vznik-
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ne zfejmé z P redukci — jsme hotovi. Neni-li jednoduchy, oznaéme Z prvy singularni
bod na &afe (4, A%, ..., A7, A;. 1) (pfedchozimi zmé&nami délek stran l1ze docilit toho,
¥e vSechny singularni body tvo¥i konednou mnoZinu a Z4dny neni vrcholem) postupu-
jeme-li z A, do A;,. Z¥ejm& Z non € af. Necht Z leZi v r-t€ stran&, r > i + 1. Pak
ziejm€ jednoduchy zborceny mnohouhelnik (A,, AS i Z Ay Ariay ey A,,)
vznikne z P redukci. Lemma 4 je dokazéno.

Véta 4 je bezprostfednim disledkem lemmat 3 a 4.

Definice 10. Rekneme, Ze posloupnost jednotkovych vektoriz {e;}i—, v E; je zd-
kladni, jestliZe posloupnost ma vlastnosti uvedené v nékterém z pfipadii I az V.

Poznémka 16. JestliZe {e;}}_ , je zdkladni posloupnost vektord, pak existuje jedno-
duchy zborceny mnohotuhelnik P tak, Ze danéd posloupnost je systémem jeho sméri
(tvrzeni se snadno dokaZe pfimou konstrukef).

Vysledkem vs§ech predchozich tivah je nasledujici tvrzeni:

Véta 5. Necht {e;}}_,, n = 4 je posloupnost jednotkovych vektori e; = OS,-'v E,
takovd, Ze body S, tvoFi na jednotkové kouli K mnoZinu & typu (*) a vektory e, e;,,
(i mod n) nejsou pro ¥ddné i kolinedrni. Pak existuje jednoduchy zborceny n-ithelnik
P, jehoZ systém smérii je nasSe dand posloupnost prdvé kdyZ existuji disla 1 £ i; <
<ip < ... < i, = n tak, Ze posloupnost {eij}if=1 je zdkladni a posloupnosti (e;,,
€ t1s s €h) oens (€4 oons € €, .., €;) jSOU typU Q.

Dikaz je snadny; nutnost podminky plyne z véty 4, postaditelnost pak z pozn. 16
a lemmatu 1.

Poznéamka 17. Existuje zborceny mnohothelnik P v E; tak, Ze neni jednoduchy
a téZ kazdy s nim paralelni neni jednoduchy. Toto tvrzeni lze zobecnit pro kaZdou
dimensi n = 3: V libovolné roving ¢ = E, sestrojme &aru (4,, 4,, 43, 4,) tak, aby
strany A,A,, A;A, se protinaly v bod& leZicim uvnitf obou. P¥imkou 4,4, vedme
nadrovinu o tak, Ze ¢ "o = A;4,. V o sestrojme jednoduchou lomenou &iru
(A4, As, ..., A1) tak, Ze body Ay, As, ..., Ayt A; jsou lineArné nezavislé a smér
A;4,4 je pro mnohothelnik (444s, ..., 4,42, 4,) nepostradatelny (analogicky pojem
trojrozm&rnému ptipadu).

Problém 3. Nalézt nutnou a postaCujici podminku pro existenci jednoduchého
zborceného mnohouhelnika s pfedepsanymi sm&ry stran v E,. Specialné dokazat, Ze
v E, existuje jen konetné mnoho zakladnich jednoduchych zborcenych mnoho-
thelnikd, a nalézt je.
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Pesrome

O CYIIECTBOBAHUMU ITPOCTOI'O KOCOI'O MHOI'OYI'OJIbBHHUKA
B E; C ITIPENIIUCAHHBIMHU HATIPABJIEHUAMI CTOPOH

BAIJIAB ITOJIAK (Viclav Poldk), Bpao

CraThs COHEPXHT HOKA3aTENbCTBO CIEHYIOLIEro YTBEPXIOeHUA: Jaa oanHoil
nocaedosamenvHocmu {€;};_, eOuHuYHbIX 6eKMOpO8 Cyujecmgyem npocmol Kocoil
MHo20y20abHUK 8 Es, cucmemoil Hanpasaenuii Komopozo ABAAEMCA YKA3AHHAA blule
nocae008amesbHOCM, eCcAu U MOABKO eCAU CYuecmgyem hnooOnocae008amesbHOCHb
{e; J},_l, ABAANOWAACA OCHOBHOU, u nocaedosamessHocmu (€;, €; 11, -+ €;,), -- o

v (@, 15 .05 €y €, .., €; ) npuHadsencam muny Q. (Cm. Teopemy 5.) OcHOBHas
TIOCTIEOBATEIHHOCTD SIBJISETCS CHCTEMOM HANpaBJeHHH OJHOrO W3 ISTH MHOIOY-
TOJILHUKOB (T. Ha3. OCHOBHBIX) Ha puc. 9— 13. IlocenoBaTeIbHOCTD MPUHAIIECKHUT
THITy €2, eCIIX OHA SIBJISETCS IOCJIENOBATEILHOCTHIO HAIPABJIEHHH IPOCTOH JIOMaHOM
JuHUH, 06a XpaWHHX OTpe3ka KOTOPO# MOXHO OZHOBPEMEHHO Ge3rpaHHYHO IIPO-
IoJpKaTh 6e3 HapylleHus IPOCTOTHL

IIpu mcciefoBaHUM OCHOBHBIX MHOTOYTOJBHHKOB HYXKHO BBECTH IOHSATHE IPUMHA-
TEBHOR cucteMbl © Tovek Ha mape. (Koneuynas cuctema & TOhek Ha IUape Ha3bl-
BaeTCs IPHEMUTHBHOH, €ClU (*) OTKpHITAs BBIMyKJIas 060rouka 13 & comep X uT HeHTp
mapa, ¥ () 1a Jnoboit Touku A € & muoxectso & — {4} He mMmeeT cBoiicTBa (*).)
CymiecTBylOT TOJBKO TPH THIIA IPAMHUTHUBHBIX CHCTEM TOYeK Ha mape (Teopema 1).
Ha OXpyXHOCTH MMEIOTCS JIMIIb /[Ba THIA IPUMATHBHBIX CHCTEM.

IIpo6aema: OTBICKaTh BCe NPUMUTHBHEIE CHCTEMBI To4ex Ha (n — 1)- MepHOM
mape B E, (06 skcTpeMasbHOM cilydae — 2n Todex — cM. [ 8]).
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Summary

ON THE EXISTENCE OF A SIMPLE SKEW POLYGON IN E;
WITH PRESCRIBED DIRECTIONS OF SIDES

VAcLAvV PoLAK, Brno

The paper contains the proof of the following theorem: For a given finite sequen-
ce {e;}}—, of unit vectors, there exists a simple skew polygon in E; such that above
mentioned sequence is the sequence of its directions, if and only if there exists a
fundamental subsequence {e,-i}’;=1 such that all sequences (e;,, €; 11, ..., €y); ...,
(€4 €1 15 -+ € €1, ..., €;,) are of type Q. (See theorem 5; a fundamental sequence is
a sequence of directions of one of the five so-called fundamental simple skew poly-
gons in fig. 9-13. A sequence of type Q is the sequence of directions of a simple poly-
gonal line with the following property: both its terminal sides can be simultaneously
unlimitedly prolonged without losing the property of being a simple polygonal
line.) '

In studying fundamental polygons it is necessary to study the so-called irreducible
system & of points on the sphere; there are finite sets of points with the following
properties: () The center of the sphere is an inner point of the convex hull of the set
&; (x+) If A € & is an arbitrary point, then & — {4} does not satisfy (*). There are
only three types of irreducible systems on the sphere (theorem 1). On the circle there are
only two.

The problem is to find all irreducible systems on the (n — 1)-dimensional sphere
in E, (about the extremal case 2n points see [8]).
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