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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 87 (1962), Praha

O SPLYNUTI ZAKLADNICH CENTRALNICH DISPERSI 3. A 4. DRUHU
DIFERENCIALNI ROVNICE j(?) + Q(f) ¥(t) =0

JAN CHRASTINA, Brno
(Doslo dne 15. z4fi 1960)

V praci jsou vySetfovany takové rovnice (1), kdy pro kaZdou dvojici y, (¢),
¥,(%) jejich feSeni maji funkce y, (r) j'z(t), 'yl(t) y,(#) bud viechny nebo Zadné
kofeny spolené.

1. Uvod. UkéaZeme, jak nékteré tilohy vzniklé v souvislosti s teorii dispersi diferen-
cialni rovnice
1) (o) + Q1) y() =0, —o<t<w,
Ize Yesit pomoci zndmé Newtonovy interpretace. O funkci Q(f) budeme v dal$im p¥ed-
pokladat, 7e ma n (n 2 0) spojitych derivaci pro viechna .') ReSeni rovnice (1) je pak
tvaru

(2) ¥(t) = ay,(t) + Bya(t), —oo<t<oo,

kde a, B jsou libovolné konstanty a y,(t), y(f) n&aka dvojice linedrn& nezavislych
feSeni. Wronskian této dvojice je konstantni a riizny od nuly

) y 10] y 2(1)
y1(t) ¥2(1)
Funkce yy(t), y,(f) maji n + 2 spojitych derivaci v celém defini¢nim oboru; struén&ji
budem fikat, Ze jsou hladké. Podobné kfivka dan4 v afinni roviné jistymi parametric-
kymi rovnicemi se bude nazyvat hladkou, jestliZe afinni soufadnice jejiho bodu jsou
hladkymi funkcemi p¥fislusného parametru. Tento parametr nékdy znaéime pismenem
t; pak mluvime o hladce se pohybujicim bodu.
Obrécen® kaZdé dvojici y,(f), y,(f), —oo < t <oo, hladkych funkeci s konstantnim
Wronskidnem riiznym od nuly odpovida jista diferencidlni rovnice (1), ktera se do-
stane pfechodem ke svazku (2) a vyloudenim parametri o, B:

(t) Y1(t) )’2(0
@ () ¥1(t) y2(1) | = 3(1) e
LORAGEAU)

1) Za nultou derivaci povaZujeme funkci Q(f) samu.

=C=+0.

Vit Pat
C| Vit Jat

ykt) =0.
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Piislugna funkce Q(f) bude mit n spojitych derivaci a dv& dvojice funkei daji tutéZ
Tovnici (1) pravé tehdy, kdyZ vedou ke stejnému svazku (2).

Vyjadfeme tyto podminky prehledn&ji. PovaZujme vztahy y, = y4(f), v, = y,(f) za
Tovnice popisujici pohyb bodu Y(f), —oo< t <oo, afinni roviny y;, y,. Podle (3)
-opi§e jeho privodié za dobu dt plochu %C dt a tedy za dobu t; — t, plochu %C(t1 -
~ t,). Budeme fikat, Ze pfislusny bod se pohybuje rovnomérné (rychlosti 3C, kterou
‘budeme vZdy brat riznou od nuly). Dva rovnomé&rn& pohybujici se body Y(), ¥(z),
— o< t <00, zfejmé vedou na tutéZ rovnici pravé tehdy, kdyZ existuje afinni trans-
formace zachovévajici pogatek soufadnic (déle, centrum) a pfevadgjici bod Y(r) do
bodu ¥{(¢) pro kazdé t. Rikame pak, Ze tyto pohybujici se body jsou ekvivalentni.

Trajektorie bodu Y(f) mé specialni tvar. Podle (3) totiZ pom&ry y,(2)/y(2), y2(£)/y4(%)
‘stale rostou nebo stale klesaji, tedy bod Y(t) se otadi kolem centra stale jednim smérem.
Rovnice jeho pohybu proto maji tvar

(5) yi=0a@)cosg, y,=co@)sing, a<o<b,

(5') p=0¢(t), —o<t<o,

kde (@), ¢(t) jsou hladké funkce, ¢'(t) % 0, ¢(¢) > 0 a interval a < ¢ < b je vy-
‘tvofen hodnotami funkce ¢(t), kdyZ ¢ probih4 viechna realna &isla. Vztahy ¢ = o(p),
¢ = ¢(t) zfejm& miZeme povaZovat za rovnice pohybu bodu ¥(t) v polarnich soufad-
‘nicich, odkud plyne tato dalsi podminka: Integraly

c b
{6) f@2(¢)d<p, ng(¢)d¢, a<c<b,

-diverguji. Pro t »oo i pro t - —oo (tedy pro ¢ — a i pro ¢ — b) roste totiZ plocha
opsana privodidem bodu ¥(z) v absolutni hodnot& nade viechny meze.

Uvedenymi vlastnostmi jsou jiZ naSe trajektorie zcela charakterisovany. Pfedpokla-
-dejme totiZ obraceng, Ze mame hladkou kfivku (5), pro kterou integraly (6) diverguji.
Na této kfivce stadi zavést parametr ¢ vztahem

(7) (o) = }C_r o*(p)de, C*0;

tim se dostane rovnomérné (rychlosti 3C) se pohybujici bod Y(1), —o0< t <00,
ktery jiz vede k piislusné rovnici (1).

Zminéné pozadavky jsou splnény zejména pro hladkou uzavienou konvexni kfivku
{tj. hranici kone&né konvexni oblasti) obsahujici uvnitf centrum. :

2. Disperse, jejich splynuti. Definujme funkce x(f), () takto: x(7) je ten &asovy
-okamZik nejbliZe nasledujici po 7, kdy se bod Y(f) pohybuje rovnob&Zng s priivoditem
bodu Y(7); o(i) je ten Sasovy okamZik nejbliZe nasledujici po 7, kdy priivodi& bodu
Y(t) je rovnob&zny s vektorem rychlosti v okamzZiku t = 7.

Tyto definice jsou centroafinng invariantni a budou jim tedy odpovidat né&jaké
pojmy pfisluSné rovnici (1). Vezm&me x(t). Necht priivodi¢ bodu Y(f)mé& rovnici
ay; + By, =0, tedy a y,(%) + B y,(f) = 0. Pak x(F) je ten asovy okamzik nejblize
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nasledujici po 7, kdy « y;(x(})) + B y2(x(?)) = 0, coZ je mozné vyjadtit také takto:
Vezmeme to netrivialni feeni rovnice (1), které m4 pro t = 7 koten; x(7) je pak nej-
bliZe vétsi kofen jeho derivace. Podle [1] tedy jde o tzv. zdkladni centrdlni dispersi
3. druhu. Podobng w(?) je zdkladni centrdlni disperse 4. druhu a &slu ? pfifazuje nej-
bliZe v&tii kofen toho netrividlniho feSeni rovnice (1), které méa v 7 extrém. V préci (1)
jsou tyto funkce vySetfovany v ptipadg, kdy Q(¢) < 0 a kdy rovnice (1) je oscilato-
rickd. To zaruCuje, Ze jsou spojité a Ze maji smysl pro vSechna t. VSimn&me-si
vsak, Ze i v naSem pfipadé je w(t) spojitd funkce definovani na otevieném oboru.

Y(t)

/ /
2 rqw o~ DSV

Obr. 1.

Budeme hledat takové rovnice, kdy ptislusné funkce x(f), w(z) splynou a maji
zejména tentyZ defini¢ni obor.

UZzijeme metody prace J. RADONA [2]. Necht S je polarita vzhledem ke kruZnici
o poloméru r (r > 0) se sttedem v centru a D otodeni kolem centra o tihel 1z nebo:
—%n podle toho, zda Y(z) obiha kolem centra v kladném nebo zdporném smyslu.
Ozna&me jako Y(t) tu te¥nu v bodg Y(z), které je urfena vektorem rychlosti v okamZiku
t. Tuto tednu orientujme souhlasn& s rostoucim ¢. Vezméme n&jaky nejveétsi interval
e <t < f, na ném¥ jsou nafe disperse’ definovany. Z uvedeného nagrtu (obr. 1) je
patmné, Ze bod DS Y(f), centrum a bod Y(x(1)) leZ na jedné p¥imce a Ze pfimka
DS Y(t) je rovnob&zné s piimkou Y{(x(7)).

Nage kfivka je hladka a x(f) je spojit4 funkce; jakmile tedy absolutni hodnota &isla
At je dostatedn& mal, pak thel mezi pfimkami Y(x(t + Af)) a Y(x(f)) je v absolutni
hodnot€ mensi neZ jisty pevny nasobek thlu mezi privodi&i bodd Y(x(t + Af)) a
Y(x(t)) (které orientujeme ve sméru od centra) a tedy tihel mezi ptimkami ¥(¢ + At)
a Y(?) je v absolutni hodnot& v&t3i ne¥ jisty kladny nasobek thlu mezi pritvodidi bodi.
Y(t + At) a Y(f); tim jsme dokazali, %e kfivost oblouku Y(z), e < t < f je viude
rizné od nuly. Pro At — 0 se tedy prisecik pfimek Y(r + Af), ¥(¢) blizi k bodu Y(¢)
a proto spojnice bodét DS Y(t + At), DS Y() se blii ptimce DS Y(¥); tim jsme doka-
zali, Je ptimka DS Y(f) se dotyka oblouku DS ¥(i), e < ¥ < f, v bod& DS ¥(¢).

Z nédrtu pak plyne, Ze tento oblouk je podobny jistému oblouku k¥ivky Y(%), po-
drobn&ji DS Y(t) = k(r) Y(x(t)). Pro r — 0 je k(r) = 0, pro r > je k(_r) — 00, tedy
pro vhodné r je k(r) = 1. V dal§im vezm&me r pravé takto. Pak DS Y(?) = Y(x(2))
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a zfejm& DS Y(r) = Y(x(1)), coz se obvykle vyjadfuje vystiZn&ji tak, %e transformace
DS prevadi oblouk Y(z), e < t < fna oblouk Y(7), 7 = x(f), e < t < f(analogicky se
vyjadfujeme v obdobnych piipadech).

Ponechme zatim stranou ten piipad, kdy definiéni obory funkef w(f), x(t) jsou
prazdné (coZ nastane na piiklad pro Q(f) < 0). Pak musi byt ¢ = — c0. Jinak by totiZ
pro t —» e + bylo Y(x(t)) = DS Y(t) > DS Y(e); pak bod DS Y(e) by leZel na kfivce
Y(t), —oo< t <oo, existuje 7 takové, Ze DS Y(e) = Y(§) a disperse by byly defino-
véany ipro t = e:w(e) = x(e) = #,coZ je proti pfedpokladu. Podobng f = oo; tedy
disperse jsou definovany pro vSechna t. )

" Je§t€ ukaZeme, Ze Y(r) je jednoducha uzaviena kivka. Uzavienost viak plyne ze

vztahu Y(f) = (DS)* Y(t) = Y(x(x(x(x(?))))) a ptirdstek ¢ na oblouku Y(), F < t <
< 1(x(x(x(9)))), je 2n (tento ptirdstek je totiz men¥i neZ 4, nebot na kazdém oblouku
tvaru Y(1), # < t < x(F), vzroste @ o méné ne¥ o =), tedy k¥ivka je jednoducha.

Celkem vidime, Ze Y(¢) je jednoducha uzavien k¥ivka obsahujici uvnitf centrum.
Vime, Ze jeji kfivost neméni znaménko, je tedy konvexni.

Parametrické rovnice vSech spojitych konvexnich kfivek, které transformace DS
pfevadi do sebe, uvadi J. RADON [2]. Po nepatrné zmé&n& parametru je

(8 u=L
,) L Q() Jsin 8(u)

exp EJ “cotg (v) dv,
2J } co

©) o(u) = 3G + u—8(u),

kde §(u), —o0 < u <oo, spliiuje podminky:

{10) 0<9u)<m,

ay _pg S =90
: Uy — Uy

(12) = 9(u) + S(u + ) = =.

9(u) pak je uhel sevieny privoditem p¥isluného bodu a teénou v n&m (orientace je
provedena zndmym zpisobem). -

Nage kfivka Y(f) ma oviem byt hladka. Ze vztahu dg = ¢ cotg § d tedy plyne,
Ze 9 ma n + 1 spojitych derivaci podle ¢. Podle (9) m4 stejny po&et derivaci podle ¢
také parametr u. K¥ivost kfivky neni nikde nulov4, proto d$/d¢ < — 1?) a podle (9)
je du/de > 1 > 0, tedy funkce ¢(u) ma n + 1 spojitych derivaci a stejng tak funkce
S(u). Krom& toho podle (9) je 1 — 9'(u) = 2(dg/du) < 2, tedy vzhledem k (12) je
— 1 % 9(u) # 1 a vztah (11") Ize zesilit takto:

(11) 4 —1<%wu)<t.

2y Jestlize « je uhel sevieny osou y; a te€nou v pfislu§ném bodé€, pak = ¥ + @ a nulova

kfivost je charakterisovina vztahem dx/dg = 0. Proto na nasi kfivce je d#/dg = d(x — @)fdp =

= doe/dtp — 1 #=—1. Nerovnost plyne ze zvolené orientace a z toho, Ze kfivka je konvexni, tedy Ze
do/dp < 0.
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JestliZe obrécen& funkce 9(u) ma n + 1 spojitych derivaci, mé veli¢ina 9 podle (9),
(11) n + 1 spojitych derivaci podle ¢, ¢ je hladkou funk01 @ a prislu$nd kfivka je
hladka.

Nyni jiZ Ize snadno ziskat v explicitnim tvaru viechny diferencialni rovnice (1), pro-
které funkce x(t), () splynou. Sta&i vzit viechny uvedené kfivky, nechat po nich
rovnomé&mé probihat bod Y(f) a piejit k rovnicim zndmym zpdsobem vyloZenym
v tivodu. JestliZe dokonce vybereme z kaZdé tfidy ekvivalentnich pohybt takto vznik-
lIych po jednom representantu, budou jednojednoznaéné odpovidat hledanym rov-
nicim.

Vezmeme toho representanta Y(?), ktery vychézeje z bodu y; = 1, y, = 0 pohybuje:
se v ném rychlosti % rovnobéZné s osou y, (tedy v Case t = 0 ma polohu y; =1,
y2 = 0a pro diferencialy soufadnic plati v &ase t = 0dy,(f) = 0, dy,(z) = dt). Dosa~
zenim do rovnic (7)aZ (9) vyjde C=1,E=1,4A=0a

(13) 9(0) = 3n.

Hledan4 rovnice je d4na vztahy (4), (5), (5), (7) 2 (9),
do =gcotg8dp, de=p (cotg2 9 — ———Z-g-—‘g‘-)> de?,

sin? 9. (1
2dp + (" — 1)du =0, dr=g*de.
ZnaCme teckou derivaci podle ¢, arkou derivaci podle ¢ s jedinou vyjimkou u funkce:
39, kterou v dalSim derivujeme jen podle parametru u. Pak je
o) = 115400 9.(9)] _
C|3:(9) 72(1)
=(E£)BQ‘ cos ¢ — g sin g, 'singp + g cosg
dtj |o"cose — 20'singp — pcos @, " sin @ + 29 cos ¢ — gsin @

1 W\ 2 W u'

4(1 + 2( ) —- &) _1+9 exp< ZJ. coth(v)dv)

e 0 e 1-9 0
a hledané rovnice maji tvar

.. 1 ! ¥
(14) (1) + : + ,‘3‘ exp (— Zf cotg ¥(v) dv) W) =0,
- 0
kde u = u(t) je funkce inversni k funkci
$(3n+u—9(u))
(15) t = t(u) = —f (1 - 9)exp cotg 3(v) dv
' sin \9(u)
Funkce $(u), —oo< u <oo, je libovolni funkce s n + 1 spojitymi derivacemi
splifujici podminky (10) aZ (13). Dv&ma riznym funkcim 9(u) odpovidaji dvé riizné
rovnice.
Jest& poznamenejme, Ze pro $(u) = arccos « sin u, kde |z| < 1, obdrZime Q(f) =

= (1 — )/(1 + a), tj. vSechny rovnice trigonometrickych funkci. Pro 9(u) =
= arccos « sin nu, n liché, |«| < 1/n, dostaneme jiné rovnice naSeho typu.
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V uvedenych vzorcich (14), (15) vystupuje neptijemnd proménna u, kterou neni
moZno rozumnym zpiisobem eliminovat. Zachycuje nam totiZ vztah mezi body Y(z),
Y(x(f)); 1isi se v nich o konstantu 7. (Plyne to ze vztahu (9): u = 37 + 2¢ + 9, kde
velidina 2¢ + 9§ transformaci DS roste o =.) Parametr t se v t&chto bodech lidi
o velmi sloZitou funkeci x(t) — t. Pfedpokladame-li viak, Ze Q(t) ma spojitou derivaci,
Ize za nezévisle proménnou vzit pifimo u. Vzniklé rovnice nebudou mit ov§em samo-
adjungovany tvar (1), nebof bod Y(#(u)) se obecn& nepohybuje rovnomérng, pokla-
dame-li u za as. Oznadme ¢arkou derivaci podle u, teCkou derivaci podle ¢. Pislu§né
rovnice maji tvar:

1(u) ya(u)
y1(u) va(u)

yl( ) va(u)

J’1( ) -Vz( ) _
ROEN0) o) =0,

() - yi(u) + Y() yy(u )

kde
yi(u) ya(u)| _ |ecos ¢ ¢sin @ _pl=®
yi(u) y3(u)]  jocosp —psing gsin g + gcos @ 7 7
yi(u) ya(u)| _
1) y3(u)
0 Cos @ osin @ !
=|(gcosp — 29sing — gcos @) 92 + (g sin ¢ + 2gcos ¢ — gsin ) ¢'2 +| =
+ (o cos ¢ — gsin @) " + (o sin ¢ + g cos @) @
° _ QW\2 W
e
0 2 2

i) y3(u)| _ |ecosp —gsing g sing + g cos g
y1(w) y3(u)|  |ocos@ —2gsingp —pcosp gsing + 2gcosp — Q sin @

e DY et

tedy celkem
“ \ _ 9\
y“ +<,_9__\ —_ (1 — \9‘)cotg\9)y‘ + (l_t.%__)y =0,

1-9 4 sin? 9
kde 9(u), —oo< u <oo, mé aspoii dv& spojité derivace a spliiuje zndmé podminky
(10) az (13). Dostanou se viak pouze ty rovnice, u kterych po pfevedeni na samo-
adjungovany tvar (1) mé funkce Q(f) spojitou derivaci. - -
Transcendentni funkce je moZné eliminovat; poloZme cotg § = ¢. Rovnice pak
budou
200 — (1 + 02) "
1L+ &%)y +
( )y ( 1+ 02+ @
+i1+0*—)1+2*+d)y=0,
kde funkce ®(u), — oo < u < oo, ma dv& spojité derivace a spliiuje podminky
[@\(u)] <1 + ®*(u), P(u+ n) + D(u) = $(0) =0.

—(1+¢2+¢‘>¢)y+
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3. Periodicnost funkce Q(f). V pfedchozim odstavci jsme nasli viechny diferencilni
rovnice (1), pro které splynou disperse o(t), x(). Zejména jsme zjistili, Ze piislu$ny
rovnomé&rn& pohybujici se bod Y(¢) opisuje uzavienou trajektorii. JestliZe d je doba
jednoho jeho obéhu (ziegjmé je d + 0), pak je Y(t + d) = Y(z) a tedy soufadnice
bodu Y(¢) maji periodu d; stejnou periodu bude mit funkce Q(f). Zabyvejme se perio-
dignosti funkce Q(?) podrobnji. :

Predev§im je lehké zjistit, Ze funkce Q(f) mé periodu g pravé tehdy, kdyZ piisluiné
rovnomé&rné pohybujici se body Y(z), Yt + g) jsou ekvivalentni. Tato transformace
ekvivalence T je pak jednoznatng urSena. PYevadi bod ¥(t) do stejng rychle pohybu-
jiciho se bodu Y(z + g), transformuje tedy trajektorii bodu Y(z) do sebe a zachovava
plosny obsah. Ukazuje se, Ze posledhi dvé& vlastnosti jsou pro ni charakteristické.

Nejprve si totiZ v§imn&me, Ze naSe trajektorie je jednoduché, takZe parametr ¢ je na
nf urden vzorcem (7) aZ na substituci ¢ — t/c + g. JestliZe je tedy tato kfivka trajek-
torii rovnomérné pohybujiciho se bodu Y(t), pak kazdy dal$i na nj rovnomé&rné& pohy-
bujici se bod ma tvar Y(t/c + g) a jeho rychlost je c-nasobek rychlosti bodu ¥{z).
Méjme nyni (centroaﬁnni) transformaci, ktera pfevadi trajektorii bodu Y(t) do sebe
a zachovavé plodny obsah. Tato transformace pfevadi bod ¥(¢) do stejn& rychle pohy-
bujiciho se bodu o téZe trajektorii, tedy do bodu Y(¢ + g). Funkce Q(f) m4 periodu g
a transformace mé tvar T, coZ pravé bylo tfeba zjistit.

Periody funkce Q(f) tvoii aditivni grupu G. JestliZe g, € G, g, € G, pak
T;xTﬂz Y(t) = Th Y(t + gl) = Y(t +49g; + gz) N

tedy transformace Tj, g € G, tvofi jistou grupu T a mdme epimorfismus g — T,,.
Jeho jadro je tvofeno t&€mi periodami g, pro n&Z je T, identita, tj. pro n& Y(f) =
= Y(t + g). Zjistili jsme jiZ, Ze obsahuje transformaci T} a je tedy netrividlni. Nechme
stranou ptipad, kdy Q(¢) je konstanta. Pak G je nekone&na cyklick4 grupa a tedy Tje
konedn4 cyklick4 grupa tvofena jistymi transformacemi Ty, T7, ..., Ty = TP. Trans-
formace T zachovava plosny obsah a pfevadi do sebe jednoduchou uzavienou kfivku
obsahujici centrum. Snadno se zjisti, Ze je bud identita, nebo nema redlné vlastni
vektory. Proto ve vhodném systému soufadnic mé tytéZ rovnice jako rotace kolem
centra. MiZeme pfedpokladat, Ze tento soufadnicovy systém jsme zvolili jiZ od za-
&atku tvah a zavést v nasi roviné euklidovskou metriku tak, Ze je pravodhly. Podle
vySe uvedenych charakteristickych vlastnosti transformaci grupy T je pak tato grupa
tvofena viemi rotacemi, které prevad&ji trajektorii bodu Y(7) do sebe.

Tato trajektorie je zachovavana transformaci DS, tedy také transformaci (DS)2 =
= D?, tj. je centraln& symetrickd a spolu s bodem Y(¢) leZi na ni bod D? Y(¢). Ten se
pohybuje také rovnomérné a se stejnou rychlosti, a proto bod ¥(?) se dostane do po-
lohy D? Y(#) za dobu 3d; nebo jinak: kdyZ ay; + By, = 0 je spojnice centra s bodem
(1), tedy « y4(t) + B y,(f) = 0, pak za dobu 3d se bod Y(f) opét poprvé nachazi
na této pimce, tedy « y(t + 3d) + B y,(t + 3d) = 0, co¥ znamens, Ze kofeny ka-
dého netrividlniho feSeni rovnice (1) maji ekvidistantni vzdalenost 3d. Nalezli jsme
tedy dali vyznam &isla d. Navic jsou body Y(#), Y(t + 3d) = D* Y(¢) zfejmé& ekvi-
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valentni a proto funkce Q(f) mé periodu %d. UkéZeme, Ze jen ve zvlastnich pfipadech
miZe mit periodu je$té mensi.

Pfedevsim neni D e T. Trajektorie bodu Y(¢) by totiZ byla invariantni vi&i transfor-
maci D*DS = S, byla by kruZnici (sta&i si viimnout, jak S transformuje ty body tra-
jektorie, které jsou nejdale, nebo nejbliZe centru), grupa T by byla tvofena vSemi rote-
cemi a Q(f) by byla konstantni, co jsme vylou&ili. Proto grupa T se skladé z rotaci
o thly

T2 L @-1nE, o,

J J J
kde j je liché &islo. Funkce Q(f) pak ma nejmensi kladnou periodu d/(2j), kde 1d je,
jak vime, vzdalenost mezi sousednimi kofeny néjakého netrividlniho ¥eSeni rov-
nice (1).

Sestrojme tuto funkci Q(f). Trajektorie p¥islu§ného bodu Y(f) bude mit tu charak-
teristickou vlastnost, Ze ji grupa T p¥evadi do sebe. Jeji parametrické rovnice tedy jsou
(8), (9), kde §(u) splituje navic podminku

(16) 3 (2]—” + u) = 9(u) (; liche).

SkuteCné, v té&ch bodech trajektorie, ve kterych se parametr u Li§i o cely nasobek
2n/j, se ¢ = 3(5m + u — 9) 1isi podle (16) o cely nésobek n/j a opét podle (16), thel
mezi privodidem a te€nou je stejny; tedy k¥ivka Y(f) je invariantni vigi rotacim
grupy T. Lehce se vidi, Ze ivahu Ize obratit. Ziskali jsme tedy rovnice vSech hledanych
trajektorii. Na t&chto trajektoriich se op&t necha rovnomérn& probihat bod Y(t). Pro
tvofeni t¥id ekvivalentnich pohybid vSak miZeme pouZit jen ty transformace, které
zachovavaji vyznam rovnice (16). Obecn& pro j = 1 mame k disposici viechny regu-
larni centroafinni transformace a tento pfipad jsme jiZ probrali v pfedchozi kapitole.
Piij > 1 tvofime tfidy ekvivalentnich pohybli pomoci rotaci kolem centra a podob-
nosti se stfedem v centru. MiZeme tedy vybrat toho representanta, ktery vychazi
z bodu y, = 1, y, = 0. Piislu$né rovnice (1) jsou pak dany vztahy (14), t = t(u)/c,
kde #(u) je funkce (15). Podminku (13) oviem zastoupi vztah (16). Je$ts poznamenejme,
Ze obé& rovnice (12), (16) se daji nahradit jedinou

9<u+§>+9(u)=1r.

Uvedené vysledky maji aplikaciv Minkowského geometrii. Trajektorie bodu
Y(t) totiz indukuje v roviné€ y,, y, Minkowského metriku se symetrickou relaci
kolmosti (k¥ivku Y(r) povaZujeme za jednotkovou kruZnici, viz [3]). Centroafinni
transformace, které zachovavaji tuto trajektorii a tedy i pfisluSnou metriku a nemaji
realné vlastni vektory, nazvéme rotacemi Minkowského roviny (M . roviny). Jako jiZ
jednou, miZeme opét predpokladat, Ze jsme zvolili takovy systém soufadnic, Ze jde
o béZné rotace kolem centra. Ma tedy ziejmé& smysl mluvit o #hlu rotace M. roviny
a z naSich vysledki plyne, Ze v M. rovin& se symetrickou relaci kolmosti bud existuje
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rotace jen o uhly n/j, 27)fy e (2] - 1) n/j pro jisté liché j, nebo Ze jde o b&€Znou
euklidovskou geometrii. V této vét& jde o isometrické transformace pomérné specidlni
M. roviny; lze ji v§ak snadno upravit na mnohem obecné&;jsi tvar: Existuje-li centro-
afinni transformace M. roviny, kterd pfevadi kaZdou pfimku do pfimky k ni kolmé,
pak jde o b&nou euklidovskou geometrii. Tato transformace totiZ nema reilné vlastni
vektory (nebot Zadna pffmka M. roviny neni sama k sob& kolma), tedy ve vhodné
zvoleném systému soufadnic bude mit tytéZ rovnice jako soudin jisté rotace Kolem
centra s podobnosti o stfedu v centru. Podle definice kolmosti v M. rovin& miiZe byt
jediné otoenim o thel —;-n, nebo —-%n (nebot jednotkova kruZnice M. roviny je uza-
viena kﬁvka); jde tedy skutecné o b&Znou euklidovskou geometrii.

Posledni vysledek jest&€ uvedeme v terminologii teorie dispersi diferencidlni
rovnice (1). Netrivialni integraly této rovnice tvo¥i pfirozenym zpisobem projektivni
prostor. Ten lze ztotoZnit s projektivnim prostorem primérd centroafinni roviny
Y1, V2, ti. se svazkem piimek prochdzejicich centrem. Integralu a y4(t) + B y,(1)
pfitom odpovida primér ay, + By, = 0. Projektivnosti mezi integraly rovnice (1)
se rozumi (podle [1]) regularni projektivni transformace tohoto prostoru na sebe.
Budeme fikat, Ze dva integraly na$i rovnice jsou sdruZené, jestlize kaZdy z nich ma
tytéZ kofeny, jako derivace druhého. UkaZeme, Ze pouze v piipad& rovnice trigono-
metrickych nebo hyperbolickych funkei existuje projektivnost, kterd kazdému (ne-
trividlnimu) integralu pfifazuje sdruZeny.

Predevsim je vidét, Ze v centroafinni roviné y,, y, odpovidaji sdruZenym integralim
takové primery, Ze teny ke kiivce ¥(7) v prisegicich jednoho z nich jsou rovnobg&zné
s druhym. Pro nadi rovnici tedy splynou disperse w(z), x(f). Jestlize tyto disperse
maji neprazdny definiéni obor, bude podle vysledkd predchozi kapitoly k¥ivka Y(t)
konvexni, podle vysledkd v této kapitole bude symetrickd vzhledem k centru a tedy
indukuje v roving y,, y, jistou M. metriku. Pfislu$nd projektivnost pak vede na ta-
kovou centroafinni transformaci M. roviny, Ze kaZd4 pfimka je pfevadéna do pfimky
k ni kolmé; jde pak o euklidovskou geometrii a o rovnici trigonometrickych funkcf.
Pravé tento ptipad tedy odpovida vyse uvedené v&t& o M. roving. V kaZdém piipadé
viak priméry odpovidajici sdruZzenym integralim tvofi involuci, kfivka Y(t) je tedy
regularni kuZeloseCka a naSe rovnice jsou bud rovnicemi trigonometrickych nebo
hyperbolickych funkci.

Poznamka. Ulohy vySetfované v této praci formuloval asi pfed péti lety prof.
O. BorUVKA ve svém seminafi o diferencidlnich rovnicich. O jeji koneénou tupravu
a vyjiti ma znalné zésluhy recensent J. VRKOC.
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Pe3romMme

O COBIIAZIEHMU OCHOBHbIX LIEHTPAJIbHBIX NUCITEPCUI
3-I'0 M 4-T0 IIOPAAKOB AVNOPEPEHLIMAJIIBHOT'O YVPABHEHU A

¥ + (1) »(®) = O
SIH XPACTUHA (Jan Chrastina), Bpro

Hccnenyrores nn@d)epeﬁnnajbnme YPaBHEHHUA (1) CO CIEyIOUMM CBOHCTBOM -
KaXZ[0MY PEILEHHIO V() COOTBETCTBYeT APYroe ,(f) TaK, 4TO KOPHH PeIIeRHs Y, (f)
COBIAJIAOT C KOPHAMHK [IepPBOi POM3BONHOM J,(f) 1 Ha0G0opoT. TPHBHATEHEIM IIPH-
MEPOM TaKOTO YPaBHEHMS SABJIAETCH CIy4al yPaBHEHMS TPUTOHOMETPHYECKHX (QYHK-
I, HO CYILUECTBYET LeMIblil KJIAcC TakKuxX ypasHeHui (14), rae 9 = 3(u), — 0 < u <
< o0, nopuuHsietcs yenoswaM (10)—(13) m u = u(t) — obparnas pyskms x (15)-
3aTeM H3YYAIOTCSA CBOMCTBA IOJIyYeHHBIX YpaBHEHUI.

Summary

ON COINCIDENCE OF BASIC CENTRAL DISPERSIONS
OF 3rd AND 4th ORDERS OF THE DIFFERENTIAL EQUATION

¥@) + 20y =0
JAN CHRASTINA, Brno

We investigate differential equations (1) with the following property: To every
solution y,(z) there corresponds another solution y,(z) such that the zeros of y,(f) are
identical with the zeros of the first derivative y,(t), and vice versa. A trivial example
of such an equation is the equation of trigonometric functions. Nevertheless there
exists a large class of such equations (14), where 9 = (u), — oo < u < oo, fulfills the
conditions (10)—(13) and u = u(r) is the inverse function to (15). Some properties of
these equations are established.
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