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Casopis pro péstovani matematiky, ro¢. 87 (1962), Praha

REFERATY

O NEKTERYCH VLASTNOSTECH DIFERENCIALNI ROVNICE
PATEHO RADU

(Vlastni referat Z. HusTEHO o piednaSce proslovené v ramci ,,Diskusi o novych pracich brnén-
skych matematik‘‘ dne 6. biezna 1961 v Brné) .

Linearni homogenni diferencialni rovnici patého ¥adu
: 5
5 .
CWO(x) + Y <> afx) WE~(x) =0,
i=1\1 ,

kde koeficienty a{*~?, i = 1,2, ..., 5 jsou spojité funkce prom&nné x v intervalu
J = (&, ), miZeme transformaci W = exp (— fa, dx).y pfevést na prvni kano-
“nicky tvar

® i 4) + 3 ( )w SO0 = 0.

Rovnice

(2) Is(y, A) = y® + [54y"]" + [54y"] + [2(44% + A") y] + 2(44> + 4")y' =0
je iterovan rovnice patého fadu, jejii fundamentalni systérﬁ feSeni tvofi funkce |
(3) Wttt i =1,2,...,5,

kde u, v jsou nezavislé integraly rovnice

@ : C u+3Au=0.

V ptipadé w; = 0, 205 = o) je rovnice (1) samoadjungovana.

Pomoci (3) a zndmych vlastnosti integrald rovnice (4) se snadno oddvodni n&které
oscilagni vlastnosti integrald rovnice (2), napk.:

a) MaA-li néktery integral Ctyfnasobny kofen, pak mé vSechny kofeny &tyfnasobné.
b) MA-li n&ktery integral trojnasobny kofen, pak miZe mit pouze trojnisobné a
jednoduché kofeny, které se navzajem oddéluji.

¢) Ma-li n&ktery integral dvojnasobny kofen, pak ma bud vsechny kofeny dvoj-
nasobné nebo mezi dvéma dvojnasobnymi ko¥eny leZi pravé dva jednoduché kofeny.

d) Nechf v{(x), i = 1,2, 3, 4 jsou zcela libovolné integraly rovnice (4). Pak funkce
4 .
¥(x) = [ vdx) je vZdy fedenim rovnice (2).
i=1

229



A) Necht v rovnici (1) jsou spln&ny tyto predpoklady:
(5) 0y 20, Yoh - o) £ 0;
(ob& rovnosti neplati souasn& v Zadném &astegném intervalu).

Libovolny integral y(x) rovnice (1) ma nésledujici vlastnosti:

a,) M4 nejvyse jeden trojnasobny kofen.

a,) Napravo od trojnisobného kofene nem4 ?4dny dvojnisobny koten.

A;) Necht mimo (5) plati 4 < 0[4 = 0]:

a;) Napravo [nalevo ] od trojndsobného kofene nemiZe v Zadném bodg x spliovat
potatedni podminku y(x) = y"(x) = 0 [¥(x) = y"(x) = y"(x) = 0].

a4) Napravo od trojnasobného kofene nemiize v #4dném bodé x spliovat podate€ni
podminku y(x) = 0, y'(x). y"(x) £ 0.

Jestlize v (5) predpokldddme, Ze plati soudasn& ob& nerovnosti opacne pak jsou
Spravna tvrzeni a,), a,), as), a,), jenom v nich musime slovo ,,napravo* [nalevo] na-
hradit slovem ,,nalevo* [napravo]

Nésobime-li samoadjungovanou rovnici (1) y a integrujeme-li ji v intervalu
{a, x) < J, obdrZime po tpravé identitu

Ly(x)]=y®y = y"y + 2y + [54y'] y — 54y + 54y"y +
+ (842 + 24" + w,) y* = konst .
B) Samoadjungovana rovnice (1) mé tyto vlastnosti.
b;) Jestlize né&ktery . integral y(x) spliiuje v bodé a e J poateéni podminku
L[y()] < 0 [>0] {=0} pak m4 nejvySe jednoduché [dvomasobne] koteny {pak
nema4 ani jeden pravé dvojnasobny kofen}.

b,) Necht jsou spln&ny tyto pfedpoklady:

—M=ZAZE—-m (M,m=konst>0), A £0, 1642 +94" + 0, = 0.
Potom libovolny integral y(x), ktery v n&akém bod& x, € J spliiuje podateéni pod-
minku L[y(x,)] =— k?, k = konst >0, ma tyto vlastnosti:

By) JestliZe neosciluje a je ohranifeny, pak monotonné konverguje k nule .

B,) JestliZe osciluje, pak ma pouze jednoduché kofeny. Je-li {x,} posloupnost
kofent integralu y(x), pak [*[y'? + y*]dx diverguje, lim y'*(x,) =00, y'(x,)

n—=o

Y (xn) > 0, ¥ (%) ¥"(x) > 0, ¥"(x,) ¥"(x,) > O pro n dosti velké.
b;) Necht jsou splnény tyto pfedpoklady:

A=0, A =0, 16424+94" + 0, <0,

Potom kaZdy integrél y(x), ktery v n&akém bod¥ x, e J-spliiuje poate¢ni podminku

L[y(xo)] = k?, k = konst > 0, pti emZ | y"(x)l (k \/ 10)/5 — ¢ pro dosti velké x,
kde ¢ > 0, ma v intervalu J konecny pocet kofeni.
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C) Rovnice (1) mé tyto asymptotické vlastnosti: .
¢;) Necht existuji nezavislé integraly u, v rovnice (4), které maji tyto vlastnosti

u(x) £ 0, Jea§x;J~ —lzdx =oo,f lzdx=oo, up = 0(1), u'v=0(1).
u v

Jestlize funkce A je ohraniend a integraly [* |w,| dx, i = 3, 4, 5 konverguji, pak rov-
nice (1) méa fundamentélni systém y, = v~ '7![1 + o(1)], i=1,2,...,5.
c,) Nechf

"lim A(x) =— a*, a=konst>0, J‘ [A'Idx<oo,f lo|dx <0, i=23,4,5.

X0

Potom rovnice (1) ma fundamentalni systém

. exp{i 4£‘<_ -;_ A>*dt} [t + o(1)],

s e {i zR- % A>*dz} [1+o()], ys=[1+o(1)].

a

¢;) Necht ‘
lim A(x) =— 2a*, a = konst > 0, f |4 + 2a% dx <0,

X0

J o] dx <0, i=3,4,5.

Pak rovnice (1) ma fundamentalni systém

V1,2 =exp {+4dax}[1+0(1)], ys4 =exp{t2ax}[L+0(1)], ys=[1+0(1)].
c,) Necht ’

J‘Iw’g—2w3A—w;+wsldx<oo, J 203 — w,| dx <0, J|w3|dx<oo.

JestliZe integraly rovnice (4) a jejich prvni derivace jsou ohraniené, pak je ohranieny
kaZdy integral rovnice (1).
¢s) Necht
ro
J (w3 — 2034 — @} + Ws) uuyuzu,| dx <o,

[=¢] o0
J 12wy — w,) uguqus] dx <oo f |3t u,| dx < oo

pro libovolné integraly u; (i = 1, 2, 3, 4) rovnice (4). JestliZe kazdy integral rovnice (4)
konverguje k nule a m4 ohranitenou prvni derivaci, pak kaZdy integral rovnice (1)
konverguje k nule.
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cs) Necht A = konst > 0, A% je konvexni pro x e J. Jestlize
o " o_ — ! © ro_ oo
|3 2f1’3*"12 w4+w5|dx <o, 12003 _w4|dx <o, |a’3|dx <o,
A A \/ A A
pak kaZdy integral rovnice (1) je ohraniSeny a tutéZ vlastnost ma i jeho prvni a druhé
derivace.

¢;) Jestlize plati pfedpoklady odst. cs) a lim A4(x) = oo, pak kaZdy integral rovnice
X0

(1) konverguje k nule a tutéZ vlastnost ma i jeho prvni derivace.

Zdenék Husty, Brno

NOVY DUKAZ BEZESPORNOSTI AXIOMU VYBERU
A ZOBECNENE HYPOTEZY KONTINUA

(Referat o prednaSce LapISLAVA RIEGRA, pfednesené v matematické obci prazské
dne 5. Cervna 1961)

Jednalo se o dosti podstatné zjednoduSeni a piepracovani proslulého a znacéné
sloZitého Gddelova (relativniho) dikazu bezespornosti axiomu vyb&ru a zobecn&né
hypotézy kontinua (z r. 1940).

PiedevSsim byl Godeliv sloZity axiom konstruktivity nahrazen pomérné jedno-
duchym ekvivalentnim axiomem K, ktery rovnéZ fik4, Ze kaZd4 mnoZina je konstruo-
vatelna, ale ve znatn& prost§im a (zdénlivé) obecn&j§im smyslu neZ tomu je pivodn&
u Godela.

Za druhé byla bezespornost axiomu vyb&€ru ukazana jako bezprostfedni diasledek
axiomu K a sestrojeni pfislu§ného, tento axiom spliiujictho modelu (tzv. K-konstruk-
tovnich tfid), axiomatické teorie mnoZin v. Neumann-Bernays-G6delovy; tento
model je v podstaté Godeliv 4-model.

Za treti bylo ukazéno, jak v tomto modelu lze verifikovat zobecnénou hypotezu
kontinua 2% = X, ;. Na rozdil od jisté sloZité a hluboké Gddelovy pomocné véty 12.3
(viz K. GODEL: The consistence of the axiom of choice and of the generalized conti-
nuum-hypothesis with the axioms of set theory, Princeton 1940) se tu pouziva tak
zvanych pseudoprvomodeli axiomatické teorie mnoZin (analogickych k prvomodelim
algebraickych axiomatickych systémi, napf. k prvotglesim teorie t&les) a jejich vlast-
nosti. DileZitou roli pfi tom hraje nazorny pojem tzv. rodokmenii K-konstruktivni
mnoziny.

Pozndmka. Cela prace ma vyjit v r. 1962 v anglickém jazyce v Polsku jako zvlastni &islo
fady ,,Rozprawy matematyczne*, vydavané PAN.

Ladislav Rieger, Praha
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