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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 87 (1962), Praha

VLAS’ENOSTI DIFUSNICH PROCESU
" URCENYCH OBECNOU LATERALNI PODMINKOU

PETR MANDL, Praha
(Doslo dne 10. fijna 1960)

Jsou studovéany jednostranné ohranifené difusni procesy, uréené operato-
rem (1) a laterdlni podminkou (2). Je ukdzédno, jak koeficient b(x) a para-
metry podminky (2) uréuji chovéni pravdépodobnosti pro z —co.

Préce se zab)?‘fé hdmogennilhi Markovoﬁmi procesy na intervé.lu (0, ). BudiZ
P(t, x; A) funkce pravd8podobnosti pfechodu takového procesu. Potom vztahem

u(t, x; f) = | P(t, x; dy) f(»)

jedefinovana semigrupa transformaci v prostoru omezenych funkci na intervalu {0, o),
které ptipadn€ miZe ponechdvat invariantnim né&jaky podprostor, napf. prostor viech
funkci spojitych na <0, o). Ka?d4 takova semigrupa, je-li spojit, je uréena svym
infinitesimalnim operatorem. Tedy infinitesimalni operator semigrupy uréuje také
pravdépodobnosti pfechodu homogenniho Markovova procesu. '

Této charakterisace procesu budeme pouZivat a opfeme se o vysledky, obsaZené
v praci [1] W. FeLLera. (Viz téZ [6], kde jsou ukézany semigrupy jests obecngjsiho
typu.) Soustfedime se na difusni procesy, které jsou popsany takto:

BudiZ C prostor viech funkci, spojitych na (uzavieném) intervalu <0, oo) s normou
Ifll = max | f [ Q, budiZ operator v C, definovany vztahem"

1 Q. f =—f+ b(x)—
0 gL Ly
tj. do defini¢niho oboru 9(2,) operatoru 2, (budeme pouzivat symbolu & pro defini¢ni
obor), patii ty funkce z C, pro néZ prava strana patii do C. Pfedpoklddame, Ze b(x) je
spojitd funkce na intervalu <0, o0), spliiujici tuto podminku: Klademe-li B(x) =
= [3 b(s) ds (tohoto ozna&eni budeme v dal¥im uZivat), potom funkce

exp — B(x)f exp B(s)ds a exp B(x)f exp — B(s) ds

0 0

nejsou integrovatelné na 0, o) (tzn. nekoneéno je pfirozenou hranici procesu).
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Operator 2, zuZme na operator Q lateralni podminkou
2 pF(0) = qF) + 1 f F(x) dp(x) — 0@; F(x)|xo0 + 7 F/(0),
o+
kde p, g, 0, y, T jsou vesmé&s nezaporna, p(x) je distribudni funkce (fg, dp(x) = 1).

Do 2(Q) patii ty funkce F z 9(€,), které spliiuji (2). Operator Q (viz [1]) je gene~
ratorem siln& spojité semigrupy v C v pfipadé, Ze ¢ + y > 0, jinak semigrupy v odpo-
vidajicim podprostoru, vymezenem podminkou (2)." Resolventni operator takové
semigrupy ma vyjadfeni

(3) #,f(x)= J?K"(x, s)f(s)ds + n(x) [64 —yo + p — rin(x) dp(x)] ™",
(70 s() + 50 + 7 [ T + = [ "7 85

Zde 1(x) je FeSeni rovnice (5), pro které n(0) = 1 a n(c0) = 0. K°(x, 5) je Greenova
fankce pro proces s absorpéni sténou v 0. Je déna vztahem (8). (Ob& funkce budou
podrobngji rozebrany v dal§im.)

1(s) = n(s) e, Qo(s) = J:Ko(x, s)dp(x), @ =7'(x)|c=0-

Zavislost na A neni zvlast€ vyznacena.

Reélnym protéjskem ndmi studovanych procesi je Browniv pohyb €astice na inter-
valu 0, ), na kterou plisobi v bod¥ x sila b(x). Podminka (2) uruje, co se stane
s &astici PO dosaZeni bodu 0.

Resolventni operator &,f predstavuje Laplaoeovu transformaci

J J P(t, x; dy) f(y) exp — At dt .
, 0Jo
Ze vztahu (3) tedy nahlédneme, Ze pro proces, uréeny podminkou (2) plati:
4 J\ e * P(t, x; A)dt = J K%(x, s)ds +
0 A=}
+n(x) [6A — yo + p — ‘tf n(x) dp(x)]~* .
(/]

(27 1) + o 240) + J

A—{wo}

7(s) ds +» TJ Qo(s) ds} .

A— {0}

Resolventni operator procesu definuje také veli&inu

f P(t, c0; {o0}) exp — Atdt = 171,
1]

32



tj. P(t, 00; {00}) = 1. To lze ov&fiti dok4zanim vztahu

lim j “K(x, 5)£(9) dy = A7 f(w0)

(Viz té2 [1], str. 489.)

1. Nékterd pomocné tvrzeni. Nejprve shrneme vlastnosti feSeni rovnice

d
(5) dzu+b(x)—u—}bu—0

na intervalu <0, o) a pro 4 = 0, které budeme v daliim potfebovat. Definujeme tfi
dilezita feSeni této rovnice ([2]):

uo(s, 2), vyhovujici podminkdm uy(0, 1) = 0, "ug(0,1) = 1,
uy(s, 4), vyhovujici podminkdm u,(0,2) =1, u3(0,1) =0

a nerostouci subdominantni feSeni u (s, A).

@
Bude (s, 1) = Z Ui(s) A" pro k = 0, 1, kde funkce u,, jsou ureny vztahy
U x) J 'B(”)'[ €y 4(s) ds dy,
ugo(X) =."[ e Pdy, wu(x) =1,
0

uy(x, 2) = uy(x, /'L)j- e B uy(y, 2)"2dy.

Predpokladame, e o je pfirozenou hranici procesu a tedy (:x;iz [17]) v8echna ohrani-
Cen4 feSeni rovnice (5) jsou nésobky u . (x, A). Omezené feSeni, rovné 1 pro x = 0
budeme oznalovat 5(x, 4), tj.

(6) '7(X, l) = (j e ~BO u1(}’s /1)—2 dy) ul(x, A)f Pt ul(y’ ,1)_2 dy =
0 . .
® -1 prx ‘
= uy(x, A) — uy(x, A) (j e 50y (y, 1)72 dy> J e=50 u (y, 1)~ dy.
. 0 - 0

Funkce K°(x, s) je Greenovou funkci tilohy
2
0 IF — {dE_F+b— }=f, F(0) = 0
x?

na intervalu €0, co). M4 toto vyjadfeni

® K{(x, ) = uo(x, ) n(y, ) & pro x =<y,
= n(x, 2) uo(y, 1) . pro x zy.

Okrajova podminka tlohy (7) je specidlnim piipadem (2) (3 =1t =0 =7y = 0).
Definuje tedy uréity infinitesimalni operator. Pro tento operator zavedeme oznaceni
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Q,. Difusni proces, odpovidajici operatoru 2, je proces s absorpéni sténou. BudiZ
Py(t, x; A) funkce pravdépodobnosti pfechodu tohoto procesu. Ze vzorce (4) dosta-
vame
0 00
J e Py(t, x; €0, o)) df = J KY(x, y) dy.
0 0
Ozna®me tuto Laplaceovu transformaci ¢(x, A). Plati

d? d
Ao -1 o+b S pl=1.
v {dxz'(p dx ¢}
Tedy ¢(x, ) — A~* vyhovuje rovnici (5). JelikoZ vSechna omezena fedeni (5) jsou

nésobky n(x, 1), musi byt ¢(x, A) — A™* = ¢() n(x, 1). Z okrajové podminky v (7)
vidime, Ze je

9) o(x, &) = A7H(1 — n(x, 2)).

Z provedenych uvah je moZno ziskati toto vyjadieni velidiny w(1):
0

(10) o) =— 1¢'(0,2) =— lfx—f Ki(x, y) dy],,:o =
4]

== [ W) e a5 == 2] H9as.

o] (V]
Uvedme jests, Ze je za pfedpokladu (g exp — B(s)ds =oo, tj. n(x,0) = 1, pro
X =z

'z z y
lim ng(x, y) dy =f eB(’)f e 5@ dsdy,
0 0

A=0+ 0
pro x < z

lim ng(x, y)dy =J e"”")j e?® dsdy.
0 y

=0+ Jo
Vztahy sé¢ ovéfi bezprostfednim vypodtem.

V dalS§im budeme pouZivat oznaCeni
f Po(t, %3 9) £03) = uo(t, %)

Budeme potfebovati toto lemma:

Lemma 1. Mnozina vSech f € 9(Q}), které jsou konstantni pro dostatecné velkd x
je hustd v prostoru vsech f € C, splrujicich f(0) = 0.

Dikaz. Kdykoliv
x y
h(x) = f e B¢ + f o(z) @ dz) dy,
0 0
kde ¢(0) = 0, ¢(x) ma dv& derivace spojité na <0, ) a je rovna nule pro dostatecn&
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velka x, pak h e 9(QF). Obvyklymi metodami Ize pak rozborem tohoto vyrazu ovéfit,
7e funkce, majici takové vyjadfeni, jsou husté v prostoru f € C, pro které f (O) =0

Adjungovany operator k operatoru #5f = [K(x, y) f(y) dy je operator R3*f =
= [f(x) K;(x, y) dx. Je to resolventni operator semigrupy transformaci v prostoru L,
coZ je prostor funkci, integrovatelnych na <0, c0). Této semigrupé bude odpovidati

oznaleni v(t, y; f), ti.
A%* f(y) = f e~ voft, y; £) dt
(o]

~Plati
oolty yif) = - j £(x) Poft, x5 <0, 3)) dx.
dy 0

BudiZ QF operator v prostoru L, ureny vztahem

x4 Jd o
& _dx{dxf bf}'

(Symbol d/dx zde zna&i derivaci absolutng spojité funkce.) Infinitesim4lnim opera-
torem semigrupy transformaci v, je operator %, coZ je ziiZeni operatoru QF okrajo-

vou podminkou f(0) = 0.
Lemma 2. Je
lim A1 — n(x, ) = f e=50) j 2 ds dy .
A=0+ 0 y
Této limity je dosaZeno monotonné. Ddle je
© 0 -1
lim A% () = — J O dx | of0) = — ( j o-BG dx)
A=0+ 0 0

Dikaz. PouZivime obvyklych konvenci pro po&itani s nevlastnimi &sly. Zaby-
vejme se nejprve velidinou w(1). Mame ze vzorce (6)

(1) o) = %{[ f "5 4 (s, A)—stJ-lul(x, 2) fe-ﬂ(siul(s, z)-st}Fo -

0
© -1
= — [f e B uy(s, 1)2 ds] .
. .

Odtud je okamZité patrnd hodnota w(0).
KdyZ je [§ exp B(s) ds <oo, mdme ze vzorce (10) a z toho, Ze za této podminky
n(s, 0) = 1: ‘
lim A7 w(2) == Lm | #5(s, 2) ?® ds = -—f e?® ds .
(0]

A0+ 220+ 0

Limitni pfechod za znamenim integrace je opravnén, nebot z (9) plyne, Ze 7(s, 1) je
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Laplace-Stieltjesovou transformaci neklesajici funkce a zavisi tedy na:A monotonnim
zpiisobem. Dile podle (6) a (11) plati

lim 2741 - n(x, 2)) = hm AT = uy(x, 2)) = ua(x, 2) A7F 0(2).

A=0+
I e 2 u,(y, l)“zdy— ——J ‘B")J‘e”(”dsdy-i-

j eB(S) dsj- —B(y) dy _J\ B(y)j‘ eB® ds dy

Prechod k limit& je monotonni, protoZe podle (9) vyraz A~*(1 — #(x, 1)) je Laplaceo-
vou transformaci nezaporné funkce.
Poznamka. Z lemmatu 2 a ze vztahu (9) dostavame

‘( e'””’j 5@ dsdy =J Py(t, x; <0, o)) dt =j‘ td,[1 = Pyt x; €0, ))] -
0 y [ (o]

JelikoZ P, odpovida procesu s absorpéni sténou, vyraz nalevo vyjadfuje stfedni dobu,
kterou potfebuje Castice, vychazejici z x k dosaZeni hranice O.

IL Vtomto odstavci vySetiime ty procesy, pro n&Z v podmince (2) jebudz + ¢ < p
nebot + g = p,aleq + 0.

Véta 1. (Viz [1].) P(t, x;<0, ©)) = 1 prdvé kdyZt + q = p.

Ditkaz. Dosadme do (4) za mnoZinu A interval 0, o). PouZijeme-li (9) a (10),
dostavame

(12) re‘“ P(t,x;<0, ) dt = 27  — A" p(x) (p — g — 7).
0

(oA —yo + p — t‘rr)(x) dp(x))~*.

Qdtud inversi Laplaceovy transformace plyne hledany vysledek. _
V piipad€ 7 + g < p nas bude zajimati otdzka, kdy Gastice zanikne s pravdé-
podobnosti 1, tj. kdy lim P(t, x;<0, 00)) = 0. JelikoZ sledovan4 funkce je monotonni

t—+ 00

a ma tedy limitu, stadi, ukaZeme-li, kdy je
lim lJ' e * P(t, x;<0, 00))dt = 0.
A0+ 0o .

Oznadime-li ({7 exp — B(x) dx) ™! = B, dostaneme ze (12) s pouZitim lemmatu 2:

lim Z-[me“‘ P(t, x; €0, x}) dt =1 — (1 — ﬁ‘re-n(s) ds).
[0}

A=0+

-(p—q—r)(ﬁ+p-rj ( BJ e P d5>dP(X))

Vyraz napravo je roven nule, pravé kdyZ g < g = 0. Tedy plati
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Véta 2. K tomu, aby lim P(t, x; <0, oo)) = 0 pro vSechna x + o je nutné a staci,
1= 0

abyt < p,q =0, |7 exp — B(x) dx =c0.

Déle plati tato véta:

Véta 3. Kdy? 1 + q = p a g + 0, potom pro vSechna x, 0 < x < oo, lim P(1, x;
{0}) = 1, prdvé kdy# |7 exp — B(x)dx =oo. e

Diikaz. JelikoZ P(t, co; {o0}) = 1, vidime, Ze P(t, x; {0}) je neklesajici funkce.
Stagi tedy vySetfiti Abelovu limitu. Mame

lim Af e ™ P(t, x; {o0}) dt = lim n(x, l)q(a). —y0(d) +p—
A-0+

0+ o

e f :n(x, 2 dp(x)>—1 - (1 iy f :e"B(s) ds> 2 <q LB+ Br f : J :e"B(’) ds dp(x)).

Vyraz napravo je roven 1 pravé kdyz g = 0.

II. Nyni se budeme zabyvati p¥ipadem p = ¢ % 0. (To jest ¢ = 0.) K dikazu
pouZijeme vysledkd W. L. SMitHA ([4] Th. 1) p¥i zkoumani procesi obnovy. Vysledky
zde ve stru¢nosti uvedeme. BudiZ F(x) distribu&ni funkce neziporné ndhodné veli&iny,
kterd neni periodick4, tj. nenf soustfed®na cele na ekvidistantni siti hodnot. H(x) =

-]
=Y F®™(x) necht zna¥i ji odpovidajici funkci obnovy. (Zde F™ je n-t4 mocnina

n=0 .
funkce F ve smyslu konvoluce.) Pak plati tato véta:

Véta 4. (W. L. Smita.) Kdy? K(x) je libovolnd funkce, rovnd nule pro zdpornd x,
omezend, integrovatelnd a nerostouci v (0, ), pak

fim f “K(x — y) dH(y) = p~! f “K(z) dz..

X 0 0 o .
(Zde p = [§ x dF(x); kdy% p =oc0 je pravou stranu t¥eba brdti jako nulu.)
Z této véty je mozno (viz [5], str. 16) ziskati tento disledek:

Disledek. Nech? K(x) md na kaZdém omezeném intervalu koneénou .variaci
a necht existuje K (x), spliujici predpoklady véty 4, pro niZ |K(x)| < Ky(x). Potom

X o0
fim f K(x — y) dH(y) = p~* f K(z) dz.
X+ 0 0 0

Diikaz. Neni obtiZné nahlédnouti s pouZitim vyjadieni funkce s koneénou variaci

jako rozdilu dvou nerostoucich funkci, Ze
X 4
limj‘ K(x — y)dH(y) = p~* f K(z)dz (4> 0).
X0 Jx—4 [}

Dile

lim
X=> 0

f xf_fzx — y) dH(y)

0

< lim J K (x — y) dH(y) = p= I “Ky(2)dz .

x> Jo 4
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Posledni vyraz 1ze uginiti libovolng malym. Stejng tak lze libovolné zmensSit rozdfl mez

/,L“"rK(z)dz a wrx(z)dz.

0 0

Tedy _
lim | K(x — y)dH(y) = p"l‘f K(z)dz.

X0 Jo ] 0

Véta 5. Budi? p=1 +0. K tomu, aby pravdépodobnostni mira P(t, x; A) na
intervalu {0, oo) konvergovala pro t — o0 ve smyslu konvergence distribuénich funket
k pravdépodobnostni mire, je nutné a stali, aby

(13) J : ( f :e—w f jevm s dy)dp(x) <o

Limitni pravdépodobnostni mira je ddna distribucni funkci

G(2) = l}Jm (jxe"BU)jwf(‘) ds dy) dp(x) + yfwes(”’ dx + o':}_l
0 0 y [}
[a + yfze”(’) dx + tJ.z(fxe'B(’)sz(’) ds dy) dp(x) +
) o\Jo y

+ {1 - p(2)) J :eB(’) J :e"’(‘) ds dy] (z>0).

Diikaz. Abychom konvergenci dokazali, staci, dokaZeme-li toto: Pro kazdou spo-
jitou na {0, o) f z néjaké mnoZiny, husté v mnoZiné funkci, anulujicich se v nu e
plati

lim f P(t, x; dy) F(y) = j 70) d6(5) -
>0 Jo 0

To je jednoduchym disledkem Hellyovych vét a toho, Ze hodnotami integrald
funkci z uvaZované tfidy je jednozna¥ng urdena mira podmnoZin intervalu (0, co).
Mira mnoZiny {0} je dopln&k na jedni&ku.

Pfedpokladame tedy, Ze f (0) = 0. VySetfujme nyni resolventni operator procesu.

(145 E’ f :e’“ P(t, x; dy) £(7) dt = f “KO(x, $) () ds + n(x) I:al “ o +

0

. (1 - j ) dp(x))]“ [y fﬁ(s)f(s) ds + v j 09 ds] -
= [(roe9s@as+ (1 — [ )

o CA —yw + 1 oA —yw +1

.{y J'jﬁ@f(s) ds + < j 049109 ds} - j “KO(x, 9)(5) ds +

o
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+1(x) (04 — yo + 7)1 (i [(T_f—-——-— J “n(x) dp(x)]")

n=0 Yo + 1 )0
. {y f ':;,(s) £ ds + ¢ j :Qo(S)f(S) ds}-

Na toto vyjadfeni chceme pouZiti Smithovych vysledkd. Najdeme tedy distribu¢ni
funkei, jejiz Laplace-Stieltjesovou transformaci je (6 — yo + ©)~* & n(x) dp(x).
Nekonedn4 fada v zavorce je pak Laplace-St. transformaci funkce obnovy, odpovida-
jict této distribudni funkci. Potom ukéZeme, Ze vyrazy v posledni zévorce ve (14) jsou
Laplaceovymi transformacemi vhodnych funkci. (Musime zde uvaZovat Laplaceovy
a nikoliv Laplace-Stieltjesovy transformace, protoZe resolventni operétor je trans-
formaci Laplaceovou.) Tim budeme mit [§ P(¢, x; dy) f (y) vyjadfen pomoci konvo-
luci vzhledem k funkci obnovy a pouZijeme véty 4.

Abychom nasli vzor 1(6A — yw + t)~*, uvaZujme proces s pravdépodobnostmi
pfechodu P, jehoZ infinitesim4lni operator je ziZeni Q, podminkou

7 F(0) = 7 F(00) — 0Q; F(x)|,=0 + ¥ F'(0).

To je specialni ptipad (2). Potom dostavame z (4):

f e * P(t,0; {c0}) dt = 2171 7(0h — yo + 7)1
0
Tedy

od —yo +1)7! = Jw e *dP(t,0; {0}) = J‘m“e'“ dH,(1).

0o-

Jak bylo ukéazano, P(t,0; {c0}) je neklesajici funkce a lim P(t, 0; {c0}) = 1, kdyZ

t— o0

© exp — B(x) dx =oo. (Viz véta 3.) Ze vztahu (9) mime

271 = n(x, A) = f e~ Py(t, x; €0, 00)) d .
(4]
Tedy

nix, ) = Jwe'*‘ d(1 — Po(t, x;<0, ©)) a »an(x, X)dp(x) = jwe_“ dH,(t),
kde

H,(?) =f [1 = Po(t, x; €0, o0))] dp(x) .
V]
Funkce H,(f) je spojitd, nebot Po(t, x; <0, c0)) je spojitou funkeci t. Spojitost

Po(t, x; <0, 00)) je jednoduchym disledkem spojitosti odpovidajici semigrupy.
Z lemmatu 2 a z pfedchoziho dostavame:

e et [ (oo [ es)on-
_ f " = Hy()dt = f "t dHy().

0 0
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JelikoZ P, je pravdépodobnost pfechodu procesu s absorpéni sténou, je H(f)
distribuéni funkce doby absorpce &astice, jejiz podateéni rozloZeni je dano distribuéni
funkei p(x). Vidime tedy, Ze pfedpoklad ucinény ve v&t& je pfedpoklad kone&nosti
stfedni doby absorpce takové Eastice.

Necht tedy plati (13). Potom musi byt [§ exp B(s) ds <co, a tedy g exp — B(s).
. ds = oco. Tedy jednak lim H,(f) = 1 a z vty 2 také plyne, Ze [§ Po(t, x; dy) f(»), coZ

t—o0
je vzor [§ K%(x, s) f(s) ds ve vyjadfeni (14), konverguje k nule.

Veli&ina n(x) (64 — yo + )" je transformaci konvoluce

G(t) = =7* Hy(t) * [1 — Po(t, x;<0, 0))]
a cely druhy &len ve vyjadieni (14) je Laplaceovou transformaci konvoluce G * H «
* (G, + G,). Zde H je funkci obnovy, odpovidajici distribu¢ni funkci H, * H,,
G, a G, jsou funkce, jejich? Laplaceovymi transformacemi jsou vyrazy v posledni
zavorce v (14). Funkce H, * H, je spojita, nebot H, je spojita. Tedy je H, * H, také
neperiodicka.

UkaZeme nyni, Ze pro f z néjaké mnoZiny M, husté v mnoZin€ funkci, anulujicich se
v nule, G, a G, spliuji pfedpoklady disledku véty 4. Pro vSechny takové funkce bude
existence lim H x G, a lim H * G, a tedy také

t—o0 t— -
lim G« H » (G; + G,) = lim j P(t, 3 dy) £(5)
t— oo t~o Jo . .
dokézana.

V dalsim budeme pouZivati oznadeni, zavedené v odstavci I. Nahlédneme, Ze za
mnoZ¥inu M miZeme voliti mnoZinu viech f € 2(23), které jsou konstantni pro dosta-
teCné velka x. Tato mnoZina je hustd v mnoZin€ funkci, anulujicich se v nule dle
lemmatu 1.

JelikoZ f3 exp B(s) ds <o, vidime, Ze kdykoliv f(x) € 9(Q,), pak f(x) exp B(x) €
€ 9(Q}) a plati

(15) Q3(ef) = €2Q.f -
Tedy také kdykoliv f(x) € 2(23), potom f(x) exp B(x) € 2(24%). BudiZ nyni f e M.

Mime

j “(5) £(s) ds = f e, f “(1 = Poft, 5:40, 00))) 2 £(s) ds =
o 0 0
=— '[me'” d,fw vo(t, x; €5f) dx .

o 0
Z toho, Ze fexp Be 9(9’32), plyne, Ze existuji dv& derivace podle ¢ v prostoru L funkce
vo(t, x; f exp B) a Ze jsou spojité. Tento bezprostfedni disledek definice infinitesi-
malniho operatoru je znam z teorie semigrup. Odtud plyne, Ze §§ vo(t, x; f exp B) dx
mé dvé spojité derivace. Tedy [g 71(s) f(s) ds je Laplaceovou transformaci funkce
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— d/dt 3 vo(t, x; f exp B) dx, kterd ma na ka’dém omezeném intervalu konegnou
variaci. Dale je

[Fesras = "] [Cutesyanto) .

0 0
JelikoZ f € D(Qy),. mé uy(t, x; f) derivaci ve smyslu stejnomérné metriky a spojitou
v této metrice. Tedy [g uo(t, x;f)dp(x) ma spojitou derivaci. Vidime, Ze také
§& Qo(s) f(s) ds je Laplaceovou transformaci funkce, kterd mé na kaZdém omezeném
intervalu konecnou variaci. ’
Zbyva je§té najiti majorantni funkce, aby bylo vyhovéno vSem pfedpokladim di-
sledku véty 4. Polozme Q5f exp B = g. Mame

- g'[ vo(t, x; €5f) dx j vo(t, x; g) dx
dt),

o

< J “oolt, x: |g]) dx = Ky(1) .

0

K (%) je nerostouct;

J:Kl(t) dr = f : J:oPo(t,x;«); ) |o(x)| dx dt =

(e

Jeliko? f je konstantni pro dostaten& velka x, ze vztahu (15) vidime, Ze g(x) = 0 pro
dostatedng velka x. Tedy [§ K,(1) dt <oo.

Dile je
J “uolt, % £) dp(x)
0.
f “Ka(i) dt = |f] J ) f “Poft, x; <0, ) dp(x) dt =
0 0 0

-y f i ( f e j "o ds dy) dp(x) .
0 1] 0

Za ptedpokladu (13) posledni vyraz je kone&ny.
Dokazali jsme pro f € M existenci lim 3 P(t, x; dy) f(), a tedy, jak bylo pozna-

t—=>c0
men4no na zaditku dikazu, existenci limity P(¢, x; 0, z)) ve smyslu konvergence
distribuénich funkci. Abychom zjistili limitni distribuéni funkci, najdeme:

< If1 j “Poft, x; €0; 0)) dp(x) = K(3),

lim AJ P(1, x50, z)) exp — Atdt.

-0+ Jo

Je (bez predpokladu (13)):

lim /IJ e " P(t, x;<0, z)) dt = lim {lf K°(x,s)ds +
A=0+ 0 i=0+ 0
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. -1 z
+ n(x) .[O’ — 927 o + 1At (1 —j n(%) dp(x ):l [‘7 + YJ 7(s) ds +
0 0
ero(s) ds]} = l:t '[ w(fxe‘B(y’JweB") ds d}’> dp(x) + Yj "™ dx + 0‘] y
0 o\Jo y 0
'[0 N ?Jﬂeg(x) dx + 1;J‘z (J‘xe'B(y)j'IeB(s) ds dy) dp(X) +
0 o\Jo y

z Yy
+ (1 — p(z))f £ j e B ds dy]-
0 0

Zde jsme pouzili vysledki odstavce 1. Vidime také, Ze v pfipadg, kdyZ

@© X 0
J‘ (J‘ e—B(Y)J‘ eB(S) ds dy) dp(x) =00,
o o y

prava strana je nula, a tedy P(t, x; <0, z)) nemiiZe konvergovat k distribuéni funkei
n&jaké pravdépodobnostni miry na <0, o). Tim je diikaz v&ty ukonden.

IV. V tomto odstavci budeme rozbirat posledni pfipad, kdy t = p = g = 0.
PouZitad metoda je zobecnénim metody pouZité v [3]. Opira se o vySetfovani adjun-
gované semigrupy. BudiZ nejprve o + 0. Adjungovanou semigrupu neni nutno stu-

dovat v prostoru viech mér, ale je moZno se omezit na prostor L,coZ je mnoZina viech
dvojic (g, g(x)), kde g, je &islo a g(x) € L,

(g0, )1 = loo] + j :Ia(x)l dx

Lje prostor mér absolutn& spojitych na (0, c)).
Ze vzorce (4) usoudime, Ze resolventni operator adjungované semigrupy pfevadi
prvek (go, g(x)) v prvek (Go, G(x)) dany vztahy

(16) G(x) = j Kol 9 gle)ds + (0~ y0) ™ (go " j RCLC ds) yii(s)
Go = o{al — )~ (go + j :n(s) o(s) ds).

Odtud je moZno s pouZitim tvrzeni uvedenych v odstavei I ovéfiti (viz [1], str. 501),
Ze infinitesiméalnim operatorem této semigrupy je operator Q*, do jehoZ defini¢niho
oboru patii ty prvky (go, 9(x)), pro které je g(x)e 2(Q3), a plati yg0 = o g(0).
Takovym prvkim pak operdtor Q* pfifazuje prvek (G,, G(x)) dany vztahy

Go = ¢g'(0) — b(0) g(0), G(x) = QF g(x).

Budeme uZivat tohoto oznadeni: ZapiSeme-li strutn& g = (g,, g(x)), pak (vo(t 9),
(1, x; g)), resp. kratce i(¢; g), bude ten prvek z L, ktery je pfifazen prvku g opera-
torem semigrupy, odpovidajicim parametru ?.
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V ptipad€ o = 0 je moZno vySetfovati adjungovanou semigrupu v prostoru L,
ktery budeme ztotoZiiovat s podprostorem uréenym podminkou g, = 0. Resolventni
operator ma v tomto piipadé tvar

R; g9(x) = J‘wKo(s, x) g(s)ds — o~ * J:on(s) g(s) ds n(x) .
0
Infinitesimalnim operatorem semigrupy je ziiZeni operatoru Q7 okrajovou podminkou
£10) - b(0)£0) = 0.
Lemma 3. Necht g € 9(Q*?); pak funkce w(t, x) = d/dt |2 u(t, y; g) dy je spojitd
prot = 0, x = 0 a vyhovuje uvnitf tohoto oboru rovnici
(17) Wex — bw, = w,

s okrajovou podminkou

(18) W = ow,|;=0 -
Je Bim w(t, x) = 0 stejnomérné na omezenych intervalech t.
x>0

Dikaz. BudiZ ¢ # 0. Jednoduché zmény, které by bylo tfeba uciniti v pfipad€
o = 0, jsou ihned patrné. KdyZ g € 2(Q*), pak

d - - -
d—tﬁ(t; g) = Q*i(t; g) = ¥(t; Q*9),

pfi ¢emZ derivace existuje v norm& prostoru L. Specidlnd tedy pro kaZdy linearni
funkcional A v Lméme

d - d -
— Al d(t; = A| —9(t; .
£ At 1 = 4| 505
Qdtud
d a0 ~ 0 * - a - - ©
— | o(t,x;g)dx = | QF o(t, x; g) dx = — o(t, x; g) — b(x) v(t, x; 9)|5 -
de J, o 0x

Na druhé strané vzhledem k tomu, Ze transformace zachovava positivitu a normu
nezapornych funkei (viz vita 1), nahlédneme (v obecném ptipad® rozkladem na
kladnou a zdpornou &4st), Ze

gdo + J g(x) dx = vy(t; g) +f o(t, x; g) dx .

0 0
Tedy je

%Jwv(t, x;g)dx =— g—i vo(t; 9) = — (—;; u(t, x; g) — b(x) vt, x; 6))

0 x=0
Z toho vseho plyne, Ze je

lim 5‘?_0(;, x; §) — b(x) o{t, x; §) = 0.
“w 0X

x
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Mame tedy pro g € Z(Q*2)

Wt x) =< fv(t, y33) dy = f

x

0F oft, y; §) dy = — <§;v(:,x;a> — b{x)ofs, x;a))

a dale

d o0 - £}
w,=—| o(t,y; @*g)dy =
3 dtj‘x ( y 9) y j

x

d ~ ® ~
— oft, y; @*g) dy =f o7 u(t, y; Q*g)dy =
dt x _
« ~ 0
= I QY2 u(t, y; §)dy = — (——- Qv — bev) = w,, — bw,.
< 0x
Pomoci rozboru posledniho vztahu, vyuZivajice pfedpokladu g € 2(Q*?), nahléd-’
neme, Ze derivace je moZno uvaZovat v oby&ejném smyslu.
Mame dale

[w(ts, x) = w(ta, x)| =

J‘xv(tl,y, *g)dy — jv(tz,y,ﬂg)dylé

= "v(tl: Q*g) v(tZa Q*é)“

Odtud plyne, Ze w(t, x) je spojita v ¢ stejnomé&rné vzhledem k x. Tedy jednak, jelikoZ
je spojita v x, je w spojitou v (¢, x), jednak vztah

lim w(t, x) = lim — (56; u(t, x; g)= b(x) v(t, x;9) ) =

X0 X—> 0
plati stéjnomé&rné v t Z omezenych intervald.
Zbyva jeSté¢ dokazati splndni okrajové podminky. Jsou splnény tyto rovnice
(g € 2(Q*%)):

d - 0 - -
(19) L oa(t:8) = 2 oft, %3 3) — b(x)o (, %3 3)lemo
dt 0x

0 ~ d /o - ~
—o(t, x;9) = —[ — v(t, x; g) — b(x) v(t, x; )
2o 8) = (ol ) — ) ot 3 )

yvo(t; 9) = 0 0(t,0;9) .
Derivovanim posledni rovnice a dosazenim z pfedchozich rovnic dostavame okra-
jovou podminku, bereme-li v ivahu, Ze

w(t, x) = ;;v(t, x; g) — b(x) o(t, x; g) -

Rekneme, Ze mnoZina M < P je fundamentdlni v prostoru P, kdyZ linedrni kombi-
nace prvki mnoZiny M jsou husté v P. U&ifime dohodu, %e pod L budeme rozumét
prostor Lv pfipadg, kdy ¢ + 0, a podprostor viech g = (go, g(x)) € L, splitujicich

do = 0 v ptipadg, kdy ¢ = 0. KdyZ ¢ = 0, pak bude vo(t; g) = Opro g e L.

-

Lemma 4. Budi? y + 0. MnoZina vSech (go, g(x)) € D(Q*?), pro néz g'(x) — b(x) -
. g(x) £ 0 je fundamentdini v L. Jestlize |3 exp B(x)dx <o, pak také mnoZina
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vech nezdpornych (9o, 9(x)) € D(Q*?), pro néz g'(x) — b(x) g(x) Z 0 je fundamen-
tdlnfv L.

Dikaz. Pfi dikaze vynechime n&které detaily. KdyZ g = (/y, h(x) exp B(x)),
kde

.h(x)=1+cJ‘xe

X y
B0 ds + J‘ e_B(’)f @(z) @ dzdy (c =0 pro. o =0),
0 0 0

potom* Q*g = (k'(0), ¢(x) exp B(x)). K tomu, aby e P(Q*?), stad, aby bylo
hexp Be L, aby ¢ méla na 0, co) dv& derivace spojité, ¢(x) = 0 pro x = K a aby
byla splnéna okrajova podminka y h'(0) = yc = o ¢(0), tj. ¢ = a/y ¢(0). (V ptipadé
o =0 jesté ¢'(0) = 0.) Potom bude

W) = 1 +L ——B()’)< 0(0) + Jo¢(z) e) dz) dy .

Funkce g(x) = h(x) exp B(x) bude integrovatelna a bude platit g’ — bg 2 0, kdyz
h(x) 2 0 a h(x) =0 pro x = K. To je moZno dociliti, volime-li ¢ tak, aby bylo
(0) = 0 (¢'(0) = 0 v ptipad& ¢ = 0), ¢(z) = 0 pro z = K,

K y X K
J e'B(”‘[ o(z) P dzdy =—1, J o(z) 2@ dz <0, j o(z) f@dz = 0.
), o . . o .
Rozborem vyrazu -
X . y
e oy e o
0 0

je pak moZno nahlédnout, Ze mnoZina takto vyjadfitelnych funkci (volime-li také
riiznd K), je:fundamentalni v prostoru L.

BudiZ nyni (f,, f(x)) libovolny prvek z L a budiZ & > 0. Necht pro prvek (905 9(x)),
ktery je linedrni kombinaci prvki pravé sestrojenych, plati .fo lg(x) — f(x)] dx <
< gf2. Je-li fy = g, jsme s dikazem hotovy (Vzdy v pfipad€ ¢ = 0.) Jinak volme
funkei k(x) tvaru vy3e sestrojeného takovou, Ze §§ |k(x)| dx < &/2|C|, kde C je zvoleno
tak, 7e aCly = f, — go. Potom prvek (fo, g(x) + C k(x)) ma od ( fo, f(x)) vzdalenost
mensi neZ &. :

V ptipadg, kdy [§ exp B(x) dx < oo, nahlédneme, Ze fundamentalni mnoZinu pro
dikaz druhé &4sti lemmatu tvo¥i prvek (o/y, exp B(x)) a prvky tvaru (0, (1 — h(x)) .
. exp B(x)), kde h(x) ma tvar, jak byl sestrojen.

Po té&chto pfedbéZnych uvahich budeme pokrafovat ve vySetfovani limitniho cho-
vani pravdépodobnosti. Pfipad y = O (lateralni podminka Q; F(x)|,=o = 0) je ana-
logicky pripadu absorpéni stény. Castice, kdyZ dorazila do bodu 0, v ném setrvava.
Proto plati tato vé€ta analogicka véte 2:

Véta 6. K tomu, aby pro proces uréeny laterdlni podminkou Q; F(x) = 0.,
platilo lim P(t, x; {0}) = 1, je nutné a staci, aby [§ exp — B(x) dx =00

t— o0
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Dikaz. Je podle vzorce (4)
J P(t, x; {0}) exp — Atdt = n(x) A7*.
0

Po dosazeni x= 0 vidime, Ze P(t, 0; {0}) = 1. Tedy P(t, x; {0}) je neklesajici a mé pro
t - oo limitu, kterd je rovna

lim l-re‘h P(t, x; {0}) dt = n(0) =1 — (Jme—a(s) ds>_1fxe”<’) ds .

A=0+ 0 0 0

Odtud plyne tvrzeni véty.

Véta 7. Pro kaZdé g e L existuje lim [ v(t, x; g) dx pro viechna z = 0. Existuje
 2ad-e]
tedy také lim vy(t, g).
t~o0
Ditkaz. BudiZ nejprve g € 2(2*?) takové, Ze g'(x) — b(x) g(x) < 0. Z lemmatu 3
vidime, Ze :

d @ ~ 0 ~ -
—Jl ot, y;9)dy =— (—— u(t, x; g) — b(x) o(t, x; g)> = w(t, x)
dt ), Ox
je YeSeni rovnice (17) s okrajovou podminkou (18), splifujici w(0, x) = 0. Jak znamo,
takové feSeni (Vezmeme-li je§t& v Gvahu, Ze je lim w(t, x) = O stejnom&rné na ome-

x—* 00

zenych mnoZinach t), je nezdporné pro viechna (¢, x). Tedy

d {>e]
— 1 o(t,y;9)dy 20,
d:,f (t, y;9) dy

x

a proto {2 u(t, y; ) dy je neklesajici funkei ¢ a lim § v(t, y; g) dy existuje a je ko-
=00

ne€n4, nebot |7 v(t, ¥; é) dy| < |lg|l. JestliZe % je linearni kombinaci funkci g pravé
poZadovanych vlastnosti, existuje také lim (3 v(t, y; E) dy. Podle lemmatu 4 tyto

1=

linearni kombinace jsou husté v L. Mame pak pro libovolné f'e L:

rv(tl, y:f)dy - rv(tz, yif) dy J.mv(tl, y;f—h)dy
jwv(tl, y;h)dy — J wv(fz, y; b) dy rv(tz, y;f— h)dy
qu(tl, y;h)dy — va(tz, y; h)dy

X x
x X

= +

+

+ =

22|f - Al +

Odtud se presvédeime, Ze 2 u(t, y; f) dy vyhovuji Cauchyové podmince, nebot f
miiZeme libovolng pfibliZit funkci A, pro niZ limita existuje. Existuje tedy

lhnj ut,y f)dy.

t— co x



Ze vztahu

vo(t; 9) +f o(t, y; 9)dy = go +J g(y) dy
0 0

(viz dikaz lemmatu 3) nahlédneme, Ze existuje také
X
lim vy(t; g) a lim-[ u(t, y; g)dy .
t=m t=w J o
Véta 7. Kdykoliv [§ exp B(s) ds =co, pak pro kadé ge L,0 £ x <o je

lim v(t; g) = 0 = limJ- ot, y; g)dy .

=0 = Jo

Kdy# [ exp B(s) ds <o, pak je

o -1 @
lim vy(t; g) = a<a + yf @ ds) <go +J g(x) dx),
t—eo 0 0

x 0 -1 o0 X
lim f o(t, y; g)dy = y(a + yj &P ds) <go + J g(x) dx)f M dy .
=00 0 0 0 0

Dikaz. Existence limit plyne z pfedchozi véty. Sta¢i tedy urtit jejich hodnotu.
Oznatme § = ([§ exp — B(y) dy)~'. Ze vzorce (16) s pouZitim lemmatu 2 mame:

lim Af e * vy(t; g) dt = lim oo — yod~1)"! (go + J n(s) g(s) ds) =
A0+

A=0+ 0 0

=0c. (a + 7 j.we""’ ds)_Jl (go + jw<1 - ﬁjxe"""’ ds) g(x) dx),
0 0 0

o0 X
lim lf e“’“f ot, y;g)dy dt = lim y (0 — yoA~')"".
0 0 A= Q4

A0+

) <go + jwn(s) g(s) ds)rﬁ(y) dy =1y <¢, + YJWGB(‘) ds)"l i
0 0 0
.(90 + r(l - ﬂ-re“a(s) ds) g(x) dx)..r(l - ﬂfye“”"’ds) P dy .
0 0 0 0

Odtud snadno plyne tvrzeni véty, uvd¥ime-li, %¢ § = 0, kdyZ {5 exp B(s) ds < co.

Véta tika, Ze &astice unikd do nekone¢na, kdyZ (& exp B(x) dx =co. Tvrzeni
vity 8 je moZno jesté zesilit:

Véta 9. Necht [¥ exp B(x) dx <o, pak pro kaZdé g € Lje

00 e | 00
lim v(t, x; g) = y(a + yj P ds) e”""(go + J. g(x) dx)

=00 0 0

podle stfedii proniho Fddu.
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Diikaz. DokaZeme nejprve, Ze integrovatelnost funkci o(t, x; g) je stejnomé&rna v ¢,
Necht '

§9(27), §=(009(), 6(x)20, ¢()-bx)g() 0.
Z lemmatu 4 plyne, Ze funkce spliiujici tyto podminky tvofi fundamentalni mnoZinu,
Vysetfenim funkce

d [”® .
w(t, x) = d_tJ\ o(t, y; g) dy

zplsobem pouZitym pti ditkaze véty 7 se presvéd&ime, Ze v tomto piipadé [ o(t, y; g) .
. dy je nerostouci funkci ¢ a tedy

rv(t, y;g)dy £ rg(y) dy.

x x

Z nezapornosti uvaZovanych funkci plyne rovnomé&rné integrovatelnost u(z, x; 5),
ktera plati i pro i z lineArniho obalu mno%iny funkci predpokladanych vlastnosti,
ktery je husty v L. '

Jestlie fe L, mame

| j ol y: )| dy < j “lo(t, : B dy + 17— il

Odtud libovolnym pfibliZenim prvku f prvkem £ z linearniho obalu plyne rovnomérna
integrovatelnost u(t, y; f).

BudiZ (go, 9(x)) = g € 2(Q**). DokaZeme, Ze na libovolném intervalu <0, K> mé
funkce u(t, x; g) variaci omezenou nezavisle na t. PoloZme

w(t, x) = 56; o(t, x; ) — b(x) o2, x; 7).
Integrovanim dostavame
o6 8) = oft,058) = [ (6 9) + 66) o6 5:8) s
Tedy ’
varg u(t, x; g) = fxlw(t, s) + b(s) v(t, s; g)|ds < C,
o]

nebot funkce w(t, s), jakoZto feSeni rovnice (17) spliiujici podminky lemmatu 3, je
omezena pro viechna (t, 5) a plati

K X

j [b(s) ol 5; 3)] ds < max |B(x)] . j lo(t, 5; §)| ds < max |b(x)] 131 -

0 {0.K) 0 (0,K)
Kdyz je o + 0, z okrajové podminky 7y vy(t; g) = o v(t, 0; g) plyne, Ze (%, 0; g) je
omezen4 funkce, nebot [vy(%; 5)[ < lgll. BudiZ ¢ = 0. Jeliko? je [© exp B(x) dx <oo,
plati pro kazdé fe C

u(t, x; f) €@ = o(t, x; fe¥) . -

48



Zde u(t, x; f) ma vyznam, zavedeny na po&atku prace. Rovnost lze ov&fiti s pouZitim
diferencialnich rovnic, kterym funkce u, v vyhovuji, kdykoliv f resp. f exp B patii do
definiéniho oboru infinitesimalniho operatoru a pouZitim jednoznaénosti téchto
tloh (viz [2]). Potom oviem

[o(t, 0; fe%)| = [u(t, 0;f)] < mxax [f(x)] -

Necht tedy g je takové, Ze varg o(t, x; g) pro libovolné kone&né K a [v(2, 0; g)| jsou
omezené. Potom také u(t, x; g) je omezena pro 0 < x < K. RozloZme o(t, x; ) na
rozdil dvou neklesajicich funkci na intervalu <0, K):

o1, x; g) = {varg o(t, y; g) + 30(t, x; 9)} — {varj o(t, y; g) — 3u(t, x; g)} -

Z libovolné posloupnosti {t,}, #, —oo miZeme podle Hellyovy véty vybrat pod-
posloupnost {t, } tak, Ze ob& monotonni slozky konverguji v podstat&. Potom oviem
vty X; g) konverguje skoro viude na intervalu <0, K, a jelikoZ je omezen4, konver-
guje také podle stfedti na (0, K). Z véty 8 snadno plyne, Ze limita je rovna

00 . -1 oo
y(a + yj b ds) 5™ (go + j g(x) dx) .
V] 0

JelikoZ {t,} byla libovoln4, vidime, Ze v(t, x; g) pro t — oo konverguje k této funkci
podle stfedi na <0, K>. Kombinujeme-li tuto vlastnost s jiZ dokdzanou rovanomérnou
integrovatelnosti, vidime, Ze u(1, x; g) konverguje podle stfedt na <0, c0). PouZitim

(2 »~

kontraktivnosti transformaci v(t, x; .) ovéfime, Ze tvrzeni plati pro libovolné gel.

Poznamka. Omezili jsme se na procesy, ohraniéené jednou pfirozenou a jednou
regularni hranici. Metody pfedloZené v praci je v§ak moZno pouZit i ke studiu procesit
s hranicemi druhych typd. Stejn€ tak je zndmo, Ze pouZiti specidlniho typu diferen-
cidlniho operatoru (koeficient u druhé derivace identicky rovny 1), neni omezenim.
MiiZeme totiZ zdAménou nezavisle prom&nné operatory na tento typ prevadét.
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Pe3omMme

CBOVICTBA OU®®Y3MOHHBIX ITPOLIECCOB, OIIPEJEJIEHHBIX
IT'PAHUYHBIM VCJIIOBMEM OBIIET'O BHUIA

IIETP MAHJI, (Petr Mandl), Ilpara

PaGota mocesmena aubdy3moHEbIM mpoueccaM Ha moirynpsmoi {0, oo), BEpo-
aTHOCTH Tepexoza P(t, x; A) KOTOPBIX ONpeNeNsroT B IPOCTPAHCTBe GYRKIWH, He-
npepsBEBIX Ha 0, 00), momyrpymmy npeo6pasosamuit [P(x, t; dy) F(y), uadwmm-
Te3UMAJTBHBIA OIepaTop KOTOPOH ABJIAETCS CyxeHHeM omepatopa Q,F = d?/dx*F +
+ b(x) d/dxF, yciosuem

@ PF(0) = gF(c0) + © j F(x) dp(x) — 0@ F(x)}smo + 1F/(0).
o+

3mech p, ¢, 0, ¥, T — HeOTpHUATENbHEIE YHCIa, p(x) — GYEKOHEA pacmpeneIenys.

CylniecTBOBaHME TaKMX IPONECCOB GBUTO moka3aro B. ®enepom B pabore [1].

B macrosme# pabore moka3aHo, KakaM 06pa3oM IpeNeabHOE NOBEACHHE BEpO-

arHocTelt P(t, x; A) mpw t — oo 3aBECHT OT koad¢wmuenta b(x) B omepaTope 2
u yenosas (2). HanpaMep, Hoka3aHB! CIICXYIOLIEE TEOPEMEL:

Teopema 5. ITycms p = T % 0. J1a mozo, umobsr eepoamuocmuas mepa P(t, x; A)
Ha unmepease {0, o) cxodusace 8 cmvicae cxodumocmu GyHKyuil pacnpedeseHus npu
I - 00 K HeKOMOPOil 8ePOAMHOCMHOIL Mepe, HeObX00UMO U JoCMamoyHo, umobsl

J (J e'B(’)J e?® dsdy) dp(x) < o,
[0} 0 y .

20e B(y) = f% b(s) ds.

Teopema 9. ITycms 1 = p = q = 0, [ e?® dx < 0. To2da daa écakozo Hauas-
HO20 pacnpedesenus 6epoAmMHOCcMell, Komopoe abCOAIOMHO HENpepsieHO GHYMPU

(0, 0), naomrocme pacnpedesenusn 6 3mom unmepease cxodumcs 04 t — 0O & cpeo-
Hem Kk PyHKyuu

o
¥(o + yf e?®) ds)=1 5,
o]
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Zusammenfassung

EIGENSCHAFTEN DER DIFFUSIONSPROZESSE, WELCHE
DURCH EINE RANDBEDINGUNG ALLGEMEINER FORM
BESTIMMT SIND

PeTR MANDL, Praha

Die Arbeit ist den Diffusionsprozessen auf der Halbgeraden <0, c0) gewidmet, deren
Ubergangswahrscheinlichkeiten P(z, x; A) im Raume der auf dem Intervalle <0, o)
stetigen Funktionen eine Halbgruppe von Transformationen [P(x, t; dy) F(y) defi-
nieren, deren infinitesimaler Operator eine Verengung des Operators

dz d
QF=—F+ bx)—F
' dx? () dx
durch die Bedingung
@  pF(0)=qF(w) + J F(x) dp(x) — 02, F(x)|soo + 7 F(0)
o+

darstellt. Hier p, g, 0,7, 7 sind nichtnegative Zahlen, p(x) ist eine Verteilungs-
funktion. Die Existenz solcher Prozesse wurde von W.FELLER in der Arbeit [1] be-
wiesen.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, auf welche Weise hdngt das Grenzverhalten.
fiir t >00 der Wahrscheinlichkeiten P(t, x; A) von dem Koeffizienten b(x) in dem
Operator Q, und von der Bedingung (2) ab. Es sind zum Beispiel folgende Sitze be-
wiesen:

Satz 5. Es sei p =t # 0. Fiir die Konvergenz des Wahrscheinlichkeitsmafes
P(t, x; A) auf dem Intervalle <0, ) zu einem Wahrscheinlichkeitsmafe im Sinne
der Konvergenz der Verteilungsfunktionen fiir t — oo ist notwendig und hinreichend,

dap
J (f e'B(y)J 5@ ds dy) dp(x) < o,
0 o y '

Satz9.Esseit = p = g = 0, [ ™ dx <co. Dann fiir jede Anfangsverteilung,
welche im Innern von (0, oo) absolut stetig ist, strebt die Dichte der Verteilung in
diesem Intervalle fiir t — oo im Mittel gegen die Funktion

wo B(y) = 3 b(s) ds.

R ©
Yo + yj e’ ds) 71 ™,
0
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