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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 87 (1962), Praha 

POZNÁMKA K FAKTORISACI NEKOMUTATIVNÍCH GRUP 

MILAN SEKANINA, Brno 

(Došlo dne 28. prosince 1960) 

V článku e dokázána věta: Nechť grupa G obsahuje volnou podgrupu o Xa 

generátorech. Pak existuje množina Ccz G tak, že pro každé kardinální číslo 
m, 2 ^ m á Xa, existuje množina Bmcz G taková, že G = C x Bm, card Bm 

— m. Při tom C x Bm značí rozklad v Hajósově smyslu. 

Nechť G je grupa. Nechť A9B9C cz G. Píšeme C = A x B9 když pro každé xeC 
existuje právě jedno a eA a b eB tak, žex = a.baaeA9beB=>a.beC. Dále 
položíme C"* = {x | x = c~*, c e C}, pro de G je dC = {x | x = dc, ceC} 
apod. 

Pro komutativní grupu G platí G = A x B = A x C=> card£ = card C. 
Důkaz je proveden v lemmatu 1.2 z [1] jen pro nekonečnou cyklickou grupu, lze 

však beze změny převést na obecný případ. V této poznámce ukážeme, že obdobné 
tvrzení neplatí obecně pro nekomutativní grupy. 

Věta. Nechť G obsahuje volnou podgrupu G o Ka generátorech. Potom existuje 
taková množina C c G, že pro každé kardinální číslo m, 2 ^ m 2g Ka, existuje 
množina Bmcz G tak, že 

1. C x Bm = G. 2. card £ m = m. 

D ů k a z . Použijeme konstrukce z článku [2], str. 190. Nechť cpl9 cpl9..., <pL9..., 
<?*,> <P*2> •••» <Pat> •••> * = <*>*> J e množina generátorů grupy G^ Zkonstruujeme mno­
žiny A9 Al9..., ^4 ř,..., AL cz Gt tak, že pro každé veGx udáme předpis, do které 
z těchto množin v patří. Při tom postupujeme indukcí podle délky slova v. Je-li v = 1, 
pak ve A. Nechť už pro každý prvek veGl9 jehož délka je «g n, je řečeno, do které 
z množin A, Al9..., A,, ... patří, a nechť patří každý takový prvek právě do jedné 
z těchto množin. Mějme pak prvek v e Gl9 jehož délka je n + 1. 

I. Nechť vyjádření prvku v (pomocí shora uvedených generátorů) končí prvkem <pky 

tedy v = u<pk. 

a) Nechť k = 1, 2, 1. Je-li u e A9 potom v e Ak. 2. Není-li u e A9 potom v e A. 
p) Nechť k = a t, i :g a)a. 1. Je-li u e A, potom zvolme v ^ c a v e AV. 2. u non e 

e A => ve A. 
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II. Nechť vyjádření prvku v končí prvkem q>k
 l . 

a) Nechť k = 1, 2 , . . . . 1. Je-li u e Ak9 potom ve A.2. u non e Ak => ve Ak. 

p) Nechť fc = aL91 S «V 1. Existuje-li v ^ i tak, že w e Av, potom v e A. 2. V opač­
ném případě libovolně zvolíme v a v e Av. 

Poněvadž vyjádření pomocí generátorů je jednoznačné, patří v e Gx právě do jedné 
z množin A,..., AL9 — 

Nechť v je libovolně ale pevně zvolené ordinální číslo, 1 S v á «V Potom platí 

(1) Acpx = Au...9Aq>L = AL9...9Acpav = A[vuAv+1 u . . . , t < v . 

Nechť totiž t < v. Nechť u e A. Nechť vyjádření u nekončí <p~l. Potom ucpL e AL 

podle I a), 1: Nechť vyjádření u končí pf 1, tedy w = uxq>~x
9 kde vyjádření ui ne­

končí q>L. Podle II a), 1: ux e AL tedy M<^ = ux e AL. Odtud A(pL a AL. Nechť v e AL. 
Nechť vyjádření v nekončí (pL. Potom podle II a), 1: vcp"L

x e A. Nechť vyjádření v 
končí <?v Potom v = vxcpL9 kde vx nekončí cp"1 & podle I a), 1 : ^ 6 A. Tedy v<p~x = 
= vi e A. Odtud At(p~l <zz A, tedy AL c .A<5̂ . Celkem AUp, = ./it. 

Dokážeme nyní Acpav = Av u Av+x u .., Nechť M 6 Í Nechť vyjádření u nekončí 
(pav

l. Potom podle IP), 1: ucpav e AM pro jisté \i = v. Nechť vyjádření u končí <p~\ 
Potom u = ux(pav

x
9 kde ui nekončí <pav. Podle II p), 1 existuje \x = v tak, že ut e A^, 

tedy uq>av = uxe A^. Proto v obou případech A(pav c A[v u Av+1 u ... . Nechť 
v eAv u A.v+1 u ..., tj. v € A^ pro jisté \i ^ v. Nechť vyjádření v nekončí na <pav. 
Potom podle II /?), 1 je v^"1 e A. Nechť vyjádření v končí na <pav. Potom v = t>i<pav, 
kde vyjádření vx nekončí na cpa\ Je podle ip), 1: vx e A9 tedy v^"1 = vx eA a 
(Av u A[v+1 u ...) (p~v

l c A, odkud Av u Av+1 u ... c A<pav. Celkem A(pav = 
= AvuAv+1 u . . . . 

Z rovnic (1) bezprostředně plyne 

Gx = A x {1, <p1?..., <p i s..., <pav} K v . 

Nechť nyní Cx značí systém representantů množiny levých tříd v grupě G vzhledem 
k podgrupě Gx. Je 

G = ( C x . A) x {1 , <pX9..., <pL9.. .9cpav} . 

Položíme C = Cx. A, Bv = {1, <pl9..., <pt,..., <paJ. Je nyní card Bv = v + 1 (v značí 
kardinální číslo příslušné k množině typu v) a stačí tedy položit Bm = Bv, kde m = 
= v + l . Tím je věta dokázána. 

Důsledek. V každé grupě G, která obsahuje volnou podgrupu s dvěma generátory9 

existuje množina C a množiny Bn pro n = 2, 3,. . . , K0 tafc, že: 

1. card Bn = n. 2. G = C x Bn . 

D ů k a z plyne z faktu, že každá volná grupa s dvěma generátory obsahuje volnou 
podgrupu s K0 generátory (viz [3], str. 40). 

Zůstává neřešeným problémem, zda v každé nespočetné nekomutativní grupě G 
existují množiny C, Dy E takové, že G = CxD = CxE a card D =# card E. 
K tomuto problému připojíme nyní dvě poznámky. 
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Poznámka 1. Nechť v grupě G existují C, D,E c G tak, žeG~CxD = CxE 
a card D = 2 4= cardE. Potom G není periodická grupa. 

Důkaz. Protože pro deG platí G = C x D=> G = C x (Dd),1) můžeme před­
pokládat l e D , íeE. Nechť (peD,\J/eE. Protože C x {1, <p} = G a card £ =t= 2, 
je Cý c C<p5 Cí/t #= C<p a tedy C\f/q>"x c= C5 G/^'"1 =t= C. Odtud plyne indukcí C. 
.(i/t<p"" x)n cz C, C. (if/cp~ 1)n 4= Cpro každé přirozené číslo n. Tedy \j/cp~lmé, nekonečný 
řád a proto G není periodická grupa. 

Poznámka 2. Existují spočetné nekomutativní grupy G, pro něž platí G = 
= A x B = A x C => card B = card C. Příkladem takové grupy je grupa G vytvořená 
dvěma generátory (p SLif/ s vytvořujícími relacemi cp2 = ij/2 = í. Pro tuto grupu platí 

G = {(W>)W}n=...,-1,0,1,... U {íA(^)n}»=...,-1,0,1,... • 

Tedy Gi = {(<p^)"}„=...,-i,o,i,... J e komutativní normální podgrupa v G a G/Gí je 
rovněž komutativní grupa. Tedy podle [4] (str. 79) je G měřitelná grupa. Nechť pí je 
nějaká míra v G a G = Ax£==A.xC. Je-li card B konečné, je potom fí(A) = 
= 1/card B = 1/card C a tedy card B = card C. Je-li B nekonečná množina, je též C 
nekonečná množina. 
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Резюме 

ЗАМЕЧАНИЕ К ФАКТОРИЗАЦИИ НЕКОМУТАТИВНЫХ ГРУПП 

МИЛАН СЕКАНИНА (Мйап Зекашпа), Брно 

В работе доказывается следующая теорема: 

Пусть группа С содержит свободную подгруппу С± с Ка генераторами. Тогда 
существует такое множество С с: О, что для всех кардинальных чисел т, 
2 ^ т ^ Кя имеется в С подмножество Вт, для которого 

1. С х Вт = С . 2. саге! Вт = т . 

*) Poznamenejme, že obecně G == A x B a d e G neimplikuje A X (dB) = G. Příklad: Nechť G 
je volná grupa s dvěma generátory q> a ip. Nechť A je množina všech mocnin q>, B množina skládající 
se z prázdného slova a všech slov začínajících y> nebo y*1. Zřejmě G = A x B. Pro d = (py, 
(p non e A . (dB). 
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С х Вт =* С означаем факторизацию в смысле Хайоша, это значит, что всякое 
д еС можно выразить точно одним образом как а .Ъ, аеС, ЪеВт. 

Доказательство опирается на одну конструкцию Декера-Грота. 

Summary 

A REMARK ON THE FACTORISATION OF NON-ABELIAN GROUPS 

MILAN SEKANINA, Brno 

In the paper following theorem is proved: 

Let a group G contain a free subgroup G1 with Ka generators. Then there exists 
a set C c. G and, for each cardinal m with 2 g m ^ Ka, a set Bm a G, such that 

1. C x Bm = G ; 2. card Bm = m 

(where C x Bm = G denotes a factorisation ofG in Hajos9 sense, i. e. each g eG can 
be written in just one way as a. b with aeC,b e Bm). 

In the proof a construction due to Dekker-de Groot is used. 
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