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Casopis pro p&stovani matematiky, ro€. 87 (1962), Praha

POZNAMKA K FAKTORISACI NEKOMUTATIVNICH GRUP

MILAN SEKANINA, Brno
(Doslo dne 28. prosince 1960)

V ¢€lanku e dokizina véta: Nechf grupa G obsahuje volnou podgrupu o ¥,
generatorech. Pak existuje mnoZina C < G tak, Ze pro kaZzdé kardin4lni &islo
m, 2 < m = N, existuje mnoZina By, < G takovd, 26 G = C X By, card By,
= m. P¥i tom C X By, znaéi rozklad v Hajésové smyslu.

Necht G je grupa. Necht 4, B, C = G. PiSeme C = A x B, kdy# pro kazdé xe C
existuje pravé jednoae AabeBtak, e x =a.baae A4, beB=a.beC. Dile
poloZime C™!'= {x|x=c¢"%, ceC}, pro deG je dC = {x|x =dc,ceC}
apod.

Pro komutativni grupu G plati G = 4 x B = A4 x C = card B = card C.

Diikaz je proveden v lemmatu 1.2 z [1] jen pro nekoneénou cyklickou grupu, lze
vSak beze zmény pfevést na obecny piipad. V této pozndmce ukaZeme, Ze obdobné
tvrzeni neplati obecné pro nekomutativni grupy.

Véta. Necht G obsahuje volnou podgrupu G o N, generdtorech. Potom existuje
takovd mnoZina C < G, %e pro kaZdé kardindlni &islo m, 2 S m = W, existuje
mnoZina B, = G tak, %e

1.C x B, =G. 2.card B, = m.

Dikaz. PouZjeme konstrukce z &lanku [2], str. 190. Necht ¢y, @5, ..., @,, ...,
Pay> Pags -3 Paps -+ b = @, je mMnoZina generdtorll grupy G,. Zkonstruujeme mno-
Ziny A, Ay, ..., A, ..., A, = G tak, Ze pro kaZdé v e G; udame pfedpis, do které
z té&chto mnoZin v patfi. Pi tom postupujeme indukci podle délky slova v. Je-liv = 1,
pak v € A. Necht uZ pro kaZdy prvek v € G,, jehoZ délka je < n, je fe€eno, do které -
z mnoZin 4, A, ..., A,, ... patfi, a nechf patfi kazdy takovy prvek pravé do jedné
z té€chto mnoZin. Mé&me pak prvek v € G,, jehoZ délka je n + 1.

I. Necht vyjadfeni prvku v (pomoci shora uvedenych generatord) kon&i prvkem ¢,,
tedy v = ug;.

o) Necht k ='1,2,....1.Je-li u € 4, potom v € 4,. 2. Neni-li u € 4, potom v € A.

B) Necht k = a,, t £ ®,. 1. Je-li u € A, potom zvolme v= 1 ave4d, 2. unone
eA=veEA.
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II. Necht vyjadfeni prvku v konéi prvkem ¢ *.

a) Nechtk = 1,2,.... 1. Je-liu € 4;, potom v € A. 2. unon € A, = v € 4,.

B) Nechtk = a,,¢ < w,. 1. Existuje-liv 2 ¢ tak, Ze u € 4,, potom v € 4. 2. V opag-
ném piipadé libovoln€ zvolime v a v € A4,. '

Pong&vadZ vyjadieni pomoci generatort je jednozna&né, patii v € G, pravé do jedné
z mnoZin A4, ..., 4,,....

Necht v je libovoln& ale pevn& zvolené ordinélni &islo, 1 £ v < w,. Potom plati

(1) APy = Ay, ..y Ao, = A,y ..y AP, = Ay U Ayry Uyt < V.

Necht totiZ ¢ < v. Necht u € A. Necht vyjad¥eni u nekonéi ¢, ! Potom ug, € 4,
podle I ), 1: Necht vyjadteni u konéi ¢, ', tedy u = u ¢, *, kde vyjadieni u; ne-
kon&i ¢,. Podle Il o), 1: u, € 4, tedy up, = u, € A,. Odtud Ap, = A4,. Nechf v e 4,.
Necht vyjadfeni v nekon&i ¢,. Potom podle Il ), 1: ve, ! e A. Necht vyjadfeni v
kon&i ¢,. Potom v = v,¢,, kde v, nekon&i ¢, ! a podle L), 1: v; € A. Tedy vo, ' =
=0, € 4. Odtud 4,0, ! = A, tedy 4, c Ap,. Celkem Ao, = A,.

DokéZeme nyni Ap, = A,V 4,,, U ... Nechf u € A. Necht vyjadfeni 4 nekon&i
... Potom podle IB), 1: ug, € A, pro jisté u = v. Necht vyjédfeni u konéi ¢, 1
Potom u = u;¢, ", kde u, nekondi ¢, . Podle II B), 1 existuje u = v tak, Ze u; € 4,,
tedy ug, =u; €A, Proto v obou piipadech A¢p, = 4,V A,;; U .... Necht
veA, U A, V..., tj. ve 4, pro jisté u = v. Necht vyjadfeni v nekonéi na ¢,,.
Potom podle II f), 1 je vo,, ! € A. Necht vyjadieni v konéi na ¢,,. Potom v = v4¢,,,
kde vyjadfeni v, nekondi na ¢ '. Je podle IB),1: v, € 4, tedy vo,' =v,€d a
(4, VA4, L..)p < A, odkud 4,U A, U...c 4p,. Celkem Ao, =
=A, VA, U....

Z rovnic (1) bezprostfedng plyne
Gy =AX {1,05,cc0,@ps e, @} 1< V.
Necht nyni C, znaci systém representantli mnoZiny levych tfid v grup€ G vzhledem
k podgrupé G,. Je
G=(C,.A) % {1,001, 0150003 Py, } -
Polozime C = Cy . 4, B, = {1, ¢y, ..., ¢,, ..., @, }. Je nyni card B, = v + 1 (v zna&i
kardinélni &islo pfislu§né k mnoZin& typu v) a stadi tedy poloZit B,, = B,, kde m =
=y + 1. Tim je v&ta dokédzana.
Disledek. V kaZdé grupé G, kterd obsahuje volnou podgrupu s dvéma generdtory,
existuje mnozina C a mnoZiny B, pro n = 2,3,..., 8, tak, Ze:
1. card B,=n. 2. G=C x B,.
Diikaz plyne z faktu, Ze kazda volné grupa s dvéma generatory obsahuje volnou
podgrupu s N, generatory (viz [3], str. 40).
Zistava nefeSenym problémem, zda v kaZdé nespodetné nekomutativni grupé G
existuji mnoZiny C, D, E takové, ¢ G=C x D =C x E a card D # card E.
K tomuto problému pfipojime nyni dvé poznamky.
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Poznamka 1. Necht'v grupé G existujiC, D, E = G tak,?¢eG = C x D = C xE
a card D = 2 = card E. Potom G neni periodickd grupa.

Dikaz. ProtoZe pro de G plati G = C x D= G = C x (Dd),") miiZeme pied-
pokladat 1 e D, 1€ E. Necht o € D, € E. ProtoZe C x {l,¢} = Gacard E * 2,
je CY = Co, CY + Co a tedy Cp~ ' = C, Cyp~* + C. Odtud plyne indukei C.
(Yo Yy = C,C.(Yo~ )" * Cpro kazdé p¥irozené &islo n. Tedy Yo~ * ma nekonedny
fdd a proto G neni periodickd grupa.

Poznamka 2. Existuji spoletné nekomutativni grupy G, pro néZ plati G =

=Ax B=A x C=>card B = card C. P¥ikladem takové grupy je grupa G vytvofena
dvéma generatory ¢ a ¥ s vytvotujicimi relacemi ¢* = ? = 1. Pro tuto grupu plati
G = {(P¥)}=...-1.01,... Y W@V }a= . -1,01,.... -
Tedy G; = {(@¥)"}n=....~1,0,1,... j&¢ komutativni normalni podgrupa v G a G/G, je
rovn&Z komutativni grupa. Tedy podle [4] (str. 79) je G m&fitelnd grupa. Necht u je
n&akd mira v G a G =4 x B= A x C. Je-li card B konetné, je potom p(4) =
= 1/card B = 1/card C a tedy card B = card C. Je-li B nekonetna mnoZina, je téZ C
nekoneénd mnoZina.
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Pe3roMe

3AMEYAHUE K ®AKTOPU3ALIMY HEKOMYTATHUBHBIX I'PVIIII

MUJIAH CEKAHHMHA (Milan Sekanina), Bpro

B pabore mokasbiBaeTcs CleAyIoNias Teopema:

IIycmp 2pynna G codepxcum c80boOHyio nodzpynny Gy ¢ N, zenepamopamu. Tozda
cywecmeyem makoe muoxcecmeo C < G, umo 044 6cex KapOuHAAbHbIX Yucea M,
2 £ m £ N, umeemcs 8 G nodmHoxcecmgo B, 0151 komopozo

1.CxB,=G. 2 card B, = m.

1) Poznamenejme, 2e obecné G = A X Bad € G neimplikuje 4 X (dB) = G. Pfiklad: Necht G
je volna grupa s dvéma generatory @ ay. Necht 4 je mnoZina vSech mocnin ¢, B mnoZina skladajici
se z prdzdného slova a vSech slov zadinajicich v nebo tp"l. Zfejm& G = A X B. Pro d = v,
@non € A.(dB).
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C x B,, = G o3nauaem gaxmopusayuro é cmuicae Xaiiowa, 5mo 3Hayum, umo 8CAKoe
g € G MoxcHO 8bIpa3UMb MOUHO 00HUM obpazom Kax a . b, ae C, b € By,

Hoxa3aTesbCTBO ONMHpacTCs Ha OOHY KOHCTpykmuio Hekepa-I'pota.

Summary
A REMARK ON THE FACTORISATION OF NON-ABELIAN GROUPS

MILAN SEKANINA, Brno

In the paper following theorem is proved:

Let a group G contain a free subgroup G, with X, generators. Then there exists
a set C < G and, for each cardinalm with2 < m £ N, a set By, = G, such that

1.CxB,=G; 2 cardB,=m

(where C X B,, = G denotes a factorisation of G in Hajos’ sense, i. e. each g € G can
be written in just one way as a. b with a€ C, b € By,).

In the proof a construction due to Dekker-de Groot is used.
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