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Casopis pro p&stovéni matematiky, ro€. 87 (1962), Praha

O JEDNE ITERACNI METODE RESENI SOUSTAV
NELINEARNI{CH ROVNIC, II

MirosLAv SISLER, Praha
(Doslo dne 7. listopadu 1960)

V této druhé &dsti Elanku jsou zkoumdny nékteré daldi vlastnosti iteraéni
metody definované v prvé &dsti. Metoda je aplikovdna pfi numerickém fe§eni
dvou soustav nelinedrnich rovnic.*)

v
Nyni odvodime nékteré dal$i postacitelné podminky pro konvergenci iteraénich
metod definovanych vztahy (22), (22') a (37), (37") z [6].
Lemma 8. Z (22) a (22') plyne

(39) a) Xypp — X, = A(X‘,) (xv - xv-—l) - B(X\,) (F(P\v-l.}’ see Pv-—l.n) -
— F(x,)) (x, = x,-1) = B(x,) (B™(x,) = B7!(x,_,)).
. (xv - xv—l) - B(xv) Z(Pv—l,l’ L] Pv—l.n) (xv - wil)a
kde

Prosn =S — (1= &i ) Xomys 0<é,yp<1, k=12..,n;
(40) b) x,4pq — x, = A(X,) ... A(X, 1) (Xps1 — X,) —
_W%IA(XV) e A1) BOC) (F(Pi—tts oo Pieta) —
— F(x)) (x; = x;-y) =
- 3 A i) Bx) (B(x) -
— B (x;-y)) (% ~ x;y) —
._mfilA(xv) o A1) BOXY) Z(Pro 115 oo Prcy ) (X1 = Xio1) s
kde

Pioip = Cioppx— (1 = Eicip) Xi—y, 0 < Sicgp <1, k=12,..,n,
V> pu.

*) Prvni &st &lanku viz [6].
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Dikaz. a)Podle vty o pfiristku funkce plati

z(xv) = z(xv—l) + F(Pv-'l,l’ AR Pv—~1,n) (xv - xv—l) +
+ Z(Pv-l,l’ (R Pv—l,n (xv - xv—l) >
kde
Poorx=C&gaX — (L =&)Xy, O0<&_ <1, k=12,...n.
Z (22") dostaneme tedy postupng
Xypy — Xy, =— B(xv) Z(Xv) =
= B(xv) (z(xv-l) + F(Pv-l,l’ snes Pv—l,n) (xv - xv-—l) +
+ Z(Py—1,15 s Po-1.0) (X — X,y—q)) = B(x,) B7Y(x,_) (X, — x,_4) —
- B(Xv) F(Pv—l,l: cons Py 1,n ( - X,_ 1) -
- B(Xv) Z(Pv—l,l’ LERE) Pv l,n) (X v—l) =
— B(x) B (xy) (%, — %-1) = B(x) FOx,)(x, — x,_) —
- B(xv) (F(Pv-l,l’ (] Pv—l,n) - F(xv)) (xv - xv—l) -
- B(xv) Z(Pv-l,l’ s Pv—l,n) (xv - xv—l) =
= A(Xv) (Xv - xV"l) - B(Xv) (F(Pv—l,l’ R Pv—l,n) - F(Xv)) (xv - X,- 1) -
— B(x) (B~ (x) = B(x0-1)) (x, = %y )
- B(xv) Z(Pv—l,l’ ce Pv—l,n) (xv - xv—l) s
co je (39).
b) Plati

(27) B(x;) y(x;) = B(x;) F(x;) x; — B(x;) z(x;) = x; — A(x;) x; — B(x;) z(x,).
Podle tvrzeni a) tohoto lemmatu dostaneme
- B(xi) 2(x) = xipy = X = AQq) (X = X;_1) = B(x)) (F(Pio1,15 s Pi-1.0) —
— F(x;)) (x; = x;-1) — B(x;) (B™(x;) — B™*(x;_)) (x; — X;—1) —

— B(x) Z(pi—y 15 - Pic1n) (X — X;—y),
kde

Picix = CimgpX;i — (1 - fi—l,k) Xy, 0<& <1, k=1,2,..,n.
Z (22) plyne zfejm& pro v > u

X, = Ax,) .. A(xu+1) ut+1 + Z A(x) A(xi+1) B(xi)y(xi) =

= A A ) e + 3 A A1) (6 = Alx) x; — Blx;)2(x;)) =

= A(x;) ... A(X,41) X, 11 +.#§+ ACK) - Alxias) X = -; Alx,)... A(x) x; —
- Z A(x,) .. Alxi) B(x)) 2(x) =i=§+ ACK) - M)

- %;‘(x ) - Alx) x; 1:% A(x,) - A(xers) B(x) 2(x) =

=i=§+1"(x) A1) X; —i AG) - M) Xiy



- VZ A(x,)... A(x;.1) B(x;) 2(x;) = x, + Z A(x)...A(xiH)(xi-—xiH) -

- "Z+ A(x,)... A(x;.,) B(x;) z(x,) .
Odtud
X,i1 — X, -—-._‘;r A(x,) ... A(Xpq) (X — Xppq) +
+; ; A(x,) ... A(X;1,) [A(xi) (x; — x;_y) —

B(x) (F(Pi= 1,15 -+ s Pic1,m) — F(x2)) (x; = x;-4) — B(x;) (B™*(x;) —
B~ (x;-4)) (% = x;—1) — B(x;) Z(p;- L1 oo Pic1n) (X — X)) =

w5 A ) (e = x) 3 AR ) (= 7o) -
—i_,; A(x,) ... A4 1) B(x)) (F(Pi- 1,15 --os Pim1,n) —

( ) (i = xi-y) = Z A(X) - A(x;41) B(x;) (B™(x;) —
THx-1)) (6 — x»-1) -
_i=§+1A(XV) oo A(x,y) B(x)) Z(piog,1 e Pimr ) (6 — X;i_y).

Odtud jiZ vyplyva (40), nebot

v—=1 . v
- Z+1A(xv) e A(Xp ) (Xieq — X)) + Z+1A(XV) v AX) (X — xpoy) =
i=p 1= :
=A(x,)... A(x,1q) (X041 — X,).
Lemma 9. Bud U(y) unitdrni matice, | B(x,)| < b. Potom plati

(41) a) “xv+1 - xv[[ § "BHU—l(Y) A(xv) U(Y)ﬂ "xv - X —1“ +
+ nzb“F(Pv-—l,b teey Pv—l,n) - F(xv)“ ”xv - xv-—l” +
+ nzb[[B_l(xv) - B—l(xv—l)” ”xv - xv-—l” +
+ nzb”z(Pv—l,l’ cee Pv-l,n)” ”xv - xv—l” >

kde
Porx=Crao— (L =& 1) Xy, O0<&_q,<1l, k=1,2,..,n;
(1) B) Ixes — %0 S #21U7H(0) AGE) oon A1) UMD Iy = %l +
0% T JU0) ACx) - Alxie) UL TRPi-s10 - Pis.) = FSDT
b= el
0% 3 [UTH0) Ak) Al ) U 18740x) = Bl = xical +

+ nb i U~ 1()’) A(Xv) A(xi+1) U(Y)” ”Z(Pi—-l,la oo Pi—-l,n)” ll2¢; — x4l

i=p+1
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" kde
Picis=Cicawa— (1 — Ei—!,k) Xi_3, 0<&44<1, k=1,2,..,n,
v>pu.
Diikaz. Postupujeme stejng jako u lemmatu 7.

Véta 3. Bud x, bod a p kladné &islo. Pro kaZdé x e K[x,, 2u], u € K[xo, 2], necht
je det F(x) % 0, P(x) positivné definitni-symetrickd matice, |B(x)| < b a nechf

{Fif¥) = Fi(u)] < My, [By(x) = Byy(u)| < M2,') l.;f wi(X) fi(x)| £ M5 pro
kazdé i =1,2,..,n, j=12,...,n. Potom existuji &isla A, K,q, 0 <A< p,
0 < K, 0 < g < 1 a unitdrni matice U(x) tak, %e pro libovolné body y € K[xq, 21],
x; € K[xg, 24], 1 = 1, 2, ..., v(v je libovoIné pfirozené &islo) plati nerovnost [[U™*(y).
. A(x,) A(x,) ... A(x,) U(y)ll < Kq. Plati-li pro pFirozené &islo v, nerovnost

P = n’Kg™ + bn® (1 + Iﬁ—) My +M, + M;) < %

a je-li

dO é mm( A H : A — s
2Avo + 1) 2(ve + 1) ("®Kq + bn*(My + M, + M)~ !
potom pos'lbi;pvﬁ‘ost {%}f;o definovand vztahy (22), (22") konverguje k jistému bodu

a e K[x,, 2%], jeZ je pak jedinym Fesenim soustavy (1) v K[x,, 21]. Pro chybu plati
ndsledujici odhady: ' o

@) @) .S [n3kq'° i bn (1 + 15-‘1—) (M, + Ma)]é,,
: =4/ .
kde
5,"=‘ max 5,-, k=1,2,...;

i=(k—1)vg,..,kvo—1

. . k
) b b < [n"Kq‘m + bn' ( 1+ -IK—‘1> (M, + M3)] 5.

kde
O = max d;, k=1,2,....

. i=0,1,...,v9—1
Diikaz. PoZadovana &isla 4, K, q a matice U(x) existuji podle lemmatu 5.
I. Nejprve dokaZeme indukci, Ze x; € K[x,, 4] a
' 2

di_ <
"= 2vy + 1) (n°Kq + bn*(M, + M, + My))y°~?

pro i=1,2,...,v.

10y B, f(x) pfitom znadi prvek matice B~ Y(x) = P(x) — Q(x) stojici v k-tém F4dku a j-tém
sloupci. Je-li F(x) = P(x) — Q(x) — Q’(x) matice typu uvedeného v poznimce 5, je zfejmé
Mz = Ml'
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ProtoZe je

) A
dy £ min , ’
°= (2(vo + 1) 2 + 1) (n*Kg + bn*(My + M, + Ms))”°'1>

je

dy = |x —x]l<—-——)f———<é Gli x, e K[x,, 1]

0 1 0:2(v0+1)=2: 1 05‘.
Jelikoz x; € K[xo, 1] a tedy i po € K[Xo, 4], k = 1,2, ..., n, plati podle lemma 9
(45) Ix; — x|l £ (n®Kq + bn*(M -+ M, + M3)) lIx; — x,l

ProtoZe plati

A
dO é ' —1°
2(vo + 1) (n®Kq + bn*(M, + M, + M,))"

plyne z minulé nerovnosti, Ze

A
x2 — x4l = 3 s — -
2(ve + 1) (n®°Kq + bn* (M, + M, + M,))®

Je-li tedy n3Kg + bn2 (M, + M, + M3) = 1, je [x, — x| £ (4/2(v + 1)), takze
+ = Z
v+ 1) 2o +1) wvo+1 2

Je tédy x, € K[xo, 4]. Je-li n*Kq + bn* (M, + M, + M;) < 1, plati podle (45)
X, — x4 < |3 — %ol a tedy

. N R |
1xs = Xoll < x5 — X5 + |35 ~ Xo| £ —2 A

IIA

A

X, = %ol = [1x5 — x4l + [1x3 — X[l < 2dg <
. Vo + 1

IIA
0>

Také v tomto piipad® je x, € K[x,, 1].
Predpokladejme nyni, Ze jsme jiz dokézali, Ze x; € K[x,, 1], a Ze plati

(46) diy < A _
2(vo + 1) (n®°Kq + bn*(M, + M, + M3))*™*

pro i =1,2,..,vo — 1. Potom je p;_y,eK[xp, 4], i=1,2,...,vo—1, k=
=1,2,...,nazlemma 9 plyne nerovnost

(47) X010 — x5l = (”3K‘1 + bn*(My + M, + Ms)) 1%, — x|,
i=1,2,..,vg—1.

Z nerovnosti (46) a (47) (ve kterych poloZime i = v, — 1) dostaneme

1%,y = Xyt < A

2vo + 1) (n°Kq + bn® (M, + M, + M3))

vo
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Je-li tedy nynf n3Kq + bn®(M; + M, + M) 21, je [|x,, — X1l = 4/2(vo + 1),
takZe
1%y, = Xoll < 1%y = Xyoogll + [Xpg—1 = Xup2ll + ..o + %1 = X0l =
i vo A _A

< v = - <.
200 +1) wo+12 2

Je tedy x,, € K[x, A]. Je-li n°Kq + bn* (M, + M, + Ms) < 1, plati podle (47)

1%y, = Xyom1ll < IXo—1 = Xyo—all < [ Xyg—2 = Xyp-all < ... < x, — x| <
A < [lx; — xoll
a tedy
1%, = Xoll £ 1%y, = Xyomnll + [Xygmg — Xyooall + o0 + X2 — X4l +
+ llx; — X0l < vo — </_1.
20vo +1) 2

Také v tomto pfipadé je x,, € K[x,, 1]. Tim je diikaz proveden.
II. Nyni dokaZeme tiplnou indukci, Ze x, € K[xg, 21], v = vo + 1.

ProtoZe x; € K[xo, 1], i = 1, 2, ..., v,, plati podle lemma 9

vo—1

1Xy+1 — Xyoll [n3Kq"° + bn® (1 + Y Kq“°"‘> (M, + M, + M3):| d, < Pd,,,
i=1
kde d,, = max d; Je viak

A
%041 — Xoll = X041 — X/l + Xy, — X0/l < Pd,, +5 <4,

nebot P < 1 a d,, < 4, takZe x, ., € K[xo, 21].

Pfedpokladejme nyni, Ze X, .y, X, 42, ---, X, € K[X,, 24]. Podle lemma 9 zfejmé
nyni plati postupné

”xv+1 - v" é Pdlx > kde dll = max dl- ,
i=v-1,...,v—vgo
dh é I)d'2 > kde 'dlz = max di N
i=li—1, ..., I1~vo

d, £ Pd,,, kde d, bylo vySe definovano .

Je tedy
1,60 — x| £ P4, < P2d12 ...=Pd < P, .

Snadno se pfitom zjisti, Ze je-li kvo < v < (k + 1)v, — 1, pak s + 1 2 k a tedy
1,41 — x,| £ P*'d_ < P*d,. Odtud plyne
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A

Hxv+1 - xO” = ||xv+l - xv” + ”xv - xv—l” + ...+ ||xvo+1 - xvo” + ”xvo - xo" é

A
< voP*d,, + voP*"1d,, + ... + voPd,, + 5=

. pk
= Vody(P 4+ P 4+ P 4 E < vgd, TUTF) A
2. 1-P 2
<v0d,,,+%<vo____)“ + =
2 2vo + 1) 2

Je tedy x,., e K[x,, 24]. Nage tvrzeni je tedy dok4dzano.

II. O posloupnosti {x,}., nyni dokdZeme, Ze je cauchyovski. Zvolme &islo
& > 0 a pfirozené &islo k, pro které 2v,d,,P* < e. Doké&Zeme, Ze pro libovolna &isla v,
4, pro kterd plati v = kvo, u = kv, plati |x, — x,| <& Bud g > v a I, r budte
pfirozend &isla, pro kterd vy S v=(I+ D)vo— 1, my=Sp<(r+ 1)vy — 1.
Potom plati

"xu - xv" é "xy - xn—l“ + ”xu-l - u—2” + ...+ ”xv+l - xv"
S voPd, + voP 7Y, + ... + P, = ved, P (1 + P+ ...+ P
< 2vyd,P' < 2vyd, P < .

=
<

Posloupnost {x,};2, je tedy cauchyovskd a v disledku uzavienosti a omezenosti
mnoZiny K[x,, 24] konvergentni. Je tedy lim x, = a, kde a € K[x,, 21].

IV. Nyni dokaZeme, Ze bod a je feSenim soustavy (1). Podle (22”) plati
Z(Xv) = B_l(xv) (xv+1 - xv) s
takZe
Iz(x) £ Malix,4q — X, -
Je tedy |z(a)| = lim ||z(x,)| = O v dasledku spojitosti funkci Fy(x). Soustava

linedrnich rovnic F,(x) =0, ..., F,(x) = 0 ma pak pouze trivialni feSeni f,(a) =
= f,(a) = ... = f,(a) = 0, nebot

0 = det F(a) = det (Fi(a) F,(a)) = (det F,(a))?,
kde F;(a) je matice soustavy Fi(x) = 0, k = 1,..., n.

V. Odhady pro chybu se odvodi podobné jako obdobné odhady v Gasti II. ditkazu
véty 2.

VI. DokéaZeme koneéng, Ze bod a je jediné feseni v K[ x,, 24]. Kdyby a’ % a bylo
takové TeSeni, platilo by zfejmé 6, = ||x,,, — @’| < P*);, a tedy vybrané posloup-
nost {X,,}x=; by konvergovala k @', coZ je spor. Tim je véta 3 tpln& dokazana.

Pro iteraéni metodu definovanou vztahy (37), (37') dostaneme stejnou tuvahou,
jakou jsme odvodili vétu 2’, vétu 3’ obdobnou vét& 3.

87




Véta 3'. Bud x, bod a p kladné &islo. Pro kazdé x € K[x,, 2u],.u € K[x,, 2u] necht
Jjsou matice ¥(x) a S(x) positivné definitni, S(x) symetrickd, || B(x)| < b '')a nechr
|ori(%) — ve(W)] £ My, |ugy(x) — wj(u)| £ M, ') pro kazdé k=1,..,n, j=
=1, ..., n.*3) Potom existuji ¢isla A, K, q,0 < A < p,0 <K, 0 < g < 1 a unitdrni
matice U(x) tak, Ze pro libovolné body y € K[x,, 21], x; € K[xo,24], i = 1,2, ...,
(v je libovolné pfirozené &islo) plati nerovnost |U~*(y) A(x,) A(x;) ... A(x,) U(y)ll <
< Kq". Plati-li pro prirozené Cislo v, nerovnost

< :
R =n’Kg™ + bn5<1 ti oo ! )(M1 +M2)<%
q

a je-li

A A
dy £ min R s
0= (2(v0 + 1) 2(vo + 1) (n*Kg + bn*(M, + MZ)“°‘1>

potom posloupnost {x,}5°, definovand vztahy (38), (38') konverguje k jistému bodu
a e K[x,, 21], jenz je pak jedinym FeSenim soustavy (36) v K[xo, 2,1] Pro chybu plati
ndsledujici odhady:

a) O < [ n*Kqg”™ + bn°M, <1 + qu )] o,
-4
kde
'5l= max 5i= k=1,2,;

i=(k—1)vp,..-,kvo~1

b) Gp, < I: n3Kq"™ + bn5M1 )]( .

kde
op= max §;, k=12,....

Numerickou t&innost metod definovanych vztahy (2), (2') a (22), (22°) si nyni uka-
Zeme na dvou numerickych pfikladech.

Piiklad 1. Metodu definovanou vztahy (2) a (2') budeme aplikovat na feSeni
soustavy
P~2xy+2=0, xy*-2y=0,

jejimZ pfesnym feSenim jsou hodnoty x = i/z = 1,2599210, y = i/ 4 = 1,587 4011.
(Viz téz [5].)

1y B(x) = (S(x) — T()) 1.
) #/(x) znadi prvek v k-tem fadku a j-tém sloupci matice B~ 1(x) = S(x) — T(x).
13y Sta¥i predpokladat, e ]vk () — vy J(u)] = M, pro k = j, nebot matice V(x) je symetrickd.
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Jako podatetni aproximaci zvolme (xo, yo) = (1,3; 1,6). Vzhledem k pozndmce 1
Ize psat
Xy+1 = Xy +

L[ (3% = 21) (2 — 2%, + 2) — 3t — )],

T Gx oy
- 1

4x? + (2x,y, — 2)* ‘

+ 2x,(x3 = 2%y, + 2) — (2x,3, — 2) (x07 — 20)].

Yv+1 = Yy [(— 2xv(3x3 - 2yv) + y\zy(zxvyv - 2)) (xv — Xy+ 1) +

Dospivame k této tabulce hodnot:

TABULKA 1

v X, Yy 0, d,
l
0 1,3 1,6 0,040 0790 0,039 4876 f
1 1,260 5124 1,565 8218 0,021 5793 0,021 5714 |
2 1,261 6968 1,587 3932 0,001 7758 0,001 7727 ‘
3 1,259 9241 1,587 3978 0,000 0033 0,000 0039 |
4 1,259 9202 1,587 4011 0,000 0008 *

Vezm&me si nyni napf. bod x5 = (1,259 9241; 1,587 3978) a 1 = 0,000 005 2 apli-
kujme vé&tu 1. V K[ x5, 24] je pak M, =0,000 7357, M, =0,000 2696, m = 8,869 0512,
411 =0, g4, = 0,117 2089, g,, = 0,100 4463, q,, = 0. Je tedy R = 0,117 4356,
takZe (d3)/(1 — R) = 0,000 0044 < 0,000 005 = 4, &mZ jsou pfedpoklady vty 1
splnény. Pro v = 3 plati tedy

Oy41 < 0,117 43564,

a fedeni leZi v K[ x5, 24], tj. v intervalu

1,259 9191 < x < 1,2599291, 1,5873928 < y < 1,5874028.

Pt¥iklad 2. UvaZujme soustavu
fi(x) =3x =2y +22 =10 =0, fy(x)=2xy — 2> —15=0,
fa(x) =xz2 +3y —10 =0,
jejiz presnym feSenim jsou hodnoty x = 4, y = 2, z = 1. Jako poCéteCni aproximaci
zvolme (Xo, Yo» Zo) = (3,9; 2,1; 1,1). K vypodtu daliich aproximaci pouZijeme formuli
(22), (22'), kde klademe podobn& jako v piiklads 1 P(x) = D(x), Q(x) = H(x), takze
mi¥eme opét postupovat podle poznimky 1. (Pfedpoklady véty 1 nejsou pro tuto
soustavu z¥ejmé splnény, nebof v okoli bodu (xo, Yo, Zo) j& 411 + 412 > 1.) Aproxi-
mace (X,+15 Yy +1, Zy+1) Politame tedy pomoci vzorci
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1

[" 3f1(xv) - 2yvf2(xv) - 23f3(xv)] >

x,,+1 = x‘, +

Fll(xv)

Vot1 = Yy + —— [FZI(xv) (xv -~ xv+l) + 2f1(xv) - 2xvf2(xv) - 3f3(xv)] s
FZZ(XV)

Zy+1 = Zy + "—'L“’ [F31(Xv) (Xv - xv+1) + Fsz(xv) (,Vv - J’v+1) - 2f1(xv) +
F33(xv)

+ zzva(xv) - 22‘,va3(xv)] )
kde

Fii(x) =9 + 4y2 + 2%, Fy(x,) = 13 + 4x2, Fis(x,) = 4 + 4z} + 4z2x2,
FZl(xv) =- 6 + 4xvyv + 323 » F31(xv) = 6 - 4yvzv + 323% b}
FSZ(XV) =—4+ 2xvzv .

Takto vypod&tené aproximace jsou sestaveny v nasledujici tabulce:

TABULKA 2
» xv yv zv 6,

} 0 3,9 2,1 1,1 0,100 000
| 3,862 746 2,047 849 1,011 904 0,137 254
) 3,944 111 2,019 929 1,003 596 0,055 889
3 3,976 980 2,008 404 1,001 468 0,023 020
g 3,990 294 2,003 566 1,000 614 0,009 706
f 5 3,995 882 2,001 517 1,000 259 0,004 118
I 6 3,998 248 2,000 646 1,000 110 0,001 752
T 3,999 254 2,000 275 1,000 047 0,000 746
|

DODATEK PRI KOREKTURE

Dodate¢ng bylo zjist&no, e v dikazu lemmatu 5 (Zast I, Casopis pro pést.
mat 86 (1961), str. 449 —450) je chyba. Definujeme-li pro matici A normu vyrazem
[Al = max 3 |a;l, lze viak dokézat misto lemmatu 5 toto lemma:

i=1,...,n j=1

Lemma. Bud z néjaky bod, u kladné é&islo. Pro kazdé x € K [z, u] bud det F(x) =+
+ 0, matice P(x) bud symetrickd, positivné definitni. Potom existuji &isla K, q, 2,
0<K,0<gq<1,0<A1Z ptak, Ze pro libovolné prirozené &islo v plati nerovnost

IA(x,) A(x,) ... A(x,)| < Kq",
kde x;e K[z, 1], i = 1,2,..., v, jsou libovolné redlné vektory.

Dikaz. Stejné jako na pocatku dikazu lemmatu 5 se dokaZe, Ze pro vlastni
dsla 24{x) matice A(x) plati v K[z, u] nerovnosti [A(x)] <1, i=1,...,n, a tedy
12{z)l < 1,i=1,..., n. Existuje tedy norma (ozna¢me ji indexem 1) tak, %e | A(z), <
<q<1lagislo0 <1<y, Zepro x e K[z, 4] je téZ |A(x)|l; < g < 1. Dale existuje
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konstanta K, Ze pro libovolnou matici X plati nerovnost | X|| £ K| X|;. Budte nyni
x;eK[z, 2], i=1,2,..., v, kde v je n&aké pFirozené &islo. Potom plati
|1 A(xy) A(xl) - Alx,)Il £ KIIA(x,) A(x) ... Alx)ly =
< KJA(x)]; |AG)I - [Ax)]: < Kg -
Tim je lemma dokazano.
Vzhledem k tomuto lemmatu a vySe uvedené definici normy se pfislu§né odhady
ve vétach 2, 2', 3, 3’ velmi zlepsi. Hlavni vysledek prace, tj. véta 3, zni pak takto:

Véta 3. Bud x, bod a p kladné Cislo. Pro kaZdé x e K[x,, 2u], u e K[x,, 2u]
necht je det F(x) # 0, P(x) positivné definitni symetrické matice, |B(x)| < b necht

'Fki(x) - ij(")l =M, |Bkj(x) - Bkj(u)l = M, l_;:lfi:kj(x)fi(x)l < M; pro kazdé

i=1,2,..,n j=1,2,...,n. Potom existuji &isla 1, K,q, 0 <1 < pu, 0<K,
0 < g < 1 tak, Ze pro libovolné body x; e K[xo,24], i = 1,2, ..., v (v je libovolné
pFirozené &islo) plati nerovnost | A(xy) A(x,) ... A(x,)| £ Kq". Plati-li pro pFirozené
éislo vy nerovnosti

P=Kq”°+bn<1 +—1—I~<g—)(M1+M2+M3)<-;—,

)
aje-li d, < min " >
J 0= (2(v0 + 1) 2(vo + 1) (Kq + bn(My + M, + Mg))y*™?

@

potom posloupnost {x,}:>, definovand vztahy (22), (22') konverguje k jistému bodu
a e K[x,, 24], jez je pak jedinym Fesenim soustavy (1) v K[xo, 24]. Pro chybu plati
ndsledujici odhady: )

K _
(48) By < [qu + bn (1 + 1——‘1;) (M, + M) |5,
kde 6, = max 6;, k=12,..;
i=(k—1)vo, ..., kvo—1 -
(49) Oyg S [vao + bn (1 + %) (M; + M3) | 4,,.
kde 0, = max §;, k=1,2,....
i=0,...,vo—1

Obdobn4 situace je i u ostatnich vét.
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Pe3woMme

OB OJHOM UTEPAIITMOHHOM METOJE PEIIEHWA CUCTEM
HEJIWHEWHBIX VPABHEHUMH, Il

MUPOCJIAB IIMCJIEP (Miroslav Sisler), Ipara

B oT0ii BTOpO# 9acTH paboTHI HCCIIE AYIOTCS HalbHEHIINE CBOMCTBA HTEPA LIHOHHOIO
METOHa, ONPENeNICHHOr0 B IEpBOM JaCTH paboTHl O ciiydas OOIIEero pa3JiioxKeHAS

Matpuus! F(x) = P(x) — Q(x) — Q'(x).

I'naBaeM PEIYIBTATOM SABJAECTCA CIEAYIOLIAass Teopema:

Teopema 3. ITycmb X, — mouka u (I — NOAOAHCUMEAbHOE HUCAO. [AA Arobbix
x € K[xq, 21], u € K[x,, 2u] nycmps det F(x) =+ 0, P(x) — noaoscumenvro onpedenennas
cummempuueckan mampuya, |B(x)| < b, u nycmy |Fj(x) — F(u)] < My, |By;(x) —
- Bkj(u)l < M, (Byf(x) ssasemca saemenmom mampuys: B™'(x) = P(x) — Q(x)),

n
IZfi,kj(x)f,-(x)] =< M; oaakancoozo i = 1,2,.,n,j=1,2,...,n Tozda cywyecmsy-
i=1

tom uucaa A K, q,0< i =pu 0<K, 0<g<1mak, umo 012 aw0bvix mouex
x;eK[xg,21), i =1,2,...,v (v — npouzsoavHoe HamypasHoe YUCAO) UMEEIN MECO
HepaseHcmeo '

AGxs) AGcs) ... A(x)] < Ka'.
Ecau 01 1106020 HamypaavbHO20 wUCAA Vo CNPABEOIUBA HepABEHCMEA

P=Kq”°+bn<1+—ng—)(M1+M2+M3)<%,

do < min ( “ , - A _1) 5
200 + 1) 2(vo + 1) (Kq + bn(M; + M, + M3))*

mo nocaedosamenvhocmy (X}, onpedeserHas npu nomowu omnowenuii (22),
(22'), cxooumca k uszeecmuoii mouxe ae K[x,, 211, xomopasa sessemca mozoa
COUHCIMBEHHBIM peuleHuem Cucmembl (1) ¢ Klxo, 21]. [dra nozpewrocmu raiidensr
oyeriku (48), (49).

JIJ1s aHaIOTHYHOT O UTEPAIMOHHOIO METONA JUISl BBIMHCIICHUS 3KCTPEMYMOB (yHK-
UMt n HeHCTBHTENbHBIX IIEPEMEHHBIX BBIBEJEHA TeOopeMa, aHaJIOTHYHAs TeopeMe
3 (Teopema 3°).

B mocnemwem ab3ame pabGoThl moxazaHa BHIMMCIHTENbHAS 3()(OEKTHBHOCTH Me-
TOOa Ha HBYX YHCICHHBIX mpmMepax. CKOpOCTh CXOOMMOCTH B 0boux ciydasx
oueBnmHA w3 Tabnmn. Ins CpaBHEHHMS CKOPOCTH CXONWMOCTH HCCIIEIOBAHHOTO
meToma ¢ MetonoM HpioToHa BbIOHpaeTcs mpuMep 1 TakuMm Xe oOpasoM, Kak
B pabore [5].
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Zusammenfassung

UBER EIN ITERATIONSVERFAHREN FUR DIE LOSUNG
DER SYSTEME NICHTLINEARER GLEICHUNGEN, II

MIROSLAV SISLER, Praha

In diesem zweiten Teil der Arbeit sind weitere Eigenschaften des im ersten Teil
dieser Arbeit definierten Iterationsverfahrens fiir den Fall der allgemeinen Zerlegung
der Matrix F(x) = P(x) — Q(x) — Q'(x) bewiesen.

Das Hauptergebnis ist der folgende Satz:

Satz 3. Sei x, ein Punkt und p eine positive Zahl. Fiir jeden x e K[x,, 2u] und
Jjeden u e K[ x,, 2ut] seien: det F(x) # 0, die Matrix P(x) symmetrisch, positiv definit,
[ B(x)| < b und |Fyj(x) — Fy(u)] £ My, |Byy(x) — Byy(u)| < M,, (By(x) ist ein Ele-
ment der Matrix B™*(x) = P(x) — Q(x)), |Y. £ . /(X) f{X)| £ M, fiir jedes i = 1,2, ...,

i=1

n,j: = 1,2, ..., n. Dann existieren die Zahlen 2,K,q,0 <A< pu, 0<K, 0 < g<l1
derart, dass fiir beliebige Punkte x;e K[xo,21],i=1,2,...,v (v ist eine belie-
bige natiirliche Zahl) die Ungleichung

[A(x,) A(x,) ... A(x,)| < Kgq°

gil’t;. Falls fiir eine natiirliche Zahl v, die Ungleichungen

P=Kq”°+bn(1 +1—Ig—)(M,l+M2 +M3)<%,
-q

dy < min( , »
2000 + 1) 2(vo + 1) (Kq + bn(My + M, + Mj))o~?

gelten, dann konvergiert die durch Beziehungen (22), (22') definierte Folge {x,},
zu einem Punkt a e K[x,, 24], und der Punkt a ist dann die einzige Losung des
Systems (1) in K[xo, 2A]. Dabei gelten die Fehlerabschdtzungen (48), (49).

Fiir das analoge Iterationsverfahren fiir die Berechnung der Extremen der Funktio-
nen von n reellen Verinderlichen, die im Absatz III durch Beziehungen (37) und (37")

" definiert sind, ist ein mit dem Satz 3 analoge Satz abgeleitet (Satz 3').

Im letzten Absatz der Arbeit ist die numerische Wirksamkeit des Verfahrens an
zweil Beispielen gezeigt. Die Geschwindigkeit der Konvergenz in beiden Beispielen ist
aus den Tabellen offenbar. Fiir den Vergleich der Geschwindigkeit der Konvergenz
unseres Verfahrens mit dem Newtonschen Iterationsverfahren wurde dasselbe Bei-
spiel wie in der Arbeit [5] gewahlt (Beispiel 1).
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