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K VYKLADU TEORIE PROSTORU S KONEX{

Avrors Svec, Praha
(Doslo 16. Cervna 1960)

V préci je ukdzano, Ze studium variet v prostoru s konexi je ekvivalentni
s jistou Casti studia variet v odpovidajicim rovném prostoru.

1. Vsechny nasledujici ivahy je moZno provést pro prostor s libovolnou konexi,
abychom v8ak méli konkrétni pfiklad, budeme pracovat s prostorem s afinni konexi;
étenar si vysledky snadno pretransformuje na pfipad projektivni, euklidovské nebo
jiné konexe.

Definujme nejprve celkem obvyklym zplisobem n-rozmérny prostor s afinni konext
o,: Bud déna n-rozm&rné oblast Q, parametri (§) = (&%) = (£, ..., &), kazdému
bodu (¢) € Q, bud pfifazen lokélni centroafinni prostor 4,(¢) s centrem M(£), jez mohu
pfimo ztotoZnit s bodem (&); v kaZdém lokalnim prostoru 4,(¢) bud dale.zvolena
lokélni base {M(¢&); 1,(¢), ..., I,(£)}. BudiZ dale d4na soustava formalnich rovnic
(2) VM = aIzz H VIm = mgIﬁ s
kde

o =T§&)de?, wf =I7,(8)de;
w?, »? jsou libovolné Pfaffovy formy, spliujici podminku, Ze formy w?, ..., " jsou
linearn& nezavislé ¢&ili ’ :
(3) [o'...@"] %0..
Geometrie prostoru &7, je dana soustavou afinit mezi jednotlivymi lok&lnimi prostory, .-
pfifazenych obloukdm, spojujicim centra uvaZovanych lokalnich ‘prostord. Tyto

afinity se konstruuji na zaklad& rovnic (2). Bud tedy dan oblouk y parametrickymi
rovnicemi

(4) =81, 'ttt

a nechf spojuje body (*&%) = (&%(*1)) a (2€%) = (&%(*1)); sestrojim jistou afinitu A, mezi
lokélnimi prostory 4,(*¢), 4,(*&). Pomoci formalnich rovnic (2) mohu sestaviti sou-
stavu obyéejnych diferencidlnich rovnic

© R COE
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a hledat jeji feSeni

©) N =N, Jo= )
v prostoru A4,(*¢), ur&ené potatetnimi podminkami
(7) Nt =M(*8), J(1) =19,

kde {M(*&);14(*¢), ..., I,('€)} je pfedem zvolena base lokélniho prostoru A,(*¢).
Afinita A?: 4,(*¢) — A,(*¢) ptifazuje potom bodu

X = N(*t) + x* J(*1)
prostoru A4,(1¢) bod
X' = M(?¢) + x* (%)
prostoru 4,(?¢). :

Rozvinutim y* oblouku y (4) do lokélniho prostoru 4,(¢) rozumim pak oblouk ¥,
jenZ vznika takto: Oznatme y,, 't < v < ¢, st oblouku y mezi body &(z) a &(31),
tj. oblouk &* = &(f), T £ t £ 2t; oblouk y* je pak tvofen body A, M(&(7)), 't <
< 7 < %, kde A, : 4,(&(7)) = A,(%) je afinita mezi lokalnimi prostory v koncovych
bodech oblouku y, a M(&(7)) je centrum lokalniho prostoru A4,(&(7)).

Vzhledem k line4rni nezavislosti forem w* je kaZdy diferencial d&# jejich linedrni
kombinaci, takZe jisté mohu psat '

® [60] = [ofag] + Splofo), ), + 55 =0,
[doj] = [wjof] + Riz[0’w’], Ry + Ri,s =0.

Soustava funkci S, resp. Rj,; se ze znamych divodi nazyva tensorem torse resp. kfi-
vosti prostoru &,. :

Zakladnim pfedmétem studia lokalni diferencialni geometrie prostoru &7, je studium
vlastnosti variet do tohoto prostoru vnofenych resp. zji§fovani existence variet pre-
.depsanych vlastnosti v daném prostoru 7. Je-li dana v o/, varieta V,, mohu v kazdém
jejim bodé specialisovat lokalni repery tak, Zze {M; I, ..., I,} je basi te€ného prostoru
variety, takZe V, je dana soustavou rovnic

) oMt == =0"=0.

Vysetfovani variety V, se pak analyticky déje postupnym vné&j§im diferencovanim
systému (9) a jeho prodluZovanim. Utelem tohoto &lanku neni viak konkrétni stu-
dium nékterych geometrickych objektd. Studium lokéalnich vlastnosti variety V,
v n&kterém jejim bod¥ M(£) spoiva ve vySetfovani vlastnosti soustavy rozvinuti
viech obloukd, leZicich na V, a prochazejicich bodem M(¢), do lok4lniho prostoru
A,(&). To, Ze na variet8 ¥, mohu uvaZovat jen jednoparametrické utvary a neustéle
mluvit o jejich rozvinuti do nékterého lokalniho prostoru, ¢ini vyjadfovani pomérné
téZkopadnym a v jisté mife nam nedovoluje jasny a jednoduchy geometricky pohled na

MrNe

studovany objekt. Podle mého soudu jsou tyto nedostatky hlavni pfi¢inou sou¢asného
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stavu, kdy naSe znalosti o varietach, vnofenych v prostory s konexi, jsou nesrovha-
telné mensi neZ o obdobnych varietach, vnofenych do rovného prostoru. Ve své praci
[2] jsem se pokusil o geometrisaci studia variet v prostorech s konexi, kterd v pod-
stat€ vedla k ziskani novych vlastnosti napf. ploch v trojrozmérnych prostoreéh s pro-
jektivni konexi, vychézel jsem viak z klasické definice a chapani prostoru s konexi,
jak jsem je uvedl v pfedchozim. V dalsim se pokusim ukéazati, Ze studium variety
- v prostoru s konexi je mozno vhodn¢ interpretovat jako ¢ast studia variety v rovném
prostoru. )

2. Naim tikolem budiZ tedy studium variety V, v afinnim prostoru A4,. V§imnéme si
nejprve podrobngji analytického aparétu, ktery ndm umoZni nasi praci. V prostoru A4,
nebo v jeho urdité oblasti, kterd nas zajima, budteZ zavedeny souradnice — obecné
kiivodaré — (&) = (&%, ..., &), v kazdém bod& M prostoru A4, bud déle dana soustava
basi {M;I,,...,1,}, jeZ zavisi na bodé¢ M a na dal§ich tzv. sekundarnich neboli
vedlejSich parametrech t?, ..., t?; pfedpokladam-li, Ze viechny sekundarni parametry
jsou podstatné, je oviem q < n?, nebot obecny reper v bod€ M € 4, je udan n? sou-
fadnicemi svych n vektord. Je tedy celkem

(10) M =M@E)=ME,. .., 8, I,= Ig(é, )= IL(E ...,.E%5th, .., 1)
a zfejmé& dostavam rovnice
(11) dM = o1, dI, = afl,,

kde
o = T;d¢, wf = I, A& + y4df"; a=1,..,q;
vzhledem k tomu, Ze bod M probihd n-rozmérnou oblast ‘prostoru 4,, plati (3).

Vnéjsim diferenéovéx;im pfedchozich rovnic dostavam tzv. podminky integrability ve
tvaru

(12) [do] = [@’oj], [dof] = [wjof];
tyto rovnice oznaéme souhrnné I. Mam-li nyni studovat varietu ¥,, vnofenou v 4,,
pfifadim kaZdému jejimu bodu podsoustavu z uvaZovanych basi, pro niZ vektory
Iy, ..., I, jsou tetné vektory variety ¥,. Varieta V, je pak d4na soustavou rovnic (9),
dal§i studium variety je zaloZeno na studiu této soustavy s uZitim podminek integrabi-
lity 1.
Necht v prostoru A, je dana urcita varieta V,. Jeji vlastnosti mohu rozdélit do t¥f
skupin na ' ‘
1° vlastnosti, jeZ mohu odvodit z rovnic (9) bez uZiti podminek integrability I;
2° vlastnosti, odvoditelné z rovnic (9) a I, jeZ viak neni moZno odvodit pouze z (9);
3° specialni vlastnosti variety V,, neodvoditelné z rovnic (9) al.

Nyni budu fikat, Ze vlastnosti 1° jsou vlastnostmi variety V,, vnofené v prostor
s afinni konex{; vlastnosti 1° a 2° jsou vlastnostmi ¥,, vnofené v afinni prostor. V pri-
b&hu dalsiho se ukaZe, 7e studium variety vnofené do prostoru s afinni konexi (jak
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bylo uvedeno v prvni &asti) je zaloZeno na témZ analytickém aparatu jako hledéni
vlastnosti 1° variety v afinnim prostoru.

Uvazujme tedy afinni prostor 4,, v kaZdém jeho bod& bud dana soustava basi (jak
bylo popséno vyse), takZe plati rovnice (11); nepfedpokladejme viak platnost rovnic |
nebo 1épe Feeno zakaZme jejich uZivani. Zakladnim lemmatem nasi celé teorie v tomto
pfipad& bude pak tvrzeni, Ze vnéjsi kvadratické formy

(13) @ = [do] - [of], @f = [dof] — [wjo]]
jsou formami pouze v diferencidlech hlavnich parametri d€2, ..., d&" &ili jsou tvaru
(14) & = Sglofe’], Q= Riy[o’'o’];
57> Rpys jsou oviem funkcemi v &%, #°.
Dikaz podava napf. E. CARTAN v [1] celkem neuspokojivym zpisobem uZivanim
nepresnych infinitesimalnich tivah, o nichZ se sam vyjadfuje znacné kriticky. Zde po-
dam diikaz, zaloZeny na pfimém vypoctu. V kaZzdém bod€& prostoru 4, nebo jeho uva-

Yované oblasti bud zvolena urditd base {M;I,,...,I,},") takZe je M = M(¢),
I, = I(£). Potom jist® plati.rovnice

(19) dM = wa’I;/ s dIa' = wg:Ipr s
o =T%def, b =TI d&

a formy Q*, Q5. jsou jist& tvaru

(20) Q' =85 [0 0], 2 =Rysp[00’].

Nyni pro kaZdou z pfedem uvaZovanych basi {M(&); I(¢, 1), ..., I(¢, 1)} plati
(21 L 1) = (& ) 1(8)

gili

(22) L% = ca(& ) L& 1)

kde

(23) e =8, & =5

a 8%, 8% jsou Kroneckerova delta (= 1 pro stejné a = 0 pro riizné indexy). Diferen-
covanim rovnice (23,) dostavam cf, dcg + ¢’ dcf. = 0 a po vynasobeni %, a vhod-
nych zm&nach indexf, v nich¥ se sé&itd, dostdvam konené

(24) det, = — cb.cj deh .
Dosazenim (21) do (11) dostavam
dM = o*c¢®1,,, dc I, + & dl, = b5, ,

1) UZzivim oznadeni ¢arkovanych indext z tensorového poctu, viz napf. ScHOUTENUV Ricci-
Calculus.
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gili formy ”, w? se transformuji podle rovnic — jak plyne srovnanim s (19) —
(25) o* = Fo*, of =cchol — & dd.
Dale je

9 = [do*] — [0 0}] = [dw] + ¢ [do®] —

— ey [wal] + g o de],

pomoci (23) se zjisti, Ze prvni a &tvrty Clen maji nulovy soudet, takZe konecng&
(26) Q=¥ Q" &l QF = LQY.
Je

% = [da] - [of] = clacbof] + facs of] +
+ cp[dof] — [degdey] — cfoc)'d. i [wjwl] +

+ chelctfwpdes ] + ¢S [del wi] — cj.ct[del des ] .

Pomoci rovnic (23) a (24) se snadno zjisti, Ze soudet prvniho a sedmého resp. druhého
a Sestého resp. ¢tvrtého a osmého Elenu je nulovy, takZe dostavam

(27) 5= cich Q) Gli Qf =l

ProtoZe nyni Q%, Q% jsou tvaru (20), dostivam
B

(28) @ = LS5 [0f @0"] = i el S, [Po],
Q5 = Ll ' REsp[070],

coZ dokazuje naSe zdkladni lemma. Pro soustavu vybranych basi {M(&); I,(¢, 1), ...,
... I(€, 1)} plati tedy rovnice (11) a bez pouZiti podminek integrability I je moZno
dokaézat, 7e plati i rovnice (8). Rovnice I'ndm oviem ¥ikaji, Ze
(29) Sgy = Rysp = 0.
Studium vlastnosti 1° variety V, v prostoru 4, je tedy ekvivalentni se studiem vlast-
nosti variety V, v prostoru s afinni konexi &, nebot k obojimu uZivam téhoZ analytic-
kého aparatu, vychéazejiciho z rovnic (2) resp. (11), (8) a (9).

Pfi prechodu od jedné soustavy basi {M;I,(¢, 1),...,I,(& 1)} k jiné soustavé
{M;1,(& 1), ..., 1,(& t')}, jeZ jsou spojeny vztahy
(30) I, =, &li I,=cT,,
ukazuje vypodet, totoZny s dikazem zékladniho'lemmatu, Ze z platnosti rovaic (11),

(19) plynou pro formy (13) rovnice (27) a tedy

“—zﬁf),rll « _1ﬁ'7'5'd'

(31) Gy = Carch )’ S5, Risp = chch el e Rysp -

Tyto rovnice nés opraviiuji fikati, Ze soustava funkci S}, resp. Rj;, je tensorem torse
resp. kFivosti uvaZovaného prostoru. Rovnice I jsou pak ekvivalentni s tvrzenim, Ze

torse a k¥ivost prostoru 4, je nulova, &ili Ze plati rovnice (29).
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- 3. V pfedchozim jsem tedy ukézal, Ze studium variety V, v prostoru s afinni konexi
je mo#no interpretovat jako studium variety ¥, v afinnim prostoru A, zde pouZivam
téhoZ analytického aparitu a post{lpu, na ktery jsme zvykli pfi uZivani Cartanovych
metod, pouze podminky integrability I jsou nahrazeny rovnicemi struktury (8). Na
zakladg tohoto postupu mohu snadno studovat i existenéni otdzky pro specialni
typy variet s pfedem pfedepsanymi vlastnostmi.

Jestlize chci studovat pouze vlastnosti variety V, v &/, a nemidm zajem o feSeni
existenénich otazek, je moZno postupovat zplisobem, ktery se mi zda pocetné vyhod-
n&jsim. Bud v 4, dana varieta ¥V, a zkoumejme jeji vlastnosti, uvedené v 1°. KaZdému
jejimu bodu M = M(¢) ptifadim jisty lokélni reper {M(&); I,(¢), ..., I,(¢)} tak, aby
{M(&); 1,(8), ..., I,(€)} byla basi tetného prostoru variety ¥, v bodé M(¢). Systém
diferencidlnich rovnic, uréujicich varietu V,, jest tedy

(32) dM =Tr;dé .1, dI, =TI 4.1,
(tBy-c.=1,..,m; a,b,...=1,...,7);

jeho podminek integrability nebudu v dal§im uZivat. Pfechod k jinym lokalnim repe-
rim tychZ vlastnosti se uskutecni pomoci rovnic

(33) M=M, I,=d1,,
kde
6 =0 pro a=1'.,r; A =r+1,..,n; det]e”| £0;
resp.
(34) MI = M’ Ia’ = a.:,Iz s
kde .
64, =0 pro a =1,..,r; A=r+1,...,n; c%d = 8.
P¥i uiti (33) a (34) a soudasné zm&n& parametrd
(35) &= EYEY) resp. & = EV(EY)

jsou rovnice (32) nahrazeny rovnicemi
(36) dM =rg dé .I,., dI, =TI%,.d& .1, ;

po snadném vypottu, sestavajicim pouze z dosazeni (33) do (32), vychézi

(37) Iy =o' Ay Iy, I, =dioh ALT?, — 6% 0,08,
kde
of
38 O f = ——, A% =03,¢&.
(9 1= A
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Specialisaci reperu provadim nyni tim zpfisobem, Ze pomoci vyrazd %, a A5 (které
prave vyjadfuji zm&ny reperd resp. parametrd na varieté) divAm maximélnimu moz-
nému podtu funkci I't,, I'%,,. &selné hodnoty. Postup je oviem pro ka*dy konkrétni
piipad jiny, direktivu, které z funkci I' vybrat a uéinit konstantnimi, nam udava
specialisace reperu, provedena pro varietu v afinnim prostoru.
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Pesrome

K M3JIOXKEHHWIO TEOPUM IMTPOCTPAHCTB CO CBA3HOCTBIO

AJIOVIC IUBELI (Alois Svec), IIpara

Ilycts B abpdUHEOM OPOCTPAHCTBE &7, 3aJaH0 MHOroo6pasme V, ypaBHermsam (9).
CBO¥CTBA 3TOT0 MHOTOO6PasHs MOXHO HOAPA3AEIUTs Ha TPH IPYINbI, 2 KMEHHO:

1° cBOMCTBa, KOTOpBIE MOXKHO BEIBECTH W3 ypaBHeHMi (9) Ges mcmosb3oBaHHS
ycromit maTErpHpyeMoctd (12);

2° cBolicTBa, BBITeKaromue U3 ypasHenwi (9) u (12), HO KOTOpbIE HeJb35l BHIBECTH
Tosbko u3 (9);

3° cnenuabHBIE CBOMCTBA MHOT006pasms V,, KOTOpHIE HENb3s BHIBECTH H3 YPaB-
neruit (9) u (12). : '

IMoxa3aHo, YTO HM3y49eHHE CBOMCTB 1° DaBHOCHIBHO M3YYEHHIO MHOI0OOpasms
V, B mpocTpancTBe ab(GUHHON CBA3HOCTH, KOTAa ypaBHeHus (12) 3aMeHsIOTCS ypas-
HeHusMA (8).

Résumé

SUR L’EXPOSITION DE LA THEORIE DES ESPACES
A CONNEXION

Avrors Svec, Praha
Dans un espace affin &, soit donnée une variété ¥, par les équations (9). Ses pro-
priétés peuvent étre divisées en trois groupes:

1° propriétés que I’on peut déduire des équations (9) sans tenir compte des con-
ditions d’integrabilité (12);
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2° propriétés que I'on peut déduire des équations (9) et (12), mais non pas de (9)
seulement;

3° propriétés spéciales de la variété V, que ’on ne peut pas déduire des équations
(9) et (12). |

On montre ensuite que ’étude des propriétés 1° est équivalente a 1’étude de la va-
riété ¥, dans un espace a connexion affine ou les équations (12) sont remplacées par les
équations (8).
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